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内 窗 简介 
本 书 对 电磁 场 与 电磁 波 的 基本 理论 (包括 狭义 相对 论 ) 作 了 系统 的 介绍 ,推理 严 
谨 ; 特 别针 对 学 生 感到 疑难 的 问题 作 了 详尽 的 讲解 。 书 中 反映 了 该 镇 域 的 新 进展 ,对 
电磁 场 基本 方 如 的 解法 作 了 比较 全 面 的 介绍 ,并 精心 选编 了 -- 批 习题, 书 末 附 有 答 
案 ,便于 所 有 具备 高 等 数学 基础 的 读者 自学 。 取 材 跨度 较 大 ,以 本 科 程 度 为 主 ,并 适 
用 于 函授 生 ,部 分 内 容 适 合 研究 后。 
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本 书 是 北方 交通 大 学 “十 五 "教材 出 版 计划 要 出 版 的 教材 之 一 ,也 是 教学 改革 的 产物 。 为 
了 把 国内 外 的 技术 和 学 术 进展 .精辟 的 见解 和 分 析 传播 给 学 生 ,需要 一 本 新 的 适用 于 电子 、 通 
信 类 专业 的 电磁 理论 基础 课 教材 ,以 便 使 经 典 理论 联系 现代 的 实际 。 同 时 ,我们 也 希望 通过 本 
书 表 达 出 我 们 在 教学 实践 中 所 产生 的 新 想法 ,在 理论 的 探讨 和 本 校 重 点 研究 的 领域 中 所 获得 
的 新 认识 ,并 贯彻 学 校 的 教改 精神 。 

本 书 的 编写 ,一 方面 特别 注重 理论 的 严密 和 完整 , 另 一 方面 也 注重 讲 清 概念 的 物理 本 质 ， 
联系 工程 实际 :通过 打 好 理论 基础 ,增强 学 生 的 广泛 适应 性 。 编 写 的 思路 和 所 做 的 工作 主要 如 
下 : 

“ 场 "的 部 分 首先 是 加 强 了 场 论 的 疼 述 ,使 之 更 加 严密 ,条 理化 (例如 关于 矢量 场 无 旋 或 有 
势 的 充分 必要 条 件 等 问题 的 讨论 ) ,特别 是 深入 浅 出 ,形象 化 地 讲 明了 学 生 往 往 感到 抽象 的 概 
念 和 定理 的 物理 含义 ;注重 基本 概念 ,强调 了 矢量 微分 算 子 这 一 工具 的 使 用 ,并 在 附录 中 对 正 
文 里 未 证 明 的 矢量 积分 恒等式 都 作 了 证 明 。 

静态 场 的 讲法 是 以 场 论 为 纲 从 数学 上 概括 物理 的 场 ,而 电磁 场 则 作为 场 论 的 物理 实例 ; 
同时 在 场 论 的 辫 姆 堆 兹 定理 一 节 便 提出 了 麦克 斯 韦 方程 组 ,强调 指出 了 电 、 磁 场 的 不 可 分 割 ， 
因而 每 种 静态 场 嗓 是 统一 的 时 变 电 磁 场 的 特例 ,同时 也 把 静态 场 同 准 静 态 场 的 模型 作 了 比较 。 
而 为 了 便于 学 习 , 减 少 困难 ,仍然 按 静 电场 (第 2 章 ) .恒定 电场 (第 3 章 )\ 恒 定 磁场 (第 4 章 ) 的 
顺序 分 别 介绍 ,并 把 第 3、4 章 与 第 2 章 对 应 地 介绍 ;其 中 也 包括 了 一 些 较 深入 的 讨论 ,例如 关 
于 电 ( 磁 ) 多 极 矩 ,关于 矢量 位 和 标量 位 ,恒定 电场 分 布 的 确定 ,电荷 弛 琼 ,内 自 感 , 场 的 能 量 和 
力 等 ,并 收入 了 图 解法 等 工程 上 实用 的 解法 ,这 样 来 达到 对 “ 场 " 的 部 分 既 浓 缩 又 提高 的 目的 。 

第 5 章 边 值 问题 中 包括 了 很 有 工程 用 途 的 施 瓦 尔 兹 变换 ,并 详细 讲解 和 演示 了 格林 函数 
法 这 一 对 求解 非 齐 次 仿 微 分 方程 和 建立 积分 方程 有 广泛 用 途 的 解析 方法 。 

第 6 章 在 总 结 静 态 场 基本 方程 的 基础 上 进而 导出 了 时 变 场 的 基本 方程 一 -麦克 斯 韦 方程 
组 ,并 对 其 限定 形式 做 了 深入 的 阐述 ;在 介绍 时 变 场 的 同时 也 介绍 了 电磁 波 的 一 般 概念 ;在 分 
九 介 绍 了 场 量 的 、 动 态 位 的 波动 方程 之 后 ,随即 详细 讨论 了 齐 次 , 非 齐 次 标量 波动 方程 的 基本 
解法 。 对 于 非 齐 次 波动 方程 ,除了 用 格林 函数 求解 ,还 采用 了 求解 时 域 非 齐 次 波动 方程 的 克 希 
震 夫 积分 法 的 思路 来 求解 时 谐 场 。 最 后 ,简单 介绍 了 在 时 域 直 接 求解 麦克 斯 韦 方程 组 的 时 域 
有 限 差分 法 这 一 适合 于 处 理 各 种 复杂 的 时 变 场 的 数值 方法 ,以 便 有 进一步 兴趣 的 读者 对 电磁 
场 的 基本 方程 和 解法 有 一 个 较 全 面 的 了 解 ,并 为 第 7.8.9 章 的 分 析 作 好 数学 准备 。 

作为 第 6 章 介绍 的 齐 次 波动 方程 在 一 维 ( 也 包括 三 维 )、 直 角 坐 标 .无 界 空间 条 件 下 的 解 ， 
第 7 章 专门 介绍 了 平面 波 。 为 了 加 强 “ 波 "的 基本 知识 ,提供 了 较 充 分 的 例题 ,习题 , 并 对 “ 群 
速 "的 概念 作 了 新 的 六 述 。 

第 8 章 则 在 各 种 波导 的 媒质 和 边界 条 件 下 ,从 第 6 章 齐 次 波动 方程 的 通 解 中 进一步 导出 
该 种 波导 中 的 模式 场 。 本 章 对 波导 装置 的 分 类 和 介绍 主要 着 眼 于 物理 现象 和 数学 解法 上 的 不 
同 ,不 侧重 于 具体 的 波导 管 设 备 ,而 是 对 光纤 技术 所 带 来 的 新 知识 和 概念 作 了 较 详 细 的 讨论 
也 介绍 了 一 些 其 他 的 新 进展 。 

第 9 章 在 第 6 章 得 到 的 非 齐 次 波动 方程 的 积分 解 式 的 基础 上 导出 了 滞后 位 和 克 希 露 夫 公 
式 , 就 稳 态 简 谐 波 的 情形 对 天 线 辐射 场 作 了 清晰 的 讲解 。 


。 1 ， 


在 国内 外 有 关 论述 的 基础 上 ,第 10 章 对 狭义 相对 论 作 了 深入 浅 出 的 介绍 。 

本 书 还 对 教学 中 遇 到 的 一 些 问题 给 出 了 一 种 明确 的 看 法 或 解释 ,例如 卖 姆 堆 兹 定理 所 说 
的 唯一 性 与 静电 声 唯 一 性 定理 的 关系 ,静电 场 的 唯一 性 定理 与 时 变 场 唯一 性 定理 的 比较 ; 场 论 
中 的 矢量 恒等式 对 时 变 场 的 适用 性 ;关于 多 导体 系统 的 电容 ,静电 比拟 的 条 件 等 等 ,并 对 一 些 
公式 .定律 和 结论 给 出 了 自己 的 证 明 ;分 析 和 论述 中 专门 针对 了 学 习 本 课程 时 可 能 出 现 的 疑 
问 。 


本 书 精心 选择 和 自 编 了 较 充 足 的 例 、 习 题 ,对 没有 解答 的 题目 都 作 了 解答 , 且 尽 可 能 联系 
这 些 题 目的 物理 .工程 背景 。 

本 书 第 1.2.3.4.6.8 章 .5.7 节 等 以 及 附录 由 陈 乃 云 编写 ,第 5(5.1 一 5.6,5.8 节 )7\10 章 
由 笋 东北 编写 ,第 9 章 由 李 一 玫 编 写 ,全 书 由 陈 乃 云 统 稿 。 

吴 重 庆 教 授 对 全 书 作 了 仔细 的 审阅 和 修改 ,还 亲自 写 了 ?7.8 节 “ 群 速 "以 及 限定 形式 的 麦 
克 斯 韦 方程 组 “ 导 行 波 " 的 前 言 .最 低 阶 混合 模式 、 关 于 波 的 极 化 等 段落 ,并 对 旋 度 公式 等 作 了 
新 的 证 明 。 

最 后 ,感谢 北方 交通 大 学 谈 振 辉 校长 促成 了 本 书 的 编写 和 出 版 ,并 对 本 书 提出 了 明确 的 要 
求 ;感谢 北方 交通 大 学 电子 学 院 的 有 关 领 导 以 及 支持 和 帮助 过 这 项 工作 的 各 位 老师 。 

受 编者 水 平 所 限 , 不 足 之 处 必然 存在 ,诚恳 欢迎 批评 指正。 
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第 1 章 矢量 分 析 场 论 初步 


场 论 是 把 各 种 物理 的 场 在 数学 上 抽象 成 矢量 场 和 标 基 场 来 研究 , 它 不 仅 可 以 使 我 们 对 电 
场 .磁场 的 认识 升华 一 步 , 也 是 进入 连续 媒质 力学 (流体 、 固 体力 学 )、 量 子 力学 \ 热 传导 .质量 传 
递 等 领域 的 数学 基础 。 而 矢量 运算 ,特别 是 矢量 微分 算 子 的 运用 ,是 分 析 场 的 不 可 缺少 的 .有 
力 的 数学 工具 。 


1.1 矢量 场 和 标量 场 


场 ,顾名思义 ,要 占据 一 个 空间 。 如 果 在 我 们 讨论 的 空间 中 的 每 一 点 都 对 应 着 某 个 物理 量 
( 叫 作 场 量 ) 的 一 个 确定 的 值 ,就 说 在 这 个 空间 里 确定 了 该 物理 量 的 一 个 场 。 

若 场 量 为 标量 ,该 场 为 标量 场 。 湿 度 场 T(z ,y,z)、 密 度 场 p(z,y,z)、 位 ( 势 ) 场 gx(z， 
yz) 等 等 ,都 是 标量 场 的 例子 。 

若 场 量 为 矢量 ,该 场 为 矢量 场 。 速 度 场 v(x,y,z) 和 力 场 F(x,y,x)( 如 引力 场 G ,电场 
强度 EE, 磁场 强度 五 等 等 ) 都 是 矢量 场 。 

若 场 量 仅仅 是 空间 或 点 的 函数 ,而 与 时 间 无 关 , 则 称 为 静态 场 或 恒定 场 ; 

若 场 量 不仅 是 点 的 函数 ,还 是 时 间 : 的 三 数 , 则 称 为 动态 场 或 时 变 场 。 

从 数学 的 角度 来 说 , 场 就 是 一 个 三 (四 ) 元 函数 ,不 过 这 三 元 特 指 的 是 点 的 空间 坐标 (第 四 
元 特 指 时 间 )。 可 以 说 , 场 就 是 代表 场 中 每 一 点 的 某 种 物理 性 质 的 场 量 的 无 穷 集 合 。 并 且 , 除 
开 有 限 个 点 、 线 和 而 外 , 场 量 是 处 处 连续 、 可 微 的 。 

一 个 矢量 可 以 分 解 为 沿 着 坐标 轴 的 三 个 分 量 ,例如 在 直角 坐标 系 中 : 

Flrsy,z)=aF (ry x) OF Zr) + aF. (zx, ys) 

所 以 ,一 个 矢量 场 对 应 着 三 个 标量 场 。 同 一 个 空间 ,可 以 认为 是 矢量 场 ,也 可 以 认为 是 标量 
场 F. ,下 , 或 已 ,看 我 们 感 兴趣 的 是 哪个 量 。 注 意 ,分 量 已 表示 它 是 z 方向 的 分 量 ,但 并 不 一 
定 仅 是 xz 的 一 元 函数 ,而 仍然 是 一 个 三 元 函数 F.(z,y, =), 因 为 每 个 分 量 的 大 小 一 般 是 随 空 
间 点 而 变 的 。 

本 书 中 矢量 均 用 黑体 字 表示 ,例如 场 量 4 = aas4 ,其 中 es 表示 矢量 4 方向 上 的 单位 矢 
量 ,A 表示 4 的 模 。 

矢量 场 在 空间 的 走向 和 分 布 可 以 用 矢 线 (也 叫 力 线 或 流 线 ) 来 指 述 , 矢 线 上 每 一 点 处 的 切 
线 应 当 恰 是 该 点 处 场 量 的 方向 ,如 图 1-1(a) 所 示 。 

由 于 三 (二 ) 维 空间 只 能 画 出 二 (一 ) 元 函数 的 图 像 ,所 以 作为 三 元 函数 的 场 量 的 大 小 只 能 
用 间接 的 办 法 表示 。 对 于 矢量 场 ,4 的 大 小 用 矢 线 的 朴 密 来 间接 表示 (这 一 点 将 在 1,3 和 2.7 
节 详 述 ); 对 于 标量 场 u(x,y,z) 的 值 ,是 用 等 值 面 来 间接 表示 。 等 值 面 就 是 函数 值 x(z,y， 
z) 相 等 的 点 所 构成 的 曲面 ,如 图 1-1(b) 所 示 。 等 值 面 画 在 二 维 平面 上 就 是 等 值 线 。 例 如 我 们 
在 地 图 册 上 常见 到 的 等 温 线 .等 压 线 、 等 高 线 [图 -1(c) ] ,等 等 。 

需要 指出 , 场 论 所 涉及 的 是 场 作 为 空间 的 .而 不 是 时 间 的 函数 的 性 质 (在 无 须 考虑 相对 论 
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的 时 一 空 关 系 的 通常 场合 ,可 认为 这 两 方面 互 不 影响 ) , 场 量 在 空间 的 分 布 、. 变 化 规律 与 场 源 的 
关系 , 场 量 对 空间 坐标 的 微分 (各 种 体积 导数 )、 积 分 及 其 有 关 的 矢量 恒等式 ,积分 定理 ;但 这 些 
矢量 恒等式 ,积分 定理 对 于 时 变 场 的 每 一 瞬间 也 是 成 立 的 。 


{ry 9, 4} 7 Cs 


一 一 一 一 


一 一 人 、 a 
(a Ch} 人 


图 1-1 矢量 场 与 标量 场 
(3) 矢量 场 的 矢 线 ;(b) 标 景 场 的 等 值 面 ;(c) 等 高 线 。 


1.2 正 交 曲线 坐标 系 


Wy) = 


(as 一 人 


场 是 空间 中 的 点 的 函数 ,内 而 我 们 首先 要 描述 三 维 宅 间 中 点 的 位 置 。 下 面 介绍 几 种 常用 
的 空间 坐标 系 。 正 如 两 条 ( 族 ) 正 交 曲 线 可 以 定位 平面 上 的 ( 任 ) a 
点 ,三 张 ( 族 ) 正 交 曲 面 则 可 定位 空 辣 中 的 ( 任 ) 一 点 。 

由 于 三 张 正 交 曲面 必定 交 出 三 条 正 交 曲 线 ,如 同 直角 坐标 系 
的 三 条 轴 那 样 ,故而 统称 正 交 曲 线 坐标 系 ,如 图 1-2 所 示 。 目 前 实 。 
际 应 用 中 有 直角 举 标 系 、 贺 柱 坐 标 系 、 球 坐标 系 、 椭 加 柱 坐 标 系 、 擅 
物 柱 坐 标 系 .抛物 曾 坐 标 系 、 旋 转 抛物 面 坐标 系 , 长 旋转 升 球 举 标 
系 、 扁 旋转 椭 球 坐标 系 、 圆 欠 坐 标 系 、 椭 球 坐 标 系 、 双 球 坐 标 系 、 环 
坐标 系 等 13 种 正 交 明 线 坐 标 系 。 其 中 前 三 种 是 最 简单 的 特例 ,也 。 图 1 2 正 灾 曲 线 从 本 系 
基本 书 中 用 到 的 三 种 坐标 系 。 由 于 直角 坐标 系 是 大 家 最 为 熟悉 的 ,下 面 仅 介绍 其 余 的 两 种 坐 
标 系 。 


一 、 圆 柱 坐 标 系 


柱 坐标 系 如 图 1- 3 所 示 , 由 我 们 熟悉 的 平面 极 坐标 (o.p) 
在 平面 的 垂直 方向 增加 一 个 白 册 度 = 而 构成 ; 

pE[0,+ wm) 表示 点 到 * 轴 的 垂直 距离 ; 

gpE[O,2r] 表示 任 一 子午 面 (以 x 轴 为 边界 的 半 
平面 ) 与 正 x 轴 所 在 的 于 午 面 的 夹 角 ， 
与 = 轴 正 向 成 右手 螺旋 关系 [ 兄 
AL3(b)] 时 为 正 角 ; 

zE (- co,+ oo) 同 直角 坐标 。 
p 的 等 值 面 如 同 “ 男 简 豆 ,9 的 等 值 面 为 子午 面 , z 的 等 值 面 
为 xy 面 的 平行 平面。 这 三 张 面 交 出 的 三 条 “ 轴 " 上 的 单位 矢量 
为 gs.as、as。 显然 ,除了 a.m 和 a, 的 方向 都 是 随 点 而 变 图 1-3 国术 内 标 和 

2. 


的 ,因而 形成 “活动 三 角 架 ”"。 这 三 条 “ 轴 ” 的 正方 向 之 间 应 构成 右 旋 系 统 , 也 称 右 旋 关系 ( 即 右 
于 螺旋 关系 ): 

op Xa a, MX dX dp 
且 在 同一 点 处 的 a,、a,、a. 构成 正 交 矢量 组 : 


Go gr 一 gg ay 二 QQ 二 二 


acer 一 aas 一 aa =0 
一 般 . 每 一 种 正 交 曲 线 坐标 系 的 坐标 轴 e ,ea ,e; 的 正 向 之 间 都 应 构成 右 旋 系统 ( 见 图 1-2); 
a a Qu Xa Ta au Xa = ao 
例如 ,在 直角 坐标 系 中 ,.c,y,z 轴 的 止 向 之 间 应 构成 右 旋 系统 : 
A Xd dad, dXa.a,, aXa -a, 
贺 柱 坐标 与 直角 坐标 间 的 换算 关系 为 
rpg pViry 


y=psing tang=yzr (1.2.1) 
单位 矢量 间 的 换算 . 即 方向 的 换算 关系 为 
d=a, cos p+ a, sing 1 qr = do cos Pa, sin 9 (1.2.2) 
ds= Qs sin +a, cos 9) 人 二 和 sin $+ a cos ?| 


这 些 换算 式 不 难 通过 解 代 数 方程 组 或 几何 作 图 得 到 。 
从 (1.2.2) 式 也 可 看 出 ,ar 、as 虽然 模 便 为 1, 是 定 模 矢量 ,但 都 不 是 常 矢量 (因为 它们 的 
方向 随 p 变化 ) ,而 嘴 y 的 函数 ,从 而 可 以 对 ” 求 导 而 得 到 


das , 

Dp sn 多 十 人 cos p= a | (23) 
oda. . 
E23 一 一 cos p" ,sn p= | 


任 一 点 (e,yg,z) 处 的 场 矢量 4&(p,9p,z) 可 以 分 解 到 该 点 处 的 三 条 圆柱 坐标 " 轴 " 上 去 : 
Alp,giz)= a (pp,2) + apAo(pr P12) + aA.(p, p,2) 
也 可 以 分 解 到 非 圆柱 坐标 轴 上 去 。 揽 述 场 量 的 坐标 系 和 描述 点 的 位 置 的 坐标 系 不 一 定 要 相 
间 , 如 习题 1.9。 还 需要 指出 ,在 非 直 角 坐 标 系 中 ,由 于 空间 不 同 点 处 坐标 * 轴 ”的 方向 不 同 ( 直 
线 坐 标 轴 除 外 ) ,故而 场 和 撩 量 之 间 柑 加 、 相 乘 有 时 需要 先 转换 到 直角 堂 标 系 去 。 
场 的 许多 公式 .定理 是 与 坐标 系 无 关 的 ,因而 常常 需要 把 空间 点 表示 成 与 坐标 系 无 关 的 形 
式 ,这 就 是 点 的 位 置 矢量 r。 它 定义 为 从 原点 指向 某 点 的 矢量 ,其 模 等 于 该 点 到 坐标 原点 的 距 
离 。 显 由 点 的 集合 是 与 + 的 集合 一 一 对 应 的 ,于 是 点 的 函数 一 场 量 就 可 表示 为 r 的 效 
数 :4(r) ,u(r)…。 在 需要 的 时 候 表 将 其 展开 为 具体 坐标 系 下 的 形式 。 显 然 ,在 直角 坐标 下 
r= eat+ awy+ qz, 作 圆柱 坐标 下 r=ayp+a.z。 可见 ,除了 在 直 
角 和 坐标 下 ,位 置 矢量 + 的 表达 式 中 并 不 直接 反映 出 某 点 的 所 有 位 置 tar 
坐标 ,例如 r 的 p 坐标 隐 合 在 a, 的 方向 中 。 
此 外 , 线 元 矢量 或 点 在 空间 的 位 移 矢量 di 也 可 用 位 置 矢量 x " 
的 微分 , 即 > 的 微 增 量 dr 来 表示 , 见 图 1-4。 由 上 所 述 , 圆柱 坐标 了 
系 中 上 是 po,z 和 9 的 三 元 冰 数 ,因为 a, 是 9 的 函数 。 利 用 复合 函 


数 微分 法 及 (1.2.3) 式 求 r 的 全 微分 ,可 得 图 1-4 位移 矢量 或 线 元 矢量 
3 ， 


dr=dl 


dr =d(ap +t asz) 
-dp+ 芳 dp+ 区 dz 
=adp+ pdy 上 adz 
=ado+aodp+adz=di (1.2.4) 
上 式 表明 ,一 个 空间 的 线 元 矢量 df 在 圆柱 坐标 系 的 三 条 “ 轴 ” 上 的 投影 (分 量 ) 分 别 是 dp， 
podg,dz, 它 们 是 每 一 维 上 的 长 度 元 。 有 了 这 些 “ 边 长 ”, 再 计算 三 个 圆柱 坐标 面 上 的 面积 元 和 
圆柱 坐标 系 中 的 体积 元 就 很 方便 了 。 分 别 与 a, ,as ,a: 垂直 的 三 个 面 元 为 
ds,=pdgdz dS,=dpdz dS.=pdpdy (1.2.5) 
体积 元 为 
dr=pdpdypdz 
在 非 直角 坐标 系 中 ,每 个 坐标 的 微分 并 不 都 是 线 度 ( 长 度 ) ,每 一 维 上 的 长 度 元 与 坐标 的 微 
分 之 比 称 为 度量 系数 , 它 也 就 是 坐标 的 微分 (如 dyp) 换 算 戌 长 度 元 (pdp) 时 应 乘 的 系数 (p)。 
由 (t+.2,4) 式 ,圆柱 坐标 系 的 度量 系数 应 为 


b= de=1 ha ==p 入 = 旦 = (1.2.6) 


各 种 不 同 坐 标 系 是 以 其 度量 系数 为 特征 的 ,并 可 以 由 三 个 度量 系数 来 完整 地 描述 。 只 要 将 
hi ,ja ,As 具体 化 为 各 种 特殊 形式 ,就 可 引出 各 种 特殊 的 正 交 坐标 系 。 一 般 , 对 任 一 个 正 交 曲 
线 坐标 系 , 有 


di = gehide + Ge 到 2zdes + aeshades 
dS。 = hzhsde,des 
dS., = hshi desyde: (1.2,7) 
dS。 = hi hde de, 
dr = hh haderdesdes 
当场 量 的 大 小 只 与 场 点 到 z 轴 的 垂直 距离 有 关 , 即 场 的 分 布 呈 阅 柱 面 对 称 时 ,如 果 采 用 圆柱 
坐标 来 表示 场 量 ,就 只 需 p 一 个 坐标 ,这 显然 比 在 直角 坐标 下 处 理 多 元 变量 要 简便 。 
二 、 球 坐标 系 
球 坐 标的 构成 为 : 
rE [0, + co) 表示 点 到 球 心 的 距离 
9€EL0,r] 是 任 一 射线 与 z 轴 ( 极 轴 ) 正 方向 的 夹 角 ,起 “纬度 "的 作用 ; 
9E[0,2r] ， 同 圆柱 坐标 ,起 “经 度 "的 作用 。 
7 的 等 值 面 为 同心 球面 ,0 的 等 值 面 是 以 极 轴 为 轴线 的 圆锥 面 ,9 的 等 值 面 为 子午 面 。 这 
三 张 正 交 昌 面 交 出 的 三 条 轴 的 正方 向 之 间 应 构成 右 旋 系统 ， 
a, Xag=ap, de dradr, QApX a a 
作为 正 交 矢量 组 ,在 同一 点 处 有 : 


dg, =a0 =ao d=—1 


dd =a a, = do"d,.=0 


如 图 1-5 所 示 , 球 坐标 与 直角 坐标 之 间 的 换算 式 为 
X=rsin eos ¢ r=v xr ty tz 
y= rsin gsin 9 
z= rcos 8 tan y= yr 
单位 矢量 之 间 的 换算 关系 为 
ar = dssin gcos p+ a,ysin gsin pg +a.cos 0 
ta = Qc0s Oeos P+ Aa,cos gsin pg - arsin 8 
do= ~dsin p+a,cos gp 
a =a,sin gcos $+ agcos O00s ~ apsin ¥ 
yy = arsin Osin y+ qscos Osin p+ apoos Pp 


as =a,c0s 8 一 aesin 0 


tan g=V x +y /z 


(1.2.8) 


(1,2,9) 


(1.2.10) 


| 


球 坐 标 系 中 的 单位 矢量 也 都 不 是 常 矢量 ,其 方向 是 随 点 而 变 的 ,是 2 和 9 的 函数 。 我 们 对 


(1.2.9) 式 求 导 , 得 


a0, a Da in 8 
89 二 Eb 
9 - 强 =oe4 (1.2.11) 
任 一 点 (x ,90,9) 处 的 场 拓 量 4A(r,6,q) 可 分 解 到 该 点 处 
的 三 条 球 坐 标 “ 轴 ”上 去 ， 
A(r,0,9)=aA,(r,0,9)+aAolr, 9 0) 十 
aoAs(r,0,9) (1.2.12) * 
位 置 矢量 在 球 坐标 下 具有 最 简 的 形式 图 工 3 球 符 杯 和 
r=ar 
由 于 a, =a,(8,9), 故 7 实 为 r,9,9 的 三 元 函数 。 其 全 微分 为 
dr =Mdr + 3d0+ SE dp 
=ardr + gerd9 + agrsin 9d9 
= 出 (1.2,13) 


可 见 球 坐 标 中 每 一 维 的 长 度 元 (空间 线 元 dl 在 三 个 轴 上 的 投影 ) 分 别 为 dr ,rdb、rsin Gdp。 


度量 系数 为 
二! hz2=r 
在 球 坐 标的 三 个 坐标 面 即 r .9、g 的 等 值 面 上 的 面 元 (它们 分 别 委 
dS, =r2sin gdbgdg 
dSs = rsin Gdgdr | 
dS, =rdOdr 
体积 元 为 dr=rzsin gdrdgd9p 
如 果 场 的 分 布 呈 球面 对 称 , 即 场 量 大 小 只 与 场 点 到 球 心 的 距离 有 


ha= rsing 


{1.2.14) 
E 直 于 a, .ae ay ) 分 别 为 


(1.2.15) 


关 时 ,采用 球 坐 标 将 使 得 场 量 
,5 。 


的 表示 只 需 用 7 一 元 坐标 。 
1.3 矢量 场 的 通 量 和 散 度 ” 获 度 定理 


1. 类 重 场 的 通 量 

描述 矢量 场 的 性 质 的 一 个 重要 的 量 是 矢量 的 通 量 (flux) 。 一 个 最 熟悉 的 例子 就 是 水 流 过 
其 截面 上 任 一 块 面积 的 流量 , 它 就 是 水 的 流速 场 v(m/s) 穿 过 曲面 S(m? ) 的 通 量 (mm js)。 这 个 
通 量 的 大 小 显然 是 同 S 的 法 线 n 相对 于 的 倾角 9 有 关 的 (图 1-6)。 面 元 的 法 线 指 垂直 于 该 
面 元 的 一 单位 长 的 矢量 。 

为 了 严格 地 定义 矢量 的 通 量 ,我 们 作 如 下 一 系列 的 定义 : 

《1) 面 元 矢量 dS 指 大 小 为 面 元 面积 dS ,方向 为 面 元 法 线 n 的 矢量 。 


人 @) 
图 1-6 流速 声 ， 穿 过 向 面 图 1.7 面 元 法 线 

S 的 通 重 (a) 开 表面 的 面 元 法 线 ; 
《b) 闭 合 面 的 外 法 线 , 穿 过 闭合 面 的 通 量 。 


对 于 开 表 面 ,规定 n 的 正方 向 与 面 元 边界 线 C 的 绕 向 成 右 旋 关 系 [图 1-7(a)]。 
对 于 闭合 面 ,规定 # 的 正方 向 指向 闭合 面 外 [图 1-7(b)]。 
作为 一 个 矢量 ,dS 同样 可 分 解 为 所 采用 的 坐标 系 下 的 三 个 分 量 ， 
它们 恰 是 dS 在 三 个 坐标 平面 上 的 投影 (图 1-8)。 以 直角 坐标 系 
为 例 ,根据 nm 与 z,y,z 轴 正 向 夹 锐角 或 钝 角 ,dS, ,dS, ,dS. 或 正 
或 负 。 这 是 因为 n= {cos a,cos B,cos Yi , 故 
dS =ndS= {dScos a,dScos 8,dScos 7| 


={dS,,dS,.dS.| 
(2) 场 量 4 穿 过 面 元 dS 的 通 量 为 图 1.8 直角 坐标 系 中 面 元 
AA"dS=Acos 6dS 矢量 ds 的 三 个 分 重 


(3) 场 量 4 穿 过 开 曲 面 S 的 通 量 为 
J -dS= Au gas = 上 AdS.+ 上 AdS,+ A-ds。 


= 上 as AsdSs+ 上 Ads 
= Ads,+ | Ardss+ | AsdS, (1.3.1) 
四 s, 


(4) 场 量 4 穿 过 闭合 面 S 的 通 量 为 
由 4.d9= 中 Acos 0dS (1.3.2) 
s s 


一 般 来 说 ,在 每 种 坐标 系 下 ， [a "dS 都 对 应 着 三 个 沿 坐 标 面 的 积分 (第 二 型 曲面 积分 )， 


如 (1.3.1) 式 所 示 。 


(1.3.2) 式 表示 4 穿 出 包 面 5 的 净 通 量 。 给 面 元 设置 法 线 如 同 给 空间 曲面 规定 了 “ 正 反 
面 ", 意 味 着 矢量 由 反面 流向 正面 的 通 量 为 正 , 反 之 为 负 。( 面 对 面积 的 曲面 积分 一 第 一 型 曲面 
积分 则 没有 正 反 面 之 分 。) 由 于 闭合 面 S 法 线 正 向 朝 外 , S 的 外 (内 侧面 就 是 “正面 "(“ 反 
面 "), 流 出 (入 ) 包 面 的 通 量 就 应 为 正 ( 负 ), 这 是 因为 矢 线 流出 (入 ) 时 6 必 为 锐 ( 钝 } 角 , 见 图 
1-7(b)。 以 液体 流速 场 为 例 , (1.3.2) 式 为 正 时 ,表明 流出 多 于 流入 , 净 流量 为 正 ,因而 包 面 S 


内 必 有 “喷泉 ”( 正 的 源 )。 反 之 ,(1.3.2) 式 为 负 , 表 明 闭合 面 内 必 有 “ 漏 口 "( 负 的 
如 果 (1.3.2) 式 为 零 , 则 表明 S 内 无 源 。 这 种 源 也 被 称 为 散 度 源 或 通 量 源 。 


源 也 称 “ 汇 ”)。 


矢量 场 中 规定 矢 线 的 闻 法 是 每 根 代表 一 单位 的 通 量 , 因 面 穿 过 某 曲 面 S 的 矢 线 越 多 表示 


通 量 越 大 。 因 此 ,车 包 面 内 有 “喷泉 ”, 则 从 包 面 内 会 增发 出 矢 线 ;车 有 “ 光 口 ”, 则 
在 包 面 内 ;车 包 面 内 无 源 , 有 矢 线 穿 过 时 ,其 根 数 不 变 。 


会 有 矢 线 终止 


另外 ,由 上 面 的 定义 2 ,车 某 点 处 4 越 大 , 穿 过 dS 的 通 量 就 越 大 ,于 是 同样 的 面积 dS 上 
穿 过 的 矢 线 根 数 就 越 多 。 故 而 矢 线 的 上 述 规定 画 法 使 得 矢 线 的 密集 程度 与 场 4 的 强度 或 大 


小 (4A) 成 正比 。 


例 1.1 有 一 个 与 场 点 到 原点 的 距离 成 正比 的 辐射 状 矢量 场 好 ( 为 常数 ), 计 算 它 穿 过 
一 个 以 原点 为 球 心 , 半 径 为 a 的 上 半球 面 与 >=0 的 平面 构成 的 团 合 面 S 的 通 量 。 


解 ” 由 于 “底面 "z=0 上 的 外 法 线 n= ~ a,, 故 “底面 "上 处 处 有 4 'd8= 一 
0, 因 而 只 须 计算 半 球面 5, 上 的 通 量 。 因 为 球面 是 hr 的 等 值 测 io ,kr 的 方向 又 
面 元 而 与 球面 元 的 法 线 n 同方 向 , 故 有 
中 4:48= | rdS= 有 a 上 dS = ha2ra’ =2rka? 


这 说 明 球面 内 必 有 源 。 


kra, "a.dS= 
外 外 垂直 于 球 


例 1.2 已 知 矢量 场 A=a,(e “jp)+ qscos nz,a 为 常数 。 有 一 个 以 = 轴 为 轴线 ,半径 
为 2 的 单位 长 度 的 圆柱 面 与 =0、x==1 的 平面 构成 的 闭合 面 S, 求 4 穿 过 S 的 通 量 。 


解 ”根据 (1.2.5) 式 , 柱 面 元 为 4S. = pdpdz , 故 穿 过 圆柱 侧面 S, 的 通 量 为 


2 
0 


1 
o 


Ards= | Ads,= | pdpdz= | dp| e*dz=2re™ 
5 s, s 0 


穿 过 上 底面 >=1 的 通 量 为 


| 4:dS= | AvroasdS= | cosndS=— [ us= -xx2= -4r 
s, s, s, s 


穿 过 下 底面 =0 的 通 量 为 


| 4.dS= | As(-a)dS= - | oos0dS= - 上 dS= -dr 


故 
中 aas= | Ards+ | A'ds+ | AdS=2r(e-2 —4) 
3 5 5 So 


出 


2. 类 重 场 的 散 度 


通 量 是 宏观 概念 .积分 量 ,不 能 描述 闭合 面包 围 的 体积 内 每 一 点 的 性 质 ,不 能 确定 源 在 S 
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内 是 如 何 分 布 的 。 若 想 得 知 具体 到 某 点 的 情况 ,就 需要 向 某 点 处 收拢 包 面 ,使 包含 这 点 在 内 的 
体积 Ar 一 0。 由 此 而 引入 一 个 微观 概念 或 微分 量 一 矢量 4 的 散 度 (divergence), 记 为 div4。 
它 的 定义 式 是 


A:'d5 
divA = Jim 一 {1.3.3) 
该 式 右边 表示 某 点 处 发 出 的 体 平 均 净 通 量 或 净 通 量 密度 ,因而 散 度 也 是 通 量 [ 函数] 对 空间 或 
对 体积 的 变化 率 (参见 下 而 对 计算 公式 的 推导 ) ,是 一 种 体积 导数 。 正 像 f(z ) 的 导数 广 (z) 仍 
然 是 z 的 函数 ,4 对 体积 (空间 ) 的 导数 VY '& 仍然 是 空间 点 的 分 布 函数 。 

下 面 我 们 根据 定义 式 (1.3.3) 推 导 散 度 在 直角 坐标 下 的 计算 公式 。 

既然 div4 与 Az 的 形状 无 关 ( 只 要 Ar->0) ,我 们 不 妨 取 Ar 为 包含 某 点 (z,y,z) 在 内 的 
平行 六 而 体 ,该 点 也 不 妨 置 于 项 点 处 ,如 图 1-9 所 示 。 

和 4 从 前 .后 一 对 面 元 发 出 的 净 通 量 等 于 从 前 面 穿 出 的 减 
去 从 后 面 穿 人 的 通 基 , 也 就 是 等 于 通 量 函数 4 :A5,, 即 
A,AyAz 沿 z 方 向 的 微 增 景 ， 


a. 3. 
~AAyAz+|A,+ 和 Ar jAyAs = AxAyAe 


同 理 , 4 从 左 、 右 一 对 而 元 发 出 的 净 通 量 等 于 通 量 函数 
4"A5,, 即 A,AzAx 沿 y 方 向 的 微 增 量 : 


-A,AzAr+ [A,+ ay)AeAr = 党 ravaz 
4 从 上 .下 一 对 面 元 发 出 的 和 生 各 A'AS., 即 A.AzAy 沿 z 方向 的 微 增 量 : 


图 1-9 在 直角 坐标 系 中 计算 div4 


- A.ArAy+ [A, + A =jarA = 
把 这 三 个 式 子 相 加 ， 本 得 到 内角 个 国人 发 出 的 净 通 量 : 
.4rds= (和 + 入 + 给 ]arayaz 
而 Ar=ArAyAz 


故 divA=lim A > 一 了 + 37 + 


显然 , 某 点 处 4 的 散 度 值 取决 于 该 点 4, 沿 方 向 ,4, 沿 y 方 向 和 A, 沿 z 方向 的 变化 率 , 因 
面 散 度 描述 的 是 某 点 处 场 量 的 各 分 量 沿 着 它 自身 的 方向 ,或 说 场 量 在 其 平行 方向 上 的 变化 情 
况 。 这 种 变化 的 结果 是 可 能 导致 包围 该 点 的 小 闭合 面 有 A 的 净 通 量 被 发 出 或 吸收 。 实 际 的 
场 中 净 通 量 都 是 由 正 ( 负 ) 的 源 发 出 (吸收 ) 的 ,因而 (1.3.3) 式 定义 的 散 度 值 也 应 代表 某 点 处 有 
无 散 度 源 以 及 源 的 强 弱 ; 


>0 表示 (zz) 点 有 " 奔 泉 ”, 即 正 的 源 
ee 表示 (xz,y,z) 点 有 “ 汗 口 ", 即 负 的 源 
=0 表示 (z,y,z) 点 无 源 
矢量 场 的 散 度 的 定义 式 与 散 度 值 与 采用 的 坐标 系 无 关 ,但 在 不 同 的 坐标 系 下 有 不 同 的 计 
算 公 式 。 
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有 源 


为 了 计算 和 表达 上 的 便捷 ,我 们 引信 人 矢量 微分 算 子 V ,也 叫 汉密尔顿 算 符 ( 读 作 del 或 Na- 
bla) 它 在 三 种 坐标 系 下 的 定义 式 分 别 为 


国 _ a 3 9 

直角 坐标 系 Mb (1.3.4) 

四 13 

圆柱 坐标 系 Vt pt (1.3.5) 
加 _ 9 19 1 3 

球 坐标 系 Vt (1.3.6) 


V 可 视 为 一 种 特殊 的 矢量 , 它 的 每 个 “分 量 " 为 微分 符号 ,因而 又 对 *“ 乘 "到 的 项 起 求 导 的 作 
日 ,这 就 是 “矢量 微分 算 子 ”这 一 名 称 的 含义 。 这 一 算 子 的 引 人 , 可 使 对 矢量 的 微分 运算 变 为 与 
人 了 之 间 的 矢量 代数 运算 ,可 利用 各 种 矢量 恒等式 把 复杂 的 矢量 运算 转化 为 简单 的 矢量 或 标量 
运算 ,简化 分 析 , 简 化 训 达 式 , 导 出 许多 有 用 的 结果 。 
根据 点 乘 的 定义 ,我 们 可 以 把 散 度 重新 写成 下 算 符 (1.3.4) 与 4 点 乘 的 形式 : 
2A 3A, .04, 
94, | 94. 
+ ay +3z 


-人 ou 3 to, ta .元 (qaA, +a,A,+a,A,) 
=V°A (1.3.7) 


在 圆柱 坐标 系 中 , 则 取 (1.3.5) 式 与 4 的 点 积 。 与 直角 坐标 下 不 同 的 是 ,此 时 单位 矢量 
an sap 也 要 对 p 求 导 : 


1 
VA= © ta PE < 区) (arA + aAe + aA,) 


出 v4 = 


+ | 


二 ar (次 十 gp +o 入) 
3A, 13A, 3A, 
-和 
冯 ( (pho)+ 让 人 + 咯 《1.3.8》 
在 球 坐 标 系 中 ,应 取 {1.3. Ou 4 的 点 积 。 按 照 与 (1.3.8) 式 相似 的 计算 方法 ,可 导 
出 
1 3A, 
rsin 03 (sin 0Ao)+ rsin 0 99 
对 于 散 度 所 能 表达 的 物理 含义 ,还 可 举 一 个 气体 流速 场 中 的 例子 。 
例 1.3 考虑 一 个 气 简 ,突然 打开 气门 ,被 压缩 的 空气 的 流速 将 是 越 靠 近 气 门 越 大 ,如 图 
1 10(a)、(b 所 示 。 设 = akz, 求 Yo。 
解 根据 (1.3.7) 式 


,19 
Vv A=7za7(r A)+ (1.3.9) 


表明 各 点 都 存在 着 大 小 为 常数 大 的 源 。 这 是 朝 一 个 方向 放 气 的 例子 。 更 一 般 的 例子 是 下 面 
的 向 “四 面 八方 " 放 气 的 情形 [在 图 1-10(b)、《c) 中 ,为 了 形象 起 见 , 特 以 箭 矢 的 长 短 来 表示 v 
的 大 小 。 以 矢 线 朴 密 表 示 v 大 小 的 正规 画 法 示 于 图 1- 10(a)]。 


| 
EE= = 长 


图 1-10 压缩 气体 的 流速 声 
(a) 矢 量 杨 nz 的 正规 画 法 示意 图 ;(b) 气 简 中 流出 的 压缩 宝 气 的 流速 场 sckx 的 形象 表示 ; 
《c) 球 状 压缩 气体 的 流速 场 和 的 形象 表示 。 

例 1.4 想像 一 个 爆炸 的 气球 , 设 某 点 处 气体 的 流速 同 该 点 与 原点 的 距离 成 正比 ,其 流速 
分 布 如 图 1-10c 所 示 为 V(r)= 如, 求 V*v。 

解 在 例 1.1 中 我 们 已 计算 过 矢量 场 r 穿 过 半径 为 a 的 半 个 球 的 表面 的 遂 量 是 24ra”， 
表明 了 球面 内 有 源 存在 。 现 在 我 们 可 以 利用 散 度 概念 来 详细 考查 场 源 在 每 点 的 分 布 情况 。 依 
(1.3.9) 式 ,v(7) 的 散 度 为 

Vv “0= 吉 闻 (r70)= 志 产 (7? 杂 )=3k 
这 个 结果 表示 空间 各 点 都 连续 存在 着 其 值 为 常数 3k 的 源 。 它 是 由 压缩 的 气体 形成 的 。 因 
此 , Yb 考 0( 二 0) 也 表明 流体 可 (不 可 ) 压 缩 的 性 质 。 

总 之 ,矢量 的 散 度 为 零 或 不 为 零 ,反映 了 场 的 不 同 特点 ,反映 了 矢量 场 是否 有 “喷泉 "或 “ 漏 
口 ”, 是 否 可 压缩 等 基本 物理 特性 。 

如 果 一 个 矢量 场 中 散 度 处 处 为 零 ,就 是 无 散场 。 

3. 散 度 定理 

关于 获 度 ,有 一 个 重要 的 矢量 恒等式 或 积分 定理 一 一 散 度 定理 。 它 表明 了 矢量 场 穿 出 边 
界面 的 净 遂 量 这 一 积分 量 与 体积 中 的 散 度 这 一 微分 量 之 间 的 关系 ,也 即 道 量 和 散发 (吸收 ) 通 
量 的 源 ( 获 度 源 ) 之 间 的 关系 ; 


$.4:dS=| ViAdr (1.3.10) 

这 个 定理 表明 ,矢量 穿 过 任意 闭合 面 的 净 通 量 等 于 闭合 面 内 所 包围 的 所 有 源 的 体积 分 。 也 就 

是 说 ,有 多 少 通 量 ( 正 的 或 负 的 ) 能 从 闭合 面 发 出 ,取决 于 它 里 面 有 多 少 源 ( 正 的 或 负 的 )。 这 个 
结论 是 符合 直觉 的 ,但 还 需 加 以 证 明 。 

将 闭合 面 S 与 包围 的 体积 r 分 割 成 许多 小 体积 元 Ar ,如 同 将 一 个 未 前 皮 (5S) 的 芋 果 (Tt) 

切 成 许多 小 丁 (At,) ,计算 每 个 小 丁 的 外 表面 S 上 场 量 4 的 净 通 量 中 A445, ,然后 将 其 全 部 
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选 加 起 来 。 可 以 想见 ,一 个 小 丁 的 某 个 “ 刀 切 面 "上 若 有 流 线 流 人 ( 通 量 为 负数 ) , 它 必 定 是 从 相 
邻 的 小 丁 的 那个 相 邻 的 刀 切 页 上 流出 来 的 ( 通 量 为 正 数 ); 反 之 亦 然 。 因 此 , 选 加 的 结果 ,所 有 
小 丁 的 刀 切 面 上 的 通 量 全 部 成 对 抵消 ,只 剩 下 带 有 苹果 皮 的 小 面 上 的 通 量 未 被 抵消 。 它 们 
“ 拼 " 在 一 起 , 恰 构 成 一 张 完整 的 苹果 皮 S 上 的 通 量 ; 


3” 中 A'dS;= fards 
而 由 散 度 的 定义 式 (1.3.3), 有 
中 A-dSi =divaAr 


$ ArdS,=divAAr, 
5» 


中 ArdS, =divAAr, 


从 而 有 
中 4.as= » 中 hd5,= 3 divaAr= | divAdr (no%) 


1.4 矢量 场 的 环 量 和 旋 度 ”斯 托 克 斯 定理 


矢量 场 的 通 量 和 散 度 只 描述 了 矢量 场 特 征 的 一 个 方面 。 以 流速 场 为 例 ,仅仅 知道 有 无 “路 
泉 "“ 漏 口 " ,能 否 压 缩 , 还 不 能 知道 流速 场 的 全 魏 , 流速 场 中 有 无 旋涡 也 是 流速 场 的 重要 现象 
之 一 。 因 此 ,还 需要 引入 环 量 和 旋 度 的 概念 才能 对 矢量 场 的 这 一 面 魏 特点 加 以 描述 。 

1. 入 量 场 的 环 量 (环流 ) . 

矢量 场 往往 是 力 场 。 从 力 沿 着 曲线 路 径 作 功 的 熟悉 的 物理 概念 出 发 ,就 不 难 理解 环 量 。 
下 面 我 们 就 一 步 步 地 引出 环 量 的 定义 。 

在 矢量 场 4 中 任 取 一 条 闭合 路 径 C 并 选 定 绕 行 方向 。 显 然 ,C 是 
有 向 曲线 。C 上 的 一 小 段 线 元 (一 小 段 曲线 无 限 缩短 就 可 视 为 直线 段 ) 
当然 也 就 是 有 方向 的 , 因 面 是 线 元 矢量 或 位 移 矢 量 d! 。P、P: 是 C 上 。 
的 任意 两 点 ,如 图 1-11 示 。 易 知 : 本 
场 量 4 沿线 元 di 做 的 功 为 


A'dl 
Eo 
场 量 4 沿 曲 线路 径 P, P, 做 的 功 为 
图 1-11 矢量 4 沿 曲 
[ardi= 人 hesbdl = | (Asdz+ Asdy+ A.dz) 线路 径 作 功 

Pl 下 PL 

= (hdp+ Arpdp+ A.ds) 

= | ? (Adr+ AsrdO + Arsin Gdy) (1.4.1) 

PD 


场 量 4 沿 闭合 路 径 C( 即 曲线 路 径 P Pa + P,P ) 做 的 功 
.11 . 


中 Ard1= $Acos di (1.4.2) 


就 称 为 矢量 4 沿 环 路 C 的 环 量 ,也 称 环流 。 

在 每 种 坐标 系 下 (1.4.1) 或 (1.4.2) 式 一 般 都 代表 着 三 个 滑 坐标 轴 的 积分 。 沿 有 向 曲线 的 
积分 是 第 二 再 曲线 积分 (也 称 对 坐标 的 曲线 积分 ), 积 分 的 正 负 与 曲线 路 径 的 走向 有 关 ; 这 反映 
出 在 力 场 中 场 力 作 功 为 正 值 ,外 力克 服 场 力作 功 为 负 值 的 物理 事实 。 

矢量 4 沿 闭合 环 路 的 积分 值 即 矢量 场 4 的 环 量 有 两 种 相反 的 情况 。 

第 一 种 情况 。 试 想 ,在 水 的 旋涡 或 龙卷风 的 旋涡 处 围绕 旋涡 中 心 取 一 个 闭合 路 径 C。 如 
果 C 的 绕 向 是 顺 着 流速 w 的 方向 ,也 就 是 顺 着 水 力 或 风力 FF 的 方向 ,由 于 C 上 的 di 与 场 量 F 


的 方向 总 是 大 体 一 致 ,因此 必 有 中 .df>0,E 做 正 功 。 每 转 一 图 ,就 使 物体 获得 大 小 为 


中 Pd 的 动能 。 不 断 积累 下 去 ,物体 的 动能 越 来 越 大 ， 

故而 房屋 ,车辆 都 会 旋 走 。 反 之 , 若 路 径 C 的 取向 是 首 R 
着 旋涡 的 转向 , 则 是 外 力克 服 下 作 功 , 环 量 中 Far<o。 
总 而 言 之 ,不 会 是 零 。 前 而 曾 提 到 过 的 磁力 线 也 是 闭合 < 4 
井 线 ,因而 沿 着 磁力 线 绕 行 一 周 也 必定 有 中 也 -dz0。 


再 看 另 一 种 相反 的 情况 。 如 图 1 -12 所 示 。 若 我 们 
在 地 球 引力 场 中 任 取 一 个 环 路 C, 物 体 在 下 降 ( 上 升 ) 的 。。 图 112 地 球 引力 场 5 的 环 基 为 和 
半 图 中 ,重力 G 与 dl 大 体 上 总 夹 锐 ( 钝 ) 角 ,G 作 正 ( 负 ) 功 。 于 是 ,从 点 绕 行 一 图 回来 , 必 


有 中 cdr= 0, 物 体 回 到 出 发 点 P 时 势能 不 增 不 减 。 这 是 熟知 的 事实 ,说 明 地 球 引 力 场 中 没 


有 旋涡 ,事实 上 ,任何 引力 场 中 都 没有 旋涡 。 例 如 更 电场 。 总 之 ,有 
f al2 表明 C 包围 着 涡 旋 源 
c =0 表明 C 不 包围 涡 旋 源 
因为 实际 的 场 中 旋涡 总 是 由 涡 旋 源 引起 的 。 
2. 欠 量 场 的 旋 度 
环 量 是 积分 量 ,不 能 说 明 以 环 路 C 为 边界 线 的 曲 而 -上 每 一 点 的 情况 。 若 C 包 国有 涡 旋 
源 , 也 不 能 知道 是 在 哪些 点 。 和 欲 知 某 点 处 有 无 渴 旋 源 以 及 源 的 强度 ,只 有 把 环 路 C 向 着 该 点 
{例如 图 1-13 中 的 点 M) 无 限 收 小 ,使 C 所 张 的 曲 而 的 面积 AS 一 0。 由 此 引出 一 个 微分 量 
一 一 族 度 (rotation 或 cutl) 的 概念 。 矢量 场 的 旋 度 记 为 
rot4 。 下 面 介绍 旋 度 的 定义 、 计 算 公 式 和 物理 含义 。 
一 般 来 说 , 若 某 点 处 有 旋转 趋势 , 场 量 的 实际 旋涡 面 
AS 不 会 简单 地 平行 于 某 坐 标 平 而 , 而 是 在 三 个 坐标 平面 
都 有 投影 :AS, .AS, AS.。 计 算 AS 而 上 场 量 的 旋转 趋 
,， 势 可 以 分 解 成 计算 AS, ,AS, .AS. 坐标 面 上 场 量 的 旋转 
趋势 。 
我 们 考虑 如 图 1-13 所 示 的 小 立方 体 的 楼 构成 的 空间 
图 1-13 在 直角 坐标 系 中 计算 mt4 。。 环 路 C, 它 是 AS, ,AS, 和 AS. 三 个 面 元 的 总 边界 线 1-2- 
12. 


3-4-5-6-1。 环 路 C 随 着 小 立方 体 的 无 限 身 小 而 向 着 M 点 无 限 收 紧 。 沿 C 的 环流 中 4 "di 可 


看 成 由 分 别 环绕 AS. .AS, .AS. 的 二 个 小 环流 中 .中 、 中 构成。C. 为 1-2-M.6-1,C, 为 2- 


3-4-M-2,G, 为 6-M4-5-6。 其 中 在 ML2,AM4,AM6 这 三 条 棱 上 可 看 成 各 有 两 个 反方 向 的 线 积 
分 相抵 消 而 为 零 。 这 三 个 小 环流 都 与 它们 各 自 的 面 元 大 小 有 关 。 就 同一 点 M 处 而 言 , 显 然 面 元 
的 而 积 越 大 ,一 般 环 量 就 会 越 大 ,所 以 可 定义 
A:dl 

rotA = im, 和 (i 表示 xz、y、z) (1.4.3) 
作为 场 量 4 在 而 元 AS, 的 旋转 强度 (也 称 环流 强度 、 环 量 密度 )。 三 个 面 是 相互 正 交 的 ,因此 
这 三 个 极限 值 (1.4.3) 不 能 进行 数量 相 加 ,而 只 能 按 矢 量 来 合成 。 因 此 ,矢量 场 4 中 茶点 M 
处 的 旋 度 应 定义 为 


A:dl $A 中 43d 
DA AS 
$a ‘al 
-i As (1.4.4) 


上 述 极 限 值 与 C 的 形状 无 关 , 故 而 我 们 取 了 如 图 1-13 的 最 易 计 算 的 形状 (而 一 个 尾 意 的 三 维 
闭合 曲线 及 面 元 可 能 如 图 1-8 或 图 1-14c 所 示 )。 先 计算 (1.4.4) 式 中 的 第 一 项 。 沿 小 环 路 
C. 的 环 量 为 


和 和 


a4.。 34 
=A,Ay+ (a. + Ayjaz - (4 + Az jay- A.Az 


a4。 a4 
= 及 AyAz 一 有 yaz 


而 AyAz=AS.。, 故 由 上 式 得 AS. 面 上 的 旋转 强度 为 


$a- 
ce 2A. _3A, 


lim 


A AS, By dz 

用 同样 的 方法 ,可 以 算出 (1.4.4) 式 的 第 二 、 三 项 , 即 
中 A A A 
AS, 面 上 的 旋转 强度 为 dm, 5 = - 
4 943A 
AS, 而 上 的 旋转 强度 为 dm, xs— = 认 


把 以 上 三 个 分 基 按 矢量 相 加 , 即 得 到 三 维 空间 中 的 旋 [ 转 强 ] 度 矢量 ， 
3a4。 34 3A。 3A, a4，34. 
全 - 宛 )f ,( 尝 -党 让 (和 匡 - 守 ) 


ro =a.( 
”13. 


={(。 元 + 六 ta BR) (eAs ted, + aA.) 


=V xA (1.4.5) 
上 式 亦 可 写成 
a 0 Qe. 
aa 9 ， 
Yx4-| 寺 区 七 (1.4.5) 
A, A,， A 


这 就 是 矢量 场 的 旋 度 存 直 角 坐 标 系 下 的 计算 公式 。 
再 根据 (1.3.5) 和 (1.3.6) 式 以 及 (1.2.3) 和 (1.2.11) 式 ,就 可 算出 : 
在 圆柱 坐标 系 中 


y 了 


3. a a 3. 3 
Mt A rr A 
或 简捷 地 写成 
am 
P ”PR 
Vx4a=|a 3 3 (1.4.6) 
5p 59 Fz 
A pA 4。 
在 球 坐标 系 中 
Y “4 in ea， ) | 人 晤 0- 第 ] 
或 写成 
a qs dp 
risng rsing 加 
VXx4=| 2 a Ea (1.4.7) 
5 下 355 
A, rhAe rsin A, 
下 面 我 们 以 (1.4.5) 式 中 的 第 三 项 
.( 和 将 - 准 ) (1.4.8) 


为 例 (前 两 项 同 此 ) ,用 实例 来 进一步 表明 旋 度 公式 确实 表示 了 每 一 点 处 的 实际 旋转 趋势 。 为 
了 形象 起 见 , 在 图 1- 14 中 我 们 以 第 矢 的 长 短 表示 矢量 的 大 小 。 
如 图 1-14(a) 中 某 点 处 的 河水 流速 ww 沿 y 方向 有 变化 时 , 置 于 该 点 的 小 经 轮 就 会 转动 。 


由 于 3 >0,w, =0,(1.4.8) 式 为 负 值 , 轮 的 转向 将 与 = 轴 负 方向 成 右 旋 关 系 (简称 “ 反 转 ")。 
又 如 图 1- 14(p) 中 的 十 字 转 辆 处 于 力 场 A 中 的 某 点 ， 信心 值 沿 z 轴 的 变化 
为 > 0, 它 使 转 柄 “ 正 转 ", A 分 量 沿 > 轴 的 变化 为 3 区 4 、0, 它 使 转 柄 反 转 , 故 表现 在 


(1.4.8) 式 中 为 两 转 矩 相 减 ,总 的 转 抵 使 转 柄 正 转 、 反 转 还 是 不 转 ,取决 于 (1.4.8) 式 大 于 、 小 于 
还 是 等 于 零 。 显 然 ,车 A, 沿 y 方向 .4, 洪 二 方向 无 变化 ( 偏 导 数 为 零 》, 置 于 该 点 处 的 转 辆 或 
.14 . 


翼 轮 就 不 会 转动 。 

当 矢 线 呈 弯 转 状 时 ,并 不 意味 着 此 处 旋 度 一 定 不 为 零 。 例 如 弯 管 子 中 的 流速 场 , 若 内 、 外 
侧 的 流速 大 小 与 管子 的 弯 度 配合 得 好 而 使 (1,4,8) 式 为 0, 置 于 转 恋 处 的 要 轮 也 不 一 定 就 旋 
转 。 


图 1-14 族 度 公式 的 物理 解释 
《a) 用 河中 的 以 轮 解释 旋 度 的 舍 义 ; (b) 用 十 字 转 本 解 灵 施 度 公式 ;(c) 族 度 代表 最 大 的 环流 强度 。 

总 之 ,在 各 种 情况 下 , 旋 度 的 计算 公式 都 反映 了 某 点 处 的 实际 旋转 趋势 。 由 这 些 公式 看 
出 , 旋 度 矢量 反映 的 是 场 量 沿 其 垂直 方向 上 的 变化 情况 ,例如 A 沿 y、z 方向 的 变化 率 , 4, 洪 
这 ,z 方向 的 变化 率 , A, 沿 9%、z 方向 的 变化 率 ,等 等 。 场 量 这 种 沿 垂直 方向 变化 的 效果 是 可 能 
引起 旋转 、 旋 温 ( 这 一 点 从 旋 度 计算 公式 (t+.4,5) 的 推导 过 程 就 可 以 看 出 ), 旋 度 不 等 于 零 是 产 
生 旋 涡 的 基本 条 件 。 旋 度 处 处 为 零 的 矢量 场 就 是 无 旋 场 。 

这 种 导致 旋转 的 场 量变 化 ,在 实际 的 场 中 ,都 是 由 涡 旋 源 引起 的 (例如 磁力 线 的 旋涡 就 是 
由 电流 引起 的 )。 故 
天 0 ”表明 该 点 有 温 旋 源 


了 “4 | =0 表示 该 点 无 涡 族 源 
由 附录 A2 中 (A2.13) 式 和 (A2.16) 式 的 证 明 , 旋 度 也 是 一 种 体积 导数 : 
-PAxds 


_ | 5 
VxA= lm Ar 


因而 V x 4 仍然 是 点 的 函数 ,Y X 4 的 分 布 就 是 涡 旋 源 的 分 布 。 我 们 可 以 用 这 样 的 文字 来 描 
述 旋 度 矢量 : 它 的 模 表 示 某 点 旋转 力度 的 强 弱 ,同时 也 反映 了 涡 旋 源 的 强 弱 (二 者 应 是 因果 关 
系 ); 它 的 方向 也 是 涡 旋 源 (矢量 } 的 方向 ,这 个 方向 径直 于 实际 的 旋涡 面 ( 即 沿 着 转轴 ) ,并 与 旋 
转 方向 成 右 旋 关系 。 如 图 1-14(e) 所 示 。 

旋 度 矢量 垂直 于 旋涡 面 并 不 意味 着 它 就 一 定 垂直 于 场 量 。 例 如 ,由 B, = a < 和 恒定 
场 B,= a,Bo (jo、J、 Bo 为 常数 ) 送 加 而 成 的 矢量 场 B = B, + B,,B 线 是 围绕 z 轴 的 螺旋 线 。 
易 知 Y x B 并 不 垂直 于 B。 这 是 因为 VxB,=0, 秦 VxB=V XB+VxB,=VXBi, 它 
算 直 于 Bi。 

还 需 指 出 ,如 果 我 们 在 某 点 任 取 一 个 回路 C“, 它 包围 的 AS (法 线 为 于) 与 场 量 的 实际 的 
旋涡 面 不 重合 ,而 是 夹 角 9, 如 图 1-14(c) 所 示 ,显然 将 导致 环 量 下 降 。 故 而 沿 C 的 环流 强度 


IotaA = lim AS 只 会 小 于 rot4 , 且 


"15 ， 


rof 六 =(roth) (1.4.9) 
言 之 ,|rot4 | 是 某 点 处 最 大 的 环流 强度 或 旋转 强度 。 

总 之 ,有 了 旋 度 的 概念 ,再 配合 散 度 的 概念 ,我 们 就 对 矢量 
沿 空间 各 个 方向 上 的 变化 情况 ,对 矢量 场 的 性 质 ,得 到 了 一 个 全 
面 的 认识 。 

例 1,5 在 p=2 的 圆柱 面 上 取 两 点 P(2,0,0) 和 QQ(2， 
2r,2.5)。 计 算 场 量 4 = ao(e “jp) + acos xz 沿 着 螺 转 线 1 由 
卫 到 QQ@, 再 由 届 沿 直线 2 下 降 到 P 的 闭合 路 径 的 环 量 ,并 求 矢 
量 场 4 的 旋 度 。 

解 具有 ay 和 a 方向 初速 度 的 电子 在 恒定 磁场 a.B 中 的 
运动 轨迹 就 是 形 如 图 1- 15 所 示 的 螺旋 线 。 由 1.2 节 知 柱 坐 标 
系 中 的 位 移 矢量 为 

di=dr =a,dp+ agpdp + dasdz 图 1-15 例 1.5 题 图 
=0+as2dp+asdz 


fsa-d = | (a dp + o.oos re)' (av2dp + a.dz) 
二 三 cos rzdz=1/x 
这 恰 与 丸 治 直 线 2 由 到 Q 的 积分 值 | 4df 相等 ,从 而 
Pas d= 二 an aa 4- J “di=0 
上 式 表明 ， [a "di 值 与 路 径 无 关 就 意味 着 4 沿 任意 过 已 .Q 点 的 闭合 路 径 的 积分 为 零 。 再 由 
(1.4.6) 式 ,可 得 


和 a 
2 go 生 
OO 7 £2 
|aa 3 |- 
VXA= 于 弛 残 =0 
一 
Se 0 cosxrz 


可 见 4 是 无 旋 场 。 由 下 面 的 定理 我 们 还 可 知 4 沿 任 一 闭合 曲线 的 积分 都 会 是 零 。 
3. 斯 托 克 斯 定理 
正如 关于 矢量 的 通 量 和 散 度 有 一 个 散 度 定理 ,关于 矢量 的 环 量 和 旋 度 也 有 一 个 “ 旋 度 定 
理 " ,这 就 是 以 它 的 证 明 人 英国 物理 学 家 和 数学 家 斯 托 克 斯 (Stokes) 命 名 的 定理 。 斯 托 克 斯 定 
理 表明 了 环 量 这 一 积分 量 与 旋 度 这 一 微分 量 之 间 的 关系 ,也 即 环流 和 造成 环流 的 涡 旋 源 之 间 
的 关系 : 
中 aal= | wx4a:d5 (1.4.10) 


这 个 定理 的 含义 是 : 场 量 沿 着 场 中 任 一 回路 C 的 环 量 大 小 取决 于 C 所 包围 的 曲面 上 涡 旋 源 的 
多 少 。 这 个 矢量 恒等式 显然 也 是 与 我 们 的 直觉 相符 的 ,但 还 须 作 如 下 的 证 明 : 
16. 


设 C 是 矢量 场 4 中 的 任 一 条 闭合 曲线 (如 图 1-16), S 是 C 所 张 的 任 一 张 曲面 。 我 们 把 
S 划分 成 许多 小 网 格 , 则 每 一 个 网 眼 都 是 一 个 小 闭合 曲线 Ci, C:,…, Cv。 规定 所 有 C 的 绕 
向 都 统一 ,并 与 C 的 绕 向 一 致 。 我 们 先 计算 出 场 量 沿 每 个 小 回 
路 C, 的 环 量 , 再 将 它们 全 部 加 起 来 。 我 们 注意 到 :每 一 条 两 个 


相 今 网眼 的 公共 边 上 的 线 积 分 | 和 "dl 都 被 计算 了 两 次 ,例如 


放大 画 出 来 的 PQ 边 ,在 计算 下 4 "di 时 是 按 [4 .dl 计算 


的 ,而 在 求 $。 4 -dl 又 是 榨 | 4 .dl 计算 的 ,二 者 等 信 反 号 。 


这 样 ,所 有 的 小 环 量 全 部 相 加 时 必然 成 对 抵消 , 呈 剩 下 构成 宏 
现 环 路 C 的 那些 小 边 上 的 线 积分 抵消 不 掉 面 构成 沿 C 的 宏观 加 1。 产 拓 克昌 的 
环流 : 证 明示 意图 
N 
Adi= 28. aA:dl 
而 根据 (1.4.9) 式 有 
PA:dl=106 AAS, =rotA :AS, (i=1,2,"",N) 


故而 
$ arar = 4.di 


-= Voth “As 一 | .ora.ds (Noo) 
例 1.6 求 4=a.x? +ayy? +ax? 沿 着 .zy 面 上 的 一 个 闭合 路 径 C 以 及 任意 闭合 路 径 的 
曲线 积分 ,C 由 (0,0) 和 (2,W2) 之 间 的 一 段 抛物 线 y = x 和 两 段 平 行 
于 坐标 轴 的 直线 段 组 成 ,如 图 1-17 所 示 。 
解 ” 因 为 回路 在 xy 平面 上 ,dz=0, 放 有 
A-di=Adr+Ady=zr*dr+ ydy 
在 计算 沿 描 物 线 一 段 的 积分 时 ,可 以 分 别 计算 两 个 积分 


0 加 2 0 2 
[4dr= [ zdz+ [s ydy 
也 可 以 利用 yy = z 消去 一 元 ,只 计算 一 个 (关于 z 或 y 的 ) 积 分 : 


dy=dr1(2vz) ydy=Vzrdzrl2 


$Ardi = [ azdz+ 『 3Pdy+ 了 EE 

二 

注意 :在 计算 沿 有 向 曲线 的 积分 时 ,不 管 绕 行 的 方向 如 何 ,被 积 函 数 & .di = A,dr + A,dy+ 

A.dz 中 的 dx,dy,dz 总 取 正 值 ,曲线 绕 行 方向 所 导致 的 积分 值 的 正 负 是 由 对 坐标 积分 时 的 
.17 . 


图 1-17 计算 沿 闭合 路 
径 C 的 环 量 


于 是 


上 下 积分 限 来 控制 的 。 
再 由 (1.4.5) 式 ,可 得 
f: My, a 
39 3 3 
VXx4=| 坟 高光 
2 2 2 
根据 斯 托 克 斯 定理 可 知 , 4 沿 任意 闭合 路 径 的 线 积分 都 应 是 零 。 
车 换 成 球 坐 标 来 表示 例 1.6 中 的 场 量 A ,可 得 到 


站 = PR + ay 十 gz 一 人 
这 是 球 对 称 辐射 状 的 矢量 场 。 本 节 前 面 曾 担 到 过 的 地 球 引力 场 G = -ar 于 以 及 v= 也 


是 此 种 形状 的 场 ,G , kr 沿 任意 闭合 路 从 的 环 量 也 恒 为 党 。 对 此 ,我 们 可 以 证 明 一 个 普遍 性 的 
结论 。 

例 1.7 试 证 明 凡 形 如 f(r)a, 的 矢量 场 必定 是 无 旋 场 ,其 中 f(x ) 连 续 。 

证 因为 f(7) 连 续 , 必 存在 原 函 数 , 设 为 BC7), 则 d[B(r)]= f(r)dr, 歼 


Q 如 mm 
J Kod fdr= dO) 0(ra) -lr) 


从 图 1-18 上 看 ,无 论 走 哪 条 路 径 ,“ 有 效 "的 位 移 只 是 dr ， 
面 在 + 的 等 什 面 上 的 位 移 是 “无效 "的 [ 因 /(r)a. di 一 
0]。 这 样 ,上 述 线 积分 信 就 与 P 和 Q 之 间 的 路 径 无 关 ,而 
只 取决 于 积分 的 始点 (ro ) 终 点 (ra) (引力 场 和 静电 场 就 是 
这 样 的 场 )。 按 照例 1.5 中 的 推导 ,这 就 意味 着 场 量 /(7) 
a, 沿 任意 闭合 路 径 的 积分 都 为 零 。 根 据 斯 托 克 斯 定理 , 必 
有 V x[F(r)ar ] 处 处 为 零 , 表 明 球 ( 柱 ) 面 对 称 ,辐射 状 的 
矢量 场 必定 是 无 旋 场 。 但 其 道 不 真 。 警 如 例 1,5 中 的 矢 
量 声 a， 和 + acos xz 和 后 面 例 1.8 中 的 矢量 场 卫 (a.y + wz) 都 不 是 .Pr)ar 形 的 场 。 也 就 


是 说 ,并 非 只 有 *“ 球 ( 柱 ) 面 对 称 ` 辐 射 状 " 的 矢量 场 是 无 旋 场 。 下 一 节 我 们 将 找到 更 广泛 的 矢 性 
函数 类 是 无 旋 的 。 
4. 旋 度 和 拓 量 位 
矢量 场 的 旋 度 有 一 个 重要 的 性 质 ; 
VY'(VXA)=0 (1.4.11) 
这 是 一 个 矢量 恒等式 ,与 坐标 系 无 关 。 这 里 ,我 们 仅 在 直角 坐标 系 下 作 一 个 证 明 。 把 Y 当 作 矢 
量 ,利用 矢量 混合 积 计算 公式 (A1.2), 可 得 
Vi(VXA)=|3 3 
az By 
A A, A, 
PA FA, PA FAs , PA, FA 
aray 于 az dydz 395z Jz9r Jzdy 


=0 


图 1-18 积分 f(r)a,*d! 与 路 径 无 半 


RN 


=0 
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也 可 利用 斯 托 克 斯 定理 和 散 度 定理 对 上 述 矢量 恒等式 作出 与 坐标 系 无 关 的 证 明 , 请 读者 自 证 。 
这 个 性 质 说 明 矢 量 场 的 旋 度 场 (也 是 一 个 矢量 场 ) 一 定 是 无 散 的 。 而 且 , 其 道 命题 也 成 立 : 
一 个 无 散场 一 定 可 以 表示 为 某 个 矢量 场 的 旋 度 却 ; 
VB=0 ”~ B=YxA (1.4.12) 
“>" 表 示 “ 等 价 ”"。A 通常 称 作 矢 量 场 B 的 矢量 位 。 也 就 是 说 ,无 散场 B 一 定 对 应 着 一 个 矢量 
位 场 4( 但 4 并 不 唯一 )。 在 复杂 的 问题 中 ,有 时 必须 借助 矢量 位 4 来 间接 求 出 B 的 解 式 。 


1.5 标量 场 的 梯度 ”标量 位 


1. 梯度 的 定义 和 计算 公式 

前 面 两 节 介绍 了 如 何 描述 矢量 场 ,本 节 讨 论 如 何 描述 标量 场 。 
这 是 我 们 更 为 熟悉 的 事物 。 正 像 描述 一 元 函数 >(z) 是 利用 其 导数 
Y(z) 来 描述 y 如 何 随 它 的 一 维 变 元 dz 变化 ,对 于 三 元 函数 | 
u(z,y,z), 我 们 将 利用 u 的 体积 导数 即 梯度 来 描述 它 如 何 随 三 维 人 
变 元 一 一 点 的 位 移 di 而 变化 。 

我 们 在 等 导线 图 1-1(c) 中 取 一 个 局 部 ,放大 为 图 1-19。 当 点 在 
空间 有 一 个 微小 位 移 df( 即 dr) ,点 的 函数 u(z,y,z) 就 会 有 一 个 微 


图 1-19 xz 滑 不 同方 向 


增 量 dx 。 以 直角 坐标 系 为 例 ; 的 汉化 训 
z 的 全 微分 为 du = de + 人 dy + 9d 
位 移 矢 量 为 由 =adr+aydy+adz=dr 
由 Y= ao 
得 Vu= ot (1.5.1) 
从 而 xz 的 全 微分 又 可 写成 如 下 形式 

du=Vu'di=VY udr (1.5.2) 
这 正如 一 元 函数 的 微分 dy= ydzx 


(1.5.2) 就 是 梯度 (gradient) 的 定义 式 。 梯 度 简 写 为 grad zx 或 Yu。 这 个 定义 式 与 坐标 系 


无 关 。(1.5,1) 就 是 梯度 在 直角 标 系 中 的 计算 公式 。 
把 矢量 微分 算 子 VV 在 不 同 坐标 系 下 的 表达 式 (1.3.5)(1.3.6) 与 & 相 乘 , 即 得 出 


本 19u Ou 
圆柱 坐标 系 中 Vu=o, te Pap! 0 gz (1.5.3) 
上 ,ox 1au _1 du 
球 坐 标 系 中 Vu=a, ta FI + or Zai 559 《1.5.4) 


下 面 我 们 来 探讨 一 下 梯度 矢量 的 性 质 和 含义 。 
(1) 当 点 沿 着 x 的 等 值 面 移动 时 ,函数 值 x 不 变 ,du = Wu*di =0。 这 表明 梯度 矢量 是 重 


直 于 等 值 面 的 , 即 梯度 平行 于 等 值 面 的 法 线 ; 
(2) 当 点 沿 着 垂直 于 等 值 面 的 方向 到 达 相 邻 的 等 值 面 + dx 时 ,路 径 df, 最 短 ( 见 图 


1-19) ,故而 zx 变 


du= 吕 dil， 

假设 矢量 Vu 的 指向 与 dt, 一 致 而 不 是 相反 ,由 (1,5,2) 式 和 点 积 的 定义 式 ( 见 附录 ) 就 得 到 
du =Vudl,= |Vuldi, 

比较 此 二 式 , 可 知 
舍 = Ilval>0— du>0 


表明 梯度 矢量 指向 x 增 大 而 非 减 小 的 方向 。 
综合 (1) (2) 两 点 ,可知 梯度 是 这 样 一 个 矢量 :标量 场 x 某 点 的 梯度 的 模 是 该 点 处 的 最 
大 增加 率 即 某 点 处 方向 导数 的 最 大 值 ;梯度 的 方向 是 该 点 处 & 增加 最 快 的 方向 ,与 该 点 处 a 
的 等 值 面 的 法 线 方向 平行 。 
我 们 观察 一 下 水 从 山坡 上 流下 的 路 径 , 或 弹丸 从 高 坡 上 党 下 的 路 径 ,它们 总 是 走 “ 捷 径 ”， 
沿 坡度 最 陡 的 方向 下 落 的 ,这 就 是 每 一 点 处 山 的 高 度 h(xz,y) 的 梯度 的 负 方 向 。 而 每 一 点 处 
山坡 的 最 大 坡度 就 是 梯度 的 模 |V 天 |[ 参 看 图 1-20(b)]。 
可 以 证 明 [ 见 附录 A2(A2.14) 式 和 (A2 ,17) 式 的 证 明 ] ,梯度 也 是 一 种 体积 导数 ; 
一 中 vdsS 
YA 


梯度 , 散 度 、 旋 度 的 定义 式 可 统一 地 表示 为 


2. 梯度 和 方向 导数 的 关系 
由 梯度 的 定义 式 (1.5.2), 有 
du=Vurdli=|Vuloos 9d1 =|Y ulidl 
其 中 | va, 表示 | Vu | 在 1 方向 的 投影 。 而 由 方向 导数 的 定义 ,又 有 


比较 上 两 式 , 得 出 
= IVul=ly lo 0-V ud -Vu (1.5.5) 
也 就 是 说 ,w 沿 某 个 方向 的 方向 导数 等 于 * 的 梯度 矢量 在 这 个 方向 的 投影 。 
显然 , 当 上 就 取 为 Vu 的 方向 时 ,cos 6=1, 方 向 导数 的 值 最 大 。 由 此 也 可 见 梯度 的 模 就 是 
最 大 的 方向 导数 ,梯度 的 方向 就 是 取得 最 大 方向 导数 的 那个 方向 。 
3, 梯度 和 标量 位 


梯度 也 有 一 个 重要 的 性 质 : 
Vxva=0 (1.5.6) 


这 是 一 个 矢量 恒等式 ,与 坐标 系 无 关 。 我 们 仅 在 直角 坐标 系 中 证 明 。 根 据 (1.4.6) 式 ,可 得 


。20 - 


a a, 


9 
VxX(Vu)=|3r dy 
2u Qu Ou 
3r dy gz 
矢量 恒等式 (1.5.6) 表 明 梯度 场 都 是 无 旋 场 。 不 仅 如 此 ,其 逆 命 题 也 成 立 :无 旋 场 都 可 以 
表示 成 某 个 标量 场 的 梯度 场 , 即 


| 
SE 


SN 


VXE=0 <— E=Vu 
现在 证 明 如 下 : 
从 例 1.7 我 们 已 知 以 下 三 个 命题 等 价 : 
(矢量 场 王 是 一 个 无 旋 场 ( V X E=0); 


(2) 矢 量 场 也 沿 任意 闭合 路 径 的 积分 为 零 (中 di 一 0); 
(3) 矢 量 场 E 的 线 积分 与 路 径 无 关 。 
这 样 ， frar=u(Q) -uP) 


在 固定 忆 点 、 选 定 u(P) 值 的 情况 下 就 是 场 点 Q 的 一 个 唯一 确定 的 函数 。 实 际 问题 中 x(Q) 
都 是 连续 、 可 微 的 , 故 上 式 中 的 被 积 函 数 应 为 已 "df= du; 青 由 (1.5.2) 式 ,可 知 

E=Vu 
逆 命 题 得 证 , 且 上 式 与 命题 1.2、3 等 价 。 

这 样 ,我 们 又 得 到 了 一 个 比例 1.7 更 加 普遍 的 结果 :能 表 为 Vu 才 是 矢量 场 “无 旋 "( 或 说 
有 势 ) 的 充分 必要 条 件 。 包 括 例 1.7 中 的 f(r)a, 形式 的 矢量 场 在 内 ,它们 一 定 也 是 标量 位 场 
的 梯度 场 。 总 而 言 之 ,一 个 无 旋 场 E 一 定 对 应 着 一 个 标量 场 4;EE 可 表 为 的 梯度 (体积 导 
数 ) ,而 u 可 表 为 E 的 线 积 分 并 称 作 EE 的 [标量 ] 位 或 势 ; 这 种 场 则 称 作 位 场 、 有 势 场 或 保守 
场 。 

“保守 ”(conservative) 的 意思 是 “守恒 ”, 指 任 一 点 Q 处 对 应 的 上 述 线 积分 值 都 不 会 因 积分 
路 径 PQ 而 变 ,只 要 参考 点 P 及 其 位 值 取 定 了 ,这 个 线 积分 值 就 被 Q 点 的 位 置 唯一 确定 。 所 
以 这 个 线 积 分 值 才 称 作 “ 位 ”。 在 不 计 相差 任 一 常数 u(P) 的 前 提 下 ,梯度 场 (无 旋 场 ) 与 它 的 
标量 位 场 是 一 一 对 应 的 。 

现在 考虑 一 个 二 维 标量 场 


B=V 司 
[3 


其 中 Va 为 常数 。 加 的 梯度 场 为 
VO=E(ayt a,r) (1.5.7) 


图 1-20(a) 为 三 维 物理 空间 中 标量 场 B(x ,y) 的 等 值 面 ( 它 是 在 x 方向 无 限 长 的 柱 而 ) 的 横 截 
面 图 。 如 果 在 三 维 空间 画 出 B(x,y) 的 函数 图 像 [如 图 1-20(b) 所 示 ], 可 更 清楚 \ 形 象 地 看 到 
更 值 的 大 小 随 (z,y) 的 分 布 以 及 VS 的 含义 。 从 图 (b) 中 可 见 :等 @ 线 如 同等 高 线 , (a ,a)， 
@( 一 a, 一 a) 位 于 高 处 的 等 值 线 旬 =V 上 ,$( -a,a),P(a, -a) 位 于 低 处 的 等 值 线 更 = 一 
V 上 。 矢量 场 EE= -VG6 的 矢 线 如 同 水 流 线 ,如 果 高 处 有 水 , 它 必 是 沿 着 一 V® 的 矢 线 即 坡 度 
最 大 的 路 线 向 下 流 。 越 陡 处 表明 | VG| 越 大 。 
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例 1,8 对 于 图 1- 20 所 示 的 标量 场 @(7,7) = 至 

OD 求 点 (a ,a) 处 @ 的 等 值 面 的 法 线 矢量 n( 假 设 m 指向 增 大 的 方向 )。 

@@ 易 知 点 A{ 一 子 a,- 吉 a] 和 B( - 襄 a， 一 4) 位 于 = VI4 的 等 入 线 上 。 计 算 矢量 声 
五 = -VSG 分 别 沿路 径 Cl 和 C: 由 A 点 至 B 点 的 线 积分 。C 为 连接 A、B 点 的 直线 段 , C2 
为 A、B 点 所 在 的 = Vi4 的 等 值 线 [ 见 图 1-20(a)]。 


@ 计 算 Y xE。 
忆 
B=-V. 
{1} 
Cae 十 
Ce 
四 
Ci 
(一 ay 一 G) 可 
B= 


图 1-20 标量 场 四- Y 再 及 其 负 梯 度 场 的 分 布 
(a) 平行 平面 场 (x,y) 的 等 值 线 和 和 负 梯 度 线 ;(b)@(z,y) 的 消 数 图 像 。 
解 @ 把 z=a,y=a 代入 (1.5.6) 式 可 得 点 (a ,a) 的 法 线 矢量 为 


_ Vo_vy Vr ,a 
"7 VE ron)/ (2 ® ?2) 六 


名 路径 Ci 的 方程 , 即 经 过 点 A、B 的 直线 方程 为 


2 


了 + 看 


= -1 
本 


dy= -ad 
利用 在 路 径 C1 上 ?一 z 间 的 上 述 关系 , 沿 的 线 积分 名 可 化 为 只 对 某 一 元 生 标 的 积分 : 
| Erdi= [Edz+ [Edy= -|| (-#-3a)art [x(az)] 
-| (+)ae -0 
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再 看 沿 C, 的 线 积分 。 由 于 在 A、B 之 间 的 钙 = Vi4 的 等 值 线 上 处 处 有 V 上 di, 故 | E:dl 
=0。 可 见 E 的 线 积分 与 路 径 无 关 。 


Uy, 
妨 2 3 
az By dz 
| 一 -xz 0 
例 1.9 如 图 1-21 所 未 , 产 (z 3 xz 六 般 用 来 表示 场 “ 
源 即 源 点 的 位 置 矢量 和 坐标 ,而 r(z,y,z) 则 用 来 表示 场 点 
的 位 置 矢量 和 坐标 。R = r -为 场 点 相对 于 源 点 的 相对 位 
置 失 量 ,而 (z -zy 一 y ,x 一 zx ) 叫 作 相 对 坐标 , 意 为 它 是 场 四 
点 相对 于 源 点 (而 不 是 坐标 原点 ) 的 坐标 。 
实际 问题 中 , 场 量 往往 是 根 对 位 置 矢量 R 的 函数 ,表示 
成 中 或 相对 坐标 的 函数 较为 方便 。 图 1.21 源 点 . 场 点 和 相 
设 有 标量 场 (RR) ,求证 :以 (zy ) 为 动 点 ( 即 以 二 ， 对 位 置 矢 量具 
yz 或 7 为 变量 ) 时 的 梯 广 9 (CR ) 与 以 (zy,z) 为 动 点 
( 即 以 x,y,z 或 7 为 变量 ) 时 的 梯度 玉 f(R) 之 间 有 如 下 关系 : 
VCR)= VAR) 


® VxE= =0 


a 


证 


9 3 
Vf=a, E+, Fra FH V = a Br + a 


R=V (zr ty~y) (ze 


2AE) a9R x 
故 有 Ox -法 : 37 = 蔷 : TR 


af(R) 2f ,9R - 攻 ( -环宇 )= -全 到 


而 Fr 3 az 
同 理 = EB) 

aL) OAR) 

az” 
故 VR)= 0 Ho, Sor FL= -YACR) 


1.6 变 姆 霍 兹 定理 ”宏观 电磁 场 的 基本 方程 


1. 遍 姆 乾 艾 (Helmholtz) 定 理 

从 1.4 节 和 1.5 节 我 们 看 到 , 场 的 分 布 有 两 种 相反 的 情形 。 一 种 是 散 度 处 处 为 零 的 场 
一 无 散场 , 它 等 价 于 一 个 矢量 场 4 的 旋 度 场 Y x 4 。 这 种 场 的 矢 线 永 远 没有 始点 和 终点 
(因为 始终 点 处 必 有 散 度 源 ) ,从 而 只 能 都 是 闭合 曲线 。 又 因为 沿 闭 合 矢 线 的 环 量 必 不 为 零 ， 
从 而 闭合 矢 线 中 必 包 围 有 涡 旋 源 。 也 就 是 说 ,无 散场 一 定 有 旋 , 故 也 称 旋转 场 。 磁 场 就 是 这 样 
的 矢量 场 。 
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另外 一 种 则 是 旋 度 处 处 为 零 的 场 一 -无 旋 场 , 它 等 价 于 一 个 标量 场 x 的 梯度 场 Vu。 它 
的 矢 线 永远 不 可 能 闭合 (因为 闭合 的 矢 线 中 必 包 围 有 涡 旋 源 ), 因 而 必然 是 有 始 有 终 的 。 而 始 
点 与 终点 处 散 度 必 不 为 零 , 必 是 源 点 ,所 以 无 旋 场 中 必 有 散 度 源 一 一 “喷泉 ”(“ 漏 口 "), 而 矢 线 
则 起 于 正 的 源 , 止 于 负 的 源 。 静 电场 就 是 这 样 的 矢量 场 。 

可 见 ,从 整体 上 说 ,一 种 矢量 场 不 可 能 既 无 散 ,又 无 旋 。 事 实 上 ,任何 一 种 物理 的 场 都 必须 
有 某 种 源 , 因 为 场 是 由 源 引 起 , 同 源 一 起 出 现 的 。 一 般 的 矢量 场 可 能 既 有 散 , 又 有 旋 。 交 姆 替 
兹 定理 指出 :任何 一 个 矢量 场 下 都 可 以 表示 为 一 个 无 旋 场 分 量 玉 和 无 散场 分 量 下 之 选 加 ， 

五 一 五 | 十 五 (VXxF<0, VY:F.=0) (1.6.1) 

其 中 FF 的 无 旋 场 分 量 由 它 的 散 度 源 Y .下 及 边界 面 上 的 等 效 散 度 源 Fn 唯一 确定 ,F 的 
无 散场 分 量 由 它 的 涡 旋 源 Y x 互 及 边界 而 上 的 等 效 渴 旋 源 Xn 唯一 确定 。 简 而 言 之 ,就 是 
一 个 矢量 场 由 它 的 散 度 和 旋 度 唯一 确定 。 这 个 定理 的 严格 证 明 见 附录 A3。 

事实 上 ,我 们 从 本 章 前 而 几 节 已 看 到 ; 散 度 描述 了 矢量 场 沿 场 量 本 身 的 方向 上 的 变化 率 ， 
旋 度 描述 了 与 场 量 重 直 的 方向 上 的 变化 率 , 因 而 一 个 矢量 场 各 分 量 的 偏 导 数 的 许多 可 能 的 组 
合 中 的 这 两 种 特定 的 组 合 ( 指 V ,和 V x ) 能 够 共同 确定 一 个 矢量 场 的 全 貌 。 从 场 和 源 的 关系 
上 看 , 散 度 和 旋 度 分 别 对 应 着 矢量 场 的 两 种 源 的 分 布 ,而 源 的 分 布 决定 着 场 的 分 布 ,当然 也 
就 决定 了 场 量 沿 各 个 方向 如 何 变化 。 因 此 , 散 认 和 旋 度 理应 是 已 给 出 了 有 关 下 的 全 部 信息 ， 
亥 姆 替 效 定理 正 是 总 结 了 矢量 场 的 这 一 根本 性 质 ,是 对 矢量 场 与 其 源 的 关系 的 全 而 总 结 。 


如 果 已 知 ViFI=p VXF.=J 
根据 (1.6.1) 式 ,就 有 
V*F=Y :Fi=p (1.6.2)} 
VXF=VXF.=J (1.6.3) 


(1.6.2) 和 (1.6.3) 式 就 是 矢量 场 的 基本 方程 。 按 照 交 姆 午 兹 定理 ,求解 上 述 基本 方程 就 应 
能 得 到 场 天 的 解 式 。 但 在 实际 问题 中 ,并 不 一 定 总 能 直接 求解 基本 方程 ,边界 条 件 在 形式 上 
也 不 完全 与 亥 姆 堆 兹 定理 (A3.8) 式 中 的 相同 。 在 关于 唯一 性 定理 和 边 值 问题 的 讨论 中 将 对 
此 作 进 一 步 的 讨论 。 

根据 交 姆 霍 效 定理 ,本 书 中 每 研究 一 种 矢量 场 ,都 是 从 它 的 散 度 和 旋 度 两 方面 去 研究 ,并 
得 出 象 (1.6.2) 和 (1.6.3) 式 那样 的 基本 方程 的 微分 形式 ;或 者 从 矢量 穿 过 闭合 面 的 通 量 和 党 
着 闭合 路 径 的 环 量 两 方面 去 研究 ,得 出 基本 方程 的 积分 形式 。 

还 应 该 指出 , 散 度 和 旋 度 都 包含 着 对 空间 坐标 的 导数 ,因此 只 有 在 FF 连续 的 区 域 才 有 意 
义 。 而 在 下 发生 突变 的 一 些 表 而 ,只 能 用 关于 通 量 和 环 量 的 积分 形式 的 基本 方程 去 分 析 。 

2. 宏观 电磁 场 的 基本 方程 

本 书 中 要 讨论 的 矢量 场 是 电磁 场 , 它 就 是 用 散 度 和 旋 讼 来 全 而 描述 的 。 宏 观 电 磁场 的 基 
本 方程 的 微分 形式 为 


VxH-JtePFE (J=08) 


aH 
VXE= -pa (1.6.4) 


YuH)=0 
V'*(eE)=p 
这 就 是 著名 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 限定 形式 (将 在 第 6 章 详 述 )。 
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我 们 称 它 是 宏观 电磁 场 的 基本 方程 ,是 因为 它 适 用 于 宏观 电磁 现象 ,而 不 适用 于 原子 范 
内 的 电磁 效应 ,发 光 过 程 等 微观 现象 。 

我 们 在 这 个 方程 组 中 看 到 ,电场 E 和 磁场 H 都 各 有 它们 的 散 度 方程 和 旋 度 方程 。 按 照 交 
姆 霍 效 定理 , 散 度 和 旋 度 分 别 代表 着 矢量 场 E 和 五 的 场 源 ,决定 着 场 的 分 布 。 事 实 上 ,电磁 场 
的 解 归 根 结 底 都 是 从 解 麦克 斯 韦 方程 组 得 到 的 。 

这 个 方程 组 中 的 一 个 特殊 之 处 是 : 场 矢量 不 只 是 空间 的 函数 ,还 是 时 间 的 函数 。 于 是 ,在 
时 变 的 情况 下 就 不 只 需要 场 论 的 知识 ,还 需要 数学 物理 方程 (例如 关于 波动 方程 ) 的 知识 才能 
求解 。 解 的 唯一 确定 ,不 仅 需 要 交 姆 元 兹 定理 所 指出 的 散 度 和 旋 度 ,还 需要 时 间 上 的 初始 条 件 
以 及 时 变 电 磁 场 的 边界 条 件 。 

一 个 特殊 之 处 是 ;两 种 矢量 场 E 和 在 方程 中 是 互相 交叉 的 。 当 然 ,可 以 从 数学 上 将 

二 者 分 离 而 解 之 ;然而 ,作为 物理 的 场 E 和 H 是 无 法 分 割 开 的 , 电 效 应 和 磁 效 应 是 同时 交错 在 
一 起 芥 现 而 无 法 加 以 孤立 的 。 麦克斯韦 方程 组 在 反映 了 电磁 场 受 场 源 ( 电荷 p 一 一 散 度 源 , 电 
流 J 一 涡 旋 源 ) 的 制约 的 同时 ,也 客观 地 反映 了 电场 和 磁场 本 身 之 间 的 相互 联系 ,相互 制 约 、 
统一 而 不 可 分 的 物理 本 质 。 只 有 在 电荷 .电流 不 随时 间 而 变 , 即 场 是 恒定 的 特殊 情况 下 .才能 
分 别 呈 现 出 电磁 场 的 电 效应 一 面 和 磁 效 应 一 面 。 而 在 实际 上 ,恒定 不 变 的 电场 和 磁场 是 并 不 
存在 的 一 “电荷 不 会 长 期 静止 不 动 ,电流 强度 也 经 常会 有 小 的 波动 ,不 会 绝对 不 变 。 人 恒定 场 只 
是 实际 情况 的 一 种 近似 。 正 如 我 们 在 现代 的 日 常生 活 、 工 作 中 时 时 处 处 所 感受 到 的 ,真正 存在 
的 是 变化 的 电场 和 变化 的 磁场 ,而 且 电场 和 磁场 总 是 并 存 的 。 电 场 和 磁场 实际 上 是 同一 个 场 
的 两 个 侧 而 。 这 一 看 法 的 正确 性 还 可 以 由 下 面 的 事实 说 明 :静止 的 电荷 产生 电场 ,运动 的 电荷 
除了 产生 电场 还 产生 磁场 ,但 是 静止 和 运动 是 相对 的 。 相 对 于 某 一 个 参照 系 是 静止 的 电荷 , 相 
对 于 另 一 个 参照 系 则 可 能 是 在 运动 。 因 此 ,从 前 一 个 参照 系 看 只 有 电场 ,从 后 一 个 参照 系 看 则 
同时 有 电场 和 磁场 。 由 此 可 见 , 电 场 和 磁场 确 有 其 相对 性 质 。 

“虽然 玉 . 且 同时 并 存 ,但 在 实际 问题 中 , 当 所 讨论 的 系统 尺寸 相对 够 小 (例如 远 小 于 电磁 波 
的 波长 ) ,或 换言之 ， 电 有 波江 过 系统 的 时 间 相 对 外， 例如 远 小 于 电磁 波 的 一 个 周期 (实际 使 用 


的 时 间 尺 度 是 特征 时 间 r,r= 到 = 二) 时 ， 就 可 用 准 静 态 的 近似 模型 把 EE、 五 分 开 来 研究 : 


0, 和 于 #0, 磁场 仍 受 电 声 的 感应 ) , 称 为 电 
ESplaucaussaaa 所 由 方程 组 (1.6.4) ,此 时 电场 的 散 度 和 旋 度 分 别 为 
V 0) 
VieE=p 
电场 只 产生 于 电荷 p; ;而 当 宇 二 0 时 ， 磁场 视 为 不 受 电场 的 感应 (但 失 0， 电场 仍 受 磁场 的 感 
应 ), 称 为 性 兴 交 态 (MQS, Magnctoguaoistatit) 扬 。 由 方程 组 (1.6.4), 此 时 磁场 的 散 度 和 旋 度 
分 别 为 


{1.6.5) 


Y 人 (1.6.6) 


V.pE=0 
磁场 仅 产 生 于 真实 电流 J。 
准 静态 场 不 是 静态 场 ,因为 ,HH 之 间 存 在 “ 单 向 "的 影响 , 且 场 随时 间 而 变 。 但 这 种 场 的 
每 一 瞬间 的 分 布 像 静 态 场 一 样 , 仅 由 那 一 时 刻 的 源 ( 散 度 和 旋 度 ) 决 定 而 与 前 一 时 刻 无 关 [ 若 无 
. 25 。 


静态 或 准 静 态 的 假设 , 则 * 时 刘 的 会 与 -At 时 肇 的 百 有 关 。 这 是 因为 按照 方程 组 
(1.6.4) ,的 涡 旋 源 取 决 于 绀 = jn 世 ( 扣 一 其 (一 全)。 同 于 ,1 时刻 的 理会 与 + At 时 刻 


的 EE 有 关 。 而 归根 结 底 , 各 点 的 场 量 都 与 : - 肥 时 刻 的 源 P\J 的 分 布 有 关 。R 是 场 点 至 源 点 
的 虐 离 ,c 为 光速 ]。 把 EQS(MQS) 场 的 任 一 瞬间 “拍照 ”保留 下 来 的 电 ( 磁 ) 场 们 面 就 是 静态 
的 电 ( 磁 ) 场 。 

当 方程 组 (1.6.4) 中 的 时 间 导 数 项 5 和 2 同时 近似 为 零 , 它 就 退化 成 分 别 关于 静态 的 电 
场 和 磁场 的 基本 方程 [分 别 和 式 (1.6.5)\(1.6.6)] 相 同 。 

为 了 认识 上 的 循序 渐进 ,本 书 将 首先 在 场 论 的 指导 下 ,在 强 = 于 =0 的 假设 下 ,分 别 介 
绍 议 态 的 电场 和 磁场 这 种 最 简单 ,基本 的 模型 (而 对 准 静 态 场 这 一 更 接近 实际 但 更 复杂 的 模 


型 ,请 参阅 文献 [3]) ,在 此 基础 上 再 讨论 统一 的 时 变 电 磁 场 ,对 每 一 种 场 的 基本 现象 ,基本 规 
律 、 基 本 问题 ,基本 解法 作 系统 的 介绍 。 


习 是 1 


1.1 已 知 矢 量 4 =2a. 一 34,+4a.,B=3a,+2a, +a., 求 矢量 C=B -4 的 模 ,方向 余 
弦 ( 即 C 与 x、y、z 轴 的 夹 角 余弦 cos a ,cos 8,cos 7) 及 单位 矢量 ac。 

1.2 已 知 矢量 a、 的 矢 端 分 别 为 A、B 点 ,起 点 为 原点 D, 求 以 全 、B 连 线 的 中 点 C 为 矢 
端的 矢量 DC。( 即 用 已 知 矢量 a,b 表示 OC)。 

1,3 已 知 矢量 了 = as + ba, + ca:, 写 出 圆柱 坐标 和 球 坐 标 下 的 表达 式 。 

1.4 已 知 矢量 4 .B、C 为 


A=a, ta2-a.3 
B= -a,4+a, 
C=a.5-a,.2 
QD 通过 计算 验证 4.(BxC)=C'(4x 有 如)。 三 个 矢量 怎样 轮换 次 序 方 能 使 混合 积 符号 
不 变 ? 
@ 计 算 (4 XB)xC 和 4 X(BXC)。 双 重 义 积 是 否 满足 乘法 结合 律 ? 
1.5 矢量 a= 11,4,3 有 5 = 14,2, 一 4 的 起 点 均 在 坐标 原点 。 用 矢量 运算 解答 : 
@ 以 a,b 为 边 的 三 角形 是 否 直 角 三 角形 ? 
@@ 计 算 该 三 角形 的 面积 。 
1.6 ”给 定 两 拓 量 4=a, +2a, +3a. 和 B=4a, 一 54, +64,, 求 它们 之 间 的 夹 角 余弦 委 
在 B 上 的 分 量 ( 投 影 )。 
1.7 已 知 两 和 失 量 42a, +3a, -44。 和 B= 64, 一 40y+a., 求 久 XB 在 C=a, 一 a,+ 
ax 上 的 分 量 。 
1.8 证 明 : 如 果 了 PAA=P*B 且 PxA=PxB, 则 矢量 4=B。 
1.9 ”用 球 华 标 表示 的 矢量 场 为 Ea,25/r?。 
@@ 求 在 点 (- 3,4, 5)( 直 角 坐 标 ) 的 |E| 和 EE,; 
加 求 已 与 矢量 中 =2a. 一 24, + a, 构成 的 夹 角 。 
+ 26 . 


1.10 球 坐标 系 中 的 两 个 位 置 矢量 r, 和 x, 的 矢 端 坐标 分 别 为 ( ,0,91) 和 (x, 0,， 

9z), 求 证 六 和 vs 之 间 的 夹 角 余 弦 为 
”oosy=sin gsin baoos(p — pa) + cos Bicos 6, 

1.11 在 由 等 慎 面 o=5,z=0,zx=2 围 成 的 圆柱 形 区 域 中 ,对 矢量 4 = apez + a.2z 验 证 

散 度 定理 。 
“1.12 已 知 旋转 抛物 而 S 为 z= z+ y(0 志 zh), 求 流速 场 v= (z+y+z)a, 在 单位 

时 间 内 向 下 (朝向 - a.) 穿 过 S 的 流量 Q。 

1.13 在 矢量 场 4 = - ya, + za, 中 有 一 和 矩形 回路 C:(0,0) 一 (3,0) 一 (3,4) 一 (0,4) 一 
(0,0)。 对 回路 C 及 其 围 成 的 矩形 平面 $ 验证 斯 托 克 斯 定理 成 立 。 

1.14 利用 斯 托 克 斯 定理 计算 矢量 场 4 = - ui- + za, + C(C 为 常数 ) 沿 圆周 

人 zt 只 = 六 2 

Oz -2) +y =R’ 
的 环 量 。 这 个 环 量 与 半径 为 R 的 圆 在 xy 平面 上 的 位 置 有 无 关系 ? 

1.15 利用 散 度 定理 和 斯 托 斯 定理 证 明 : 

名 对 任意 闭合 面 S 有 


中 dS=0 


加 对 任意 闭合 回路 C 有 


4 d1=0 
[提示 :在 (1.3.10) 和 (1.4.10) 式 中 令 4 为 常 矢量 或 利用 (A2.14)、(A2,15) 式 。1 
1.16 标量 函数 x = zyz 在 点 M(2,1, 一 1) 处 沿 嘱 个 方向 的 方向 导数 最 大 ? 并 计算 该 
最 大 方向 导数 的 值 。 
2 2 
1.17 求 双 曲线 族 x = 竹 -各 上 任意 点 的 单位 法 向 矢量 。 
1.18 求 4=3x*y-zy+ zx 在 (1, 一 1,1) 点 沿 曲 线 C 的 z 增加 一 方 的 方向 导数 。 已 知 
C 的 曲线 方程 为 
人 
z=x) 


1.19 今 有 二 维 标量 场 w= yz: 

@ 问 * 的 等 值 面 是 何 种 曲面 ? 并 在 xy 平面 上 面 出 x 的 等 值 线 族 ; 

@ 求 Vu; 

@ 任 取 一 个 回路 C ,计算 中 ww- di。 例如 ,C 如 图 1-17 所 示 , 由 一 段 抛物 线 和 二 条 直线 


段 构成 。 
1.20 ”对 于 图 1-20 中 的 标量 场 $= V 党 , 求 矢量 声 巨 = - VB 从 点 (1) 分 别 沿路 径 Ci 
和 Cs; 至 点 (2) 的 线 积 分 。 这 个 场 是 否 保守 场 ? 
1.21 相对 位 置 矢量 R=a,(z 一 zx)+a(y 一 y)+4.(z 一 z ), 上 为 常 矢量 ,证 明 ; 人 @ 
VR=3; 加 VXR=0;@V(k*R)= 上 。 标 量 场 k:R 的 等 值 面 是 何 种 形状 ? 它 与 常 矢 量 上 
27. 


的 关系 如 何 ? 

1.22 对 于 矢量 场 4=f(x)qa; +g(y)a, +h(z)a,: 

@ 求 4 沿 着 图 1-13 所 示 的 回路 C(1234561) 的 环 量 ; 

@ 求 YXx4; 

图 如 果 f(z)、g(y) .h(z) 都 存在 原 函 数 ,4 是 否 一 定 为 保守 场 ? 若是 , 写 出 矢量 场 4 的 
标量 位 函数 更 。 

1.23 三 个 二 维 矢量 场 示 于 题 1.23 图 中 , 矢 线 的 朴 密 表示 矢量 场 的 强度 。 问 ， 


i 


中 其 中 郧 一 个 场 是 无 旋 的 ? 
加 娜 些 是 无 散 的 ? 
@@ 图 (c) 中 的 矢量 场 为 B== a。 和 为 常数 , 问 除 圆心 (轴线 ) 之 外 的 区 域 是 否 无 旋 的 ? 
1.24 今 有 三 种 矢量 场 : 
=a,sin cos p+ decos goos p 一 apsin 9 
B= qsin p+ apzzcos p+a.2pzsing 
C=a(3y -27)+ qr + ga.22 
中 其 中 哪些 矢量 场 可 表示 为 一 个 标量 场 的 梯度 场 ,哪些 矢量 场 可 表示 为 一 个 矢量 场 的 旋 
度 场 ? 
@ 求 出 这 些 矢量 场 的 源 的 分 布 。 
1.25 在 直角 坐标 下 证 明 ; 
DYV'(ud)=u VA+tA. Vu 
OVX(uA)=u VXA+ VuxA 
(AV)u=A'Vu 
1.26 证 明 ; VY:(4xH)=H':(V XA)-A'(V xH) 
1.27 位 置 矢量 r=ax+ay+a.z,r=|r|, 求 : 
使 VEf(r)a,]=0 的 f(r); 
@@ 使 V:[ V(r)]=0 的 (7); 
加 使 V(r"Y) =0 的 整数 x。 
1.28 ”利用 散 度 定理 和 斯 托 克 斯 定理 对 -(V x 4)=0 和 XVu=0 作 不 依赖 于 坐标 
系 的 证 明 。({ 提 示 : 做 一 个 闭合 面 。) 
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第 2 章 静 电场 


静态 的 电场 是 由 分 布 恒定 的 电荷 所 产生 的 (而 时 变 的 电场 则 不 仅 以 电荷 为 源 )。 其 中 最 简 
单 的 是 由 静止 的 .电量 恒定 的 电荷 一 一 静电 荷 产生 的 场 , 称 为 静电 场 。 静 止 的 电荷 周围 只 存在 
静态 的 电场 。 当 然 ,这 是 因为 我 们 采用 的 参照 系 相对 于 电荷 是 静止 的 ,因而 能 单独 观察 到 统一 
的 电磁 场 的 电场 这 个 侧 而 。 此 外 ,电荷 的 静止 也 只 是 在 我 们 所 关心 的 一 段 时 间 之 内 。 

静电 现象 在 自然 界 极为 常见 , 且 静 电学 的 知识 能 够 直接 应 用 ,例如 用 于 石油 .船舶 ,电子 、 
航空 航天 ,纺织 塑料. 造纸、 印刷 工业 以 及 静电 洲 数 .静电 除尘 .静电 分 选 .静电 复印 等 等 。 静 
电场 的 理论 也 可 用 于 解决 电 准 静 态 场 的 问题 以 及 恒定 电场 的 问题 ,而 且 是 学 习 时 变 电 磁 场 的 
基础 。 本 章 将 应 用 场 论 的 知识 于 静电 场 ,介绍 其 基本 的 物理 量 ,基本 定律 和 方程 .介质 特性 、 问 
题 类 型 以 及 初步 的 求解 方法 。 


2.1 电场 强度 ”库仑 定律 


电场 最 基本 的 特征 是 对 电荷 有 作用 力 ,无 沦 电 荷 是 运动 的 还 是 静止 的 ;而 电场 强度 则 是 描 

述 电场 的 最 基本 的 物理 量 。 一 个 电场 的 电场 强度 定义 为 单位 电量 的 点 电荷 所 受到 的 该 电场 的 
作用 力 ( 即 不 包括 爱 力 电荷 本 身 产生 的 电场 )， 

E = {2.1.1) 


其 中 下 的 单位 为 N( 牛 ),q 的 单位 为 C{ 库 ),E 的 单位 为 Vim( 伏 / 米 )。 实 际 应 用 中 也 用 
kVy/cm( 千 伏 / 厘 米 ) 等 单位 。 

(2.1.1) 式 的 电场 强度 定义 是 普 适 的 。 式 中 的 E 泛 指 各 种 电场 力 , 邯 不 仅 限于 指 静 电力 
或 库仑 力 ,也 指 其 他 原因 产生 的 电场 力 。 而 受 力 电荷 g 可 以 是 静止 的 ,也 可 以 是 运动 的 。( 相 
对 论 的 研究 还 表明 ,电场 对 电荷 9 的 作用 力 与 电荷 g 的 运动 速度 无 关 。》 

矢量 场 忆 是 一 个 分 布 函数 。 在 实际 问题 中 ,描述 点 的 位 置 的 坐标 系 和 点 的 函数 EE 的 从 
标 系 有 可 能 是 不 同 的 。 例 如 ,在 单 模 图 光纤 中 的 电场 强度 可 表示 为 E.(p,p，x), 见 图 2-1。 

对 于 静电 场 而 言 ,库仑 于 1785 年 从 实验 总 结 出 真空 中 两 个 相距 
RR 的 静止 电荷 9, 和 q; 之 间 的 作用 力 FF 服从 下 述 关系 式 : 


Po=ag a (2.1.2) 到 


(2.1.2) 式 就 是 著名 的 库仑 定律 。 其 中 ee = 1(4rx9X10 ) 
8.854X 10-2Fjm( 小 / 米 ), 称 为 真空 电容 率 或 真空 介 电 常数 。 本 书 
中 一 律 采用 国际 单位 制 (MKSA 制 )。 下 标 1 过 示 场 源 电荷 ,2 代表 。。 图 2-1 单 模 四 光纤 
爱 力 电荷 。 显 然 ,(2.1.2) 式 的 形式 与 以 名 一 个 点 电荷 为 源 没 有 关 中 的 电场 分 布 
系 。gi 与 9; 之 间 的 作用 力也 是 相互 的 ,Fz 同 Fs 是 一 对 作用 力 和 反作用 力 。 

综合 (2.1.1) 和 (2.1.2) 式 ,就 得 到 静止 的 点 电荷 的 电场 强度 为 


EE 


-4 __9R _ gr-r| -9 { 走 ) 
EfeR me meR’ drelr-rl re V (2.1.3) 


其 中 的 rr ,R,an 的 含义 参看 图 1-21。 注 意 , (2.1.2)、(2.1.3) 式 中 的 R 与 ar 永远 是 由 源 
点 指向 场 点 的 ,如 图 1-21 所 示 。 这 样 ,电力 线 必然 总 是 由 正 电荷 发 出 而 终止 于 负电 茶 。 
(2.1.3) 式 中 的 最 后 一 个 等 号 是 依据 析 度 的 计算 公式 而 得 : 


1 iy 1 
v 真 ]= -om 六 真 )- 一 
静电 学 的 基本 问题 就 是 要 确定 带电 系统 周围 的 电场 分 布 。 
由 (2.1.3) 式 可 看 出 ,对 于 点 电荷 的 电场 : 


(DE 电场 强度 服从 与 距离 的 平方 反比 律 ,并 呈 球 对 称 辐射 状 分 布 。 这 种 函数 形 


式 决定 了 幕 电场 的 基本 方程 ( 见 下 节 )。 

(2) Eccg ,电场 强 度 与 场 源 电荷 的 电量 成 线性 关系 ;同时 ,实验 又 表明 ,多 个 点 电荷 产生 的 
合成 电场 等 于 每 个 点 电荷 单独 存在 时 产生 的 电场 的 矢量 和 ,从 而 电场 强度 服从 选 加 原理 。 

选 加 原理 在 电磁 场 以 及 各 种 力 场 中 是 一 种 普遍 规律 。 同 一 个 空间 ,同一 点 ,可 以 同时 被 许 
多 源 产生 的 电场 共同 “占据 "。 这 是 场 这 种 特殊 的 物质 形态 与 实物 的 一 个 不 同 之 处 。 而 且 , 同 
一 点 处 的 多 个 场 强 按 矢量 迁 加 在 一 起 ,彼此 独立 , 互 不 干扰 。 这 一 特性 对 于 电磁 波 的 发 射 、 接 
收 等 诸 方面 都 具有 重要 意义 。 

对 于 根据 电荷 的 分 布 来 计算 电场 的 这 类 问题 (也 称 为 场 源 问题 或 分 布 型 问题 ) , 场 强 服从 
选 加 原理 就 意味 着 从 原则 上 解决 了 任意 分 布 电 荷 的 电场 强度 的 计算 问题 ,因为 它们 都 可 以 看 
成 是 点 电荷 的 电场 选 加 而 成 的 。 

电荷 的 分 布 从 理论 上 可 分 为 以 下 几 种 情况 : 

(1AN 个 离散 分 布 的 点 电荷 

此 时 场 点 的 总 场 强 为 按 (2.1.3) 式 计算 的 每 个 点 电荷 在 该 点 产生 的 场 强 的 矢量 和 : 
E=» 5 a, (2.1.4) 

(2) 电 荷 连续 分 布 在 一 块 体积 +, 一 个 表面 S 或 一 条 
线 L 上 (图 2-2, 图 2-3)。 

设 电荷 密度 的 分 布 分 别 为 p (r) (Ca )， 
ps(r (Cie) ,pi(r')(Cjm)。 若 把 每 个 带电 的 小 块 体积 
元 pAr ,小 片面 元 ps AS ,小段 线 元 wAz 视 为 一 个 点 电荷 


Ac(de), 则 由 它 产生 的 电场 为 dE= Re 把 这 样 


的 每 个 点 电 交 的 电 才 对 整个 体积 整个 表面 . 整 打 线 积分 


起 来 ,就 得 到 所 求 的 总 电场 ; 
体 电荷 分 布 图 2-2 体 电荷 (如 殉 电 的 去 团 ) 产 生 的 电场 


ED = | oodr=- 千 otry 人 起 dr (2.1.5) 


面 电荷 分 布 
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Er) -| 人 (这 ends = 一 入 | ov 于)4S (2.1.6) 


4rei Ri 
线 电荷 分 布 


_fr ot(r) ___1 ， 1 
ECr) -| Rod =- | pr Vd (2.1.7) 


在 对 源 点 ~“ 的 坐标 积分 的 过 程 中 , 场 点 的 坐标 是 常数 , 场 点 是 定点 , 源 点 是 动 点 。 积 分 
完成 后 ,EE 就 成 为 场 点 + 的 坐标 的 函数 。 

例 2.1 一 个 半径 为 4 的 孤立 导体 球 ,总 电量 为 Q。 求 球 内 、 外 的 电场 强度 。 

解 。 静 电 平 衡 时 导体 电荷 总 是 分 布 在 表面 ,孤立 导体 球 的 电荷 则 均匀 分 布 于 表面 , 故 面 密 
度 为 常数 cs = Q/4ra? ,采用 球 坐标 , 令 极 轴 通 过 球 外 任 一 场 点 也 
如 图 2-3 所 示 。 依 (2.1.6) 式 .有 


psR Q Ri, 
= | ks ~ el, |, re Be sin 0 do dp 


简便 的 办 法 是 先 对 9 积分 ,这 样 求 得 的 是 如 图 的 环 状 带 上 的 面 
电荷 在 王 点 的 合成 电场 , 它 是 沿 极 轴 方 向 的 , 故 只 取 dE 的 z 分 量 
dE cos a 进行 积分 即 可 : 


E= 碟 QT 5 和 de (2.1.8) 
og 
2 ER 了 
其 中 cos ce 人 二 -人 
0 +r-R’ 图 2-3 孤立 导体 球 的 电场 
cr 
所 以 sin 0 d9= ~ dcos 0) =EdR 
代 人 (2.1.8) 式 ,得 到 
= Q mRr+tr -a 一 Q -二 半生 ) ~ 
"aE 去 Ra RR 
-_Q 
dreor” 


r<a, 把 上 面 的 积分 中 的 下 限 变 为 a - ~ 即 可 : 


2 
Eme(R- TR) 0 
可 见 导体 球 内 部 没有 电场 。 这 个 特点 是 静电 场 与 距离 的 平方 成 反比 关系 的 直接 结果 , 它 也 被 
来 从 实验 上 验证 平方 反比 律 。 早 在 库仑 之 前 , 开 文 迪 什 就 用 如 下 的 静电 实验 作 过 验证 :他 将 
两 个 导体 半球 沉 充 电 以 后 和 一 个 内 球 相 接 触 ,然后 再 拿 掉 两 个 半球 这 ,检验 内 球 , 却 未 网 带电 ， 
说 明 导 体 球 内 部 没有 电场 。 他 因此 得 出 了 静电 力 服从 平方 反比 律 的 结论 。 设 库仑 定律 分 母 中 
RR 的 指数 为 2+ a, 开 文 迪 什 在 1771 年 得 到 的 数据 是 |a| 志 0.02。 现 代 量 于 电动 力学 的 研究 
又 发 现 RR 的 指数 同 光子 的 静止 质量 有 关 。 如 果 这 个 质量 为 零 , 则 a 严格 为 零 。 目 前 实验 给 出 
光 于 的 静止 质量 上 限 为 10"*kg, 这 相当 于 |a | 所 10""。 
从 上 述 计算 过 程 也 可 看 出 ,不仅 是 导体 球 ,凡是 一 层 球面 对 称 分 布 的 电荷 ,在 这 层 电荷 包 
玖 的 球体 积 内 产生 的 电场 都 为 零 ,在 球 外 产生 的 电场 等 效 于 位 于 球 心 的 点 电荷 产生 的 电场 。 
.31 . 


2.2 静电 场 的 基本 方程 
一 .静电 场 的 通 量 和 散记 ”真空 中 的 商 斯 定律 


先 建立 一 个 预备 概念 立体 角 ( 也 称 球面 角 )。 

(1) 球 面 元 的 立体 角 

在 一 个 半 色 为 R 的 球面 上 取 任意 形状 的 一 个 面 元 dS, ,就 可 构成 以 球 心 为 顶点 的 一 个 欠 
体 。 这 个 通体 的 空间 角度 就 是 立体 第 。 它 用 9 -来 度量 , 记 为 40 ,单位 为 球面 度 (sr)。 


整个 球面 的 立体 角 显然 是 4x。 
(2) 非 球面 元 dS 对 某 一 点 P 所 张 的 立体 角 
设 尼 为 dS 对 点 (或 P 点 对 d5) 的 相对 位 置 矢量 ,ax 为 R 的 单位 矢量 ,出 


ao- 时 生 (sr) (2.2.) 


Bd {b) 


图 2.4 立体 角 
《a) 球 面 元 对 球 心 的 立体 角 ;(b) 闭 合 面 对 内 部 的 点 已 张 的 立体 角 ;(c) 闭 合 面 对 外 部 的 点 张 的 立体 角 。 
如 果 以 P 为 球 心 ,r(x<RR) 为 半径 作 一 个 球面 , 则 可 看 出 d0 也 就 是 dS 对 P 点 所 构成 的 


欠 体 在 球面 上 割 出 的 面 元 dS, 的 立体 角 [ 图 2-4(a)]。 

一 个 形状 任意 的 闭合 面 S 对 某 点 P 所 张 的 立体 角 有 两 种 情况 : 

(1D) 点 也 在 S 之 内 。 由 图 2-4(b) ,显然 有 0 =4n; 

(2) 点 卫 在 S 之 外 , 见 图 2-4(c), 由 于 S 的 法 线 指向 闭合 面 外 ,闭合 面 的 两 半 ( 分 别 在 锥 
口内 外) 的 总 球面 度数 恰好 正 负 相 抵消 ,从 面 必 有 0 =0。 

下 面 推导 真空 中 的 高 斯 定律 。 

如 果 我 们 在 一 个 点 电荷 9 的 静电 场 中 任 取 一 个 闭合 面 S ,根据 库仑 定律 ,E 穿 出 S 的 净 通 
量 应 为 


.dS 一 gg ds- 2 和 -ad 
pe 45 = sk dS mt RY ire? 
根据 上 述 关 于 立体 角 的 知识 ,可 立即 得 到 
,lo 9 在 3 面 外 
fe d= ' 9 在 S 面 内 


推广 到 多 个 点 电荷 的 情形 , 则 有 
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FE-ds=$ (5E).ds- BH Eas- 2 (2.2.2) 

(2.,2.2) 式 就 是 真空 中 的 高 斯 定律 的 积分 形式 。 关 于 这 个 定律 ,应 注意 的 是 : 

(1) 等 式 右 端的 忆 g, 包括 各 种 形式 的 电荷 。 自 由 电荷 ,在 介质 分 子 内 的 束缚 电荷 ( 称 极 化 
电荷 ) ,都 应 计 人 。 

(2) 电 场 强度 EE 穿 出 S 的 净 通 量 取决 于 闭合 面 S 内 的 总 电量 ,但 召 本身 却 不 只 取决 于 闭 
合 面 内 的 电荷 , 面 是 由 电场 中 所 有 的 电荷 共同 产生 的 。 

矢量 场 EE 的 矢 线 一 电力 线 的 夯 法 见 1.3 节 的 规定 , 它 是 以 每 根 电力 线 代表 一 单位 的 电 
通 量 。 因 此 ,从 任 一 闭合 面 增发 出 或 减少 的 电力 线 根 数 取决 于 闭合 面 内 的 总 电量 。 并 且 , 某 点 
处 电力 线 的 密度 越 大 ,表明 该 点 的 电场 越 强 ;电力 线 上 任 一 点 处 的 切线 方向 表示 该 点 EE 的 方 
向 。 

根据 (2.2.2) 式 ,对 于 连续 分 布 的 体 电荷 则 应 当 有 


| pdr 
£0 


$e “dS = 
而 根据 散 度 定理 ,又 有 
bE .adS = jv: Edr 
比较 以 上 两 个 等 式 ,得 
[A Edr = | Ldr 


由 于 空间 * 的 大 小 形状 是 任意 的 ,因此 必须 有 


VE=2 (2.2.3) 
Eo 


这 就 是 真空 中 高 斯 定律 的 微分 形式 ,p 为 某 点 的 各 种 形式 的 电荷 密度 之 代数 和 。 作 为 EE 的 体 
积 导 数 , V .EE 仍然 是 一 个 分 布 函数 。Y ' 吾 的 分 布 就 代表 场 源 电荷 的 分 布 ,(2.2.3) 式 比 
(2.2.2) 式 更 为 具体 地 给 出 了 每 一 点 处 的 电荷 密度 。 注 意 :作为 E 的 空间 导数 , VE 只 存在 
于 已 连续 分 布 的 体积 中 :在 EE 发 和 突变 的 边界 面 上 , V *E 没有 意义 。 

从 高 斯 定律 可 以 看 出 ,静电 场 的 散 度 源 就 是 电荷 。 正 电荷 相当 于 流速 场 中 的 “喷泉 ”, 发 出 
电力 线 ,而 负电 荷 相当 于 “ 漏 口 ”, 吸 收 电力 线 。 只 要 没有 电荷 的 空间 就 便 有 VE=0, 表 明 在 
没有 电荷 的 空间 电力 线 不 可 能 相交 或 中 断 ,因而 也 被 称 为 “电力 管 "。 

静电 场 的 基本 方程 之 一 就 是 高 斯 定律 。 但 它 仅 反映 了 静电 场 特征 的 一 个 侧面 。 根 据 交 姆 
霍 兹 定理 ,还 应 该 考察 静电 场 特征 的 另 一 个 侧面 , 即 有 无 涡 旋 源 。 


二 静电 场 的 环 量 和 旋 度 


在 例 1.7 中 我 们 已 经 证 明了 凡是 .F(R)an 状 的 矢量 场 都 是 无 旋 场 。 场 强 公式 (2.1.3) 式 
表明 静电 场 正 是 这 种 场 。 虽 然 我 们 见 到 的 电场 图 千变万化 ,但 它们 莉 是 由 点 电荷 的 球 对 称 辐 
射 状 场 迁 加 而 成 的 。 由 于 Vx (DE) = >)( Vx EE,), 故 总 场 的 旋 度 仍然 为 零 ,故而 静电 场 


中 不 存在 涡 旋 源 ,没有 旋涡 现象 (表明 静电 场 的 电力 线 永 远 不 会 闭合 ): 
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中 .df = 0 《积分 形式 ) (2.2.4) 


V x 五 =0 【微分 形式 》 (2.2.5) 
(2.2.4) 和 (2.2.5) 就 是 静电 场 中 关于 环 量 和 旋 度 的 基本 方程 。 

以 上 的 推导 清楚 地 表明 ;静电 场 的 基本 方程 ,静电 场 的 有 散 无 旋 性 , 完全 是 库仑 定律 共有 
的 函数 形式 (所 反映 的 物理 实质 ) 所 决定 的 ,是 这 条 实验 定律 在 数学 上 的 直接 推论 。 因 此 ,库仑 
定律 是 静电 学 中 一 条 基本 的 定律 。 这 个 定律 在 后 来 又 被 科学 界 用 大 量 实验 反复 验证 过 。 现 代 
高 能 粒子 散射 实验 和 人 造 卫星 对 地 球 磁场 的 研究 证 实 库仑 定律 从 R 小 到 10 “m 至 R 大 到 
107 m 的 范围 都 精确 地 成 立 。 因 而 认为 它 在 更 大 的 范围 会 仍然 有 效 。 

但 是 ,应 该 特别 指出 的 是 ,虽然 本 书 中 高 斯 定律 是 从 静电 场 的 库仑 定律 时 出 的 ,但 它 却 是 
电磁 场 中 一 条 更 为 普遍 的 定律 。 即 使 在 时 变 电 磁 场 中 ,高 斯 定律 在 每 一 瞬间 也 成 立 ; 它 不 仅 对 
静止 电荷 ,而且 对 于 运动 电荷 也 成 立 。 这 已 经 为 实验 所 间接 证 明 。 

例如 ,根据 狭义 相对 论 ,以 速度 v 作 直 线 运 动 的 点 电荷 的 电场 将 如 图 2- 5 所 示 。 在 运动 
电荷 Q 的 前 方 或 后 方 的 电场 将 减 小 为 


人 


而 在 读 运 动 电 荷 所 在 的 垂直 于 运动 方向 的 平面 内 ,电场 将 增 大 为 


Es er 
[3 


一 般 ,在场 点 对 点 电荷 Q 的 相对 位 置 矢量 尺 与 v 的 夹 角 为 9 时 , 场 强 为 


Q 1 


E(0) = ie RY 可 i 《2.2.6) 


sim 8 


E 
这 说 明 库仑 定律 仅 适 用 于 静止 电荷 ,对 于 运动 的 电荷 则 需要 修 “WwW 2 
周 一 一 一 一 


正 。 而 作为 场 源 电荷 与 其 周转 电场 的 总 的 关系 的 高 斯 定律 却 
依然 正确 。 所 以 ,我 们 认为 高 斯 定律 是 关于 场 源 电荷 与 它 的 电 
场 的 关系 的 普 饥 规律 。 
当然 ,在 静电 场 中 ,可 以 认为 高 斯 定律 和 库仑 定律 是 等 价 
的 ,因为 我 们 也 可 以 在 定义 了 电场 强度 之 后 由 高 斯 定律 导出 库 。 图? $ ”运动 的 上 电 苛 的 电 和 
仑 定律 。 库 仑 定律 使 我 们 在 电荷 分 布 已 知 的 情况 下 求 出 场 强 
分 布 ,而 高 斯 定律 使 我 们 在 电场 分 布 已 知 的 情况 下 求 出 任 一 区 域内 \ 任 一 点 处 的 电荷 。 二 者 是 
以 不 局 的 形式 反映 了 静电 场 和 场 源 电 荷 之 间 的 关系 的 同一 客观 规律 。 
虽然 高 斯 定律 并 不 给 出 菜 一 点 的 场 强 ,但 是 当场 的 分 布 具 有 某 种 对 称 性 (如 球面 对 称 , 柱 
而 对 称 或 平面 对 称 ) 时 ,用 高 斯 定律 求解 将 比 用 (2.1.5) 一 (2.1.7) 式 进行 积分 要 大 为 简便 。 根 
据 具体 问题 ,可 以 采用 高 斯 定律 的 积分 形式 (2.2.2) ,也 可 采用 微分 形式 (2.2.3) 来 求解 。 根 据 
去 姆 者 效 定理 ,为 了 确定 矢量 场 应 联 立 求解 散 度 方程 (2.2.3) 和 旋 度 方程 (2.2.5)。 但 由 于 
静电 场 总 是 自动 满足 旅 度 方程 (2.2.5) 的 。 故 可 单独 求解 散 度 方程 (2.2.3)。( 但 对 两 维 以 上 
的 场 ,求解 的 散 度 方程 并 不 简便 。) 
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2.3 电 位 


1. 电场 强度 和 电位 的 关系 
由 于 VXE=0, 矢 量 场 E 必定 对 应 着 一 个 标量 位 场 。 我 们 这 样 来 定义 静电 场 的 标量 位 
一 一 电位 函数 @$: 


E=- VE= -grad® (2.3.1) 


加 负 号 使 得 EE 指向 电位 降低 的 方向 ,从 而 从 是 正 电荷 受 力 的 方向 。 在 直角 坐标 系 中 


= - -a Sg 2 2 
E=- Y= 9 5 0 By Qs Be 


按照 1.5 节 梯 度 与 方向 导数 的 关系 ,EE 在 任意 方向 : 上 的 分 量 为 


=_ yoa= -2 
FE-=- Vo'a= -3 (2.3.2) 


根据 1.5 节 的 论述 ,梯度 是 其 标量 位 的 空间 导数 ,而 标量 位 是 它 的 梯度 的 线 积分 , 故 P、Q 
两 点 间 的 电位 差 (电压 ) 等 于 如 下 的 线 积分 值 : 
Us = G0- 0 = [d= -vo d= [Ed (2.3.3) 
这 个 线 积分 与 P.Q 之 间 的 路 径 无 关 。 特 别 , 当 了 点 取 为 参考 点 , 且 参 考 电位 B( 卫 ) 取 作 零 ， 
则 Q 点 与 参考 点 之 间 的 电位 差 也 就 是 Q 点 的 电位 : 
Fo = 人 .dl (2.3.4) 
即 某 点 的 电位 等 于 把 单位 点 电荷 从 该 点 位 移 到 参考 点 的 过 程 中 电场 力 所 做 的 功 ,也 就 是 矢量 
场 下 从 该 点 到 参考 点 的 第 二 型 曲线 积分 值 。 
2. 电荷 任意 分 布 时 电位 的 计算 公式 
根据 (2.3.4) 和 库仑 定律 ,一 个 点 电荷 4 的 静电 场 中 任 一 点 的 电位 为 
Pp Pp mp 1 1 1 
JE “dl= |. pp “d= 人 Rd 一 生 伟 一 过)= rir te 
显然 ,把 参考 点 王 取 在 无 穷 远 (例如 大 地 ) ,并 且 取 参考 电位 C=0 最 为 简便 , 故 点 电荷 9 产生 
的 电位 场 为 


Br) FR (R=|r-r’|) (2.3.5) 


由 (2.3.5) 式 ,电位 与 场 源 电荷 的 电量 成 线性 关系 ,从 而 也 服从 迭 加 原理 ,这 就 从 原则 上 解 
决 了 任意 分 布 的 静电 荷 的 位 场 的 计算 ,从 而 有 : 


N 个 点 电荷 g(r) = Dk (R=Ir-r!l) (2.3.6) 
体 电荷 6(r) = r+ 加 (2.3.7) 
面 电荷 g(r) = | Ras+c . (2.3.8) 
线 电 从 or) = | 人 +C (2.3.9) 
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对 于 分 布 在 有 限 区 域内 的 电荷 (其 总 电量 必然 有 限 ) ,都 可 将 电位 的 参考 点 取 在 无 穷 远 点 ， 
因为 它们 的 场 都 是 点 电荷 的 位 场 的 选 加 ,对 无 穷 远 点 的 电位 仍然 会 
是 有 界 量 。 

由 于 电位 的 迭 加 是 数量 相 加 , 比 之 矢量 的 选 加 要 简便 ,所 以 在 
一 些 电荷 分 布 不 够 对 称 的 场合 ,可 以 先 通过 数量 选 加 来 计算 电位 。 
在 不 知道 电荷 分 布 的 边 值 问题 中 ,更 必须 借助 求解 关于 电位 的 微分 
方程 来 间接 求 得 场 强 。 


例 2.2 电价 按 体 密度 p(r) = po (1 瑟 } 分 布 于 一 个 半径 为 


a 的 球形 区 域内 (pe 为 常数 ) , 且 球 体外 有 一 层 半 径 为 5 的 接地 导 
体 球 壳 , 如 图 2-6 所 示 。 求 空间 各 点 的 电场 强度 和 电位 函数 。 
解 ”因为 电场 旺 球面 对 称 分 布 , 且 方 向 沿 径 向 ,适合 利用 高 斯 


图 2.6 有 屏 苹 这 的 带电 
定律 求解 ;又 因 是 由 源 求 场 , 故 宜 采用 其 积分 形式 。 球 及 电位 分 布 


内 球 的 总 电量 为 


4 2 
Q= [Eb = 下 pol1 一 到 jnrdr = rp 
(1) 当 ra, 作 过 该 点 的 ,以 O 为 球 心 ,半径 为 7 的 球面 (高 斯 面 ) ,并 应 用 高 斯 定律 ,得 到 


工矿 1 
bE d5 = Eelr)arr dr 


dp (§ 于 
2 一 of?_ _2? 
4rr 五 1 一 8 人 3 ) 


Ei(r)= < 摆 ( 村 -元 ) 


(2) 当 ae< r 生 5 通过 该 点 作 以 O 为 球 心 半径 为 的 球面 ,得 


$E, ‘dS=Q 
-aoa 

Ea(r) = a dreor’ 

故 a< r 扫 5 时 的 电位 为 
; 
so- [ae - 认 仁 - 
r 魏 a 时 电位 为 
_r “ 1 rope/l_1 
lr) = Eidr + | Edr = (5 过 ,+ ( ;) 


2 
= 全 六 - 邱 + 邯 - 称 ) 
En 


20c: 6 4 155 
(3) 当 +>5 时 ,由 于 屏 项 过 接地 , 作 包 围 屏蔽 沉 的 任意 形状 的 闭合 面 S 都 会 有 中 “ds 
= 0 , 故 必 有 


Es(r)=0 @(r)=®(6)=0 
如 果 没 有 屏蔽 过 ,并 假设 球 离 地 无 限 远 , 则 电位 的 参考 点 ( 面 ) 不 在 + = 6 处 ,而 在 无 穷 远 
.36 - 


点 。 这 相当 于 计算 电位 的 积分 限 5 一 oo 的 情形 ,在 多 和 的 表达 式 中 令 5 一 % 即 可 。 

例 2.3 无 限 长 同 轴 圆 柱 内 ` 外 导体 半径 分 别 为 和 如 ,内 外 导体 之 间 为 空气 ,并 加 昌 压 
六 ,如 图 2-7 所 示 。 求 同 轴 柱 间 的 电场 强度 E 和 单位 长 度 的 电容 
Cs 


解 ” 设 内 ,外 导体 圆柱 上 单位 长 度 的 电量 分 别 为 p 及 -pr。 
由 于 同 轴线 无 限 长 ,因而 在 * = C 的 任意 平面 上 场 的 分 布 都 应 相 
同 ; 再 由 选 加 原理 ,不 难 分 析出 这 种 场 是 径 向 分 布 、 轴 对 称 的 .o= C 
为 巨 的 等 值 面 。 基 于 上 述 分 析 , 作 单位 长 度 的 圆柱 形 高 斯 面 , 即 可 
求 得 同 轴 圆 柱 之 间 的 电场 强度 : 


fe: dS = E2xp = 各 


a .7 同 
E= oo 3xeop (2.3.10) 图 2-7 同 灿 图 柱 导体 
两 贺 柱 间 的 电压 为 
= = me 
"2 8 一 zn a 
故 p= (2.3.11) 
ng 
E,= 二 {2.3.12) 
ph 
单位 长 度 的 电容 
C= 台 =2mes (2.3.13) 
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a 
显然 ,(2.3.10) 式 也 是 无 限 长 直线 电荷 (密度 为 p, ) 的 场 强 公式 。 由 于 电荷 的 分 布 伸展 到 
无 穷 远 ,这 种 场 的 电位 参考 点 不 可 能 取 在 无 穷 远 点 ,一 般 取 一 个 足够 大 的 po( 使 足以 包括 所 关 
心 的 区 域 ) 为 参考 点 ", 从 而 无 限 长 直线 (或 圆柱 ) 电 荷 的 电位 场 为 


92 do = -2 in 和 
更 (p) = 了 do = 了 sp (2.3.14) 


对 于 两 根 平行 的 ` 线 密度 分 别 为 w 和 - Pp 的 无 限 长 圆柱 和 直线 电荷 ,也 称 线 偶 极 子 ,其 电 
位 场 应 是 每 一 根 单独 存在 时 的 场 的 代数 和 : 


Pp 
® po Pa pr pz res pi (2.3.15) 


显然 ,6 的 参考 点 应 取 在 p, = pz 的 平面 上 。 这 个 场 的 等 位 面 和 电力 线 分 布 见 图 5-17。 
式 (2.3.10) 一 (2.3.15) 都 是 常用 的 结果 。 


2.4 电 偶 极 子 


一 对 等 值 异 号 的 点 电荷 ,相距 一 个 相对 小 的 距离 1(1<<) ,就 构成 一 个 电 偶 极 子 。 电 侦 
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极 子 是 一 种 重要 的 电荷 系统 ,在 分 析 电介质 的 极 化 和 天 线 的 辆 射 场 等 场合 , 都 要 利用 这 一 模 
型 。 

电 偶 极 子 的 电 短 ( 简 称 电 偶 极 矩 ) 定 义 为 

p= 

其 中 1 的 方向 由 9 指向 + 9 ,单位 为 Cm。 

图 2-8 表示 一 个 电 偶 极 子 , 由 于 我 们 关心 的 是 阮 处 的 场 , 即 > 之 ! 的 情形 ,此 时 侦 极 子 已 近 
平一 个 点 , 故 可 采用 球 坐标 ,把 原点 置 于 偶 极 子 中 心 ,，z 轴 与 ? 
相合 。 

一 种 方法 是 从 计算 电位 着 手 来 简化 E 的 求解 。 远 处 任 一 
点 (>,9,9) 处 的 电位 为 两 个 点 电荷 单独 作用 时 的 电位 的 迁 加 : 

Bi 4.) 


dreory dreors dreorirs 


Plr,0,$) 


根据 余弦 定理 知 
mm=[+ (4) -roos0] ~r(1- toos0)!? 


m= [7 + (区) PR rt 二 eos9)1 


因为 > 六 ,可 将 ri,r, 用 泰勒 级 数 展开 ,并 略 去 高 阶 项 ,得 到 


riser- 二 cose8 rr+ eos0 
故 ro- rl cos 上 日 
ra 
从 而 
@= 00 pcosl (2.4.2) 
dreor: dreor” 
也 可 写成 
= -Pp'r _ Pp.vl 
© a 4neor” 4reo VY (2.4.3) 
由 此 得 到 偶 极 子 的 电场 分 布 为 
四 四 cosg 
E=- VEe= er v{ 2 ) 
- Do 138 
一 (= 加 + 7 3) 
=a, P00 a, Psing (2.4.4) 
dreor dneor 
也 可 表示 为 
二 -上 pr _p. 
p=-a 9 (= v [a 7 (+)] (2.4.5) 


另 一 种 方法 是 不 通过 电位 而 直接 计算 囊 人 信奉 和 了 才能 几 矢 全 要 加 转化 为 村 
要 加 。 把 (1+ 起 o0s 9),r2 1 二 (1 一 却 cos 9) 代 入 (2.1.3) 式 : 
38. 


E=-_4 vli+ dg vl 


dneo rl Aneo ry 


也 得 到 (2.4.4) 式 。 

电价 极 子 场 的 一 个 特点 是 电场 强度 与 r? 成 反比 , 比 单个 点 电荷 9 的 场 随 距离 减 小 得 更 

快 。 这 是 因为 从 远 处 看 + 9 和- 9 之 间 的 距 
离 近乎 为 零 , 因而 二 者 的 场 近乎 于 相互 抵 
消 。 

另 一 个 特点 是 ®、E 与 9 坐标 无 关 , 也 就 

是 电场 具有 轴 对 称 性 。 这 种 场 也 叫 作 子午 面 
场 , 意 为 在 每 个 子午 面 (9 为 任意 常数 的 平面 
上 场 的 分 布 都 相同 。 
荣 一 子午 面 上 电 侦 极 子 的 电力 线 和 等 位 
线 如 图 2-9 所 示 。 该 等 位 线 疼 是 在 直角 化 标 
系 中 把 坐标 和 电位 妇 一 化 并 编写 计算 机 绘 
程序 而 得 到 的 : 

在 直角 坐标 系 中 
ri=[z’ +y +(z-t2) 12 
ra= [zt yt (rt) 

令 归 一 化 值 工 = xii, y= yli,z= zi, 史 = 


@1 (5 7) (2.4.3) 式 就 变 成 为 


图 2-9 电 偶 极 子 的 电场 


o- 1! _ 1 
NE + Vert + 
然后 在 z=0( 或 y=0) 的 子 年 面 上 ,在 该 等 位 线 方程 中 令 甸 为 一 系列 的 常数 ,就 可 得 到 一 个 z 
一 2 或 = 一 工 ) 曲 线 族 一 一 等 位 线 族 。 
我 们 也 可 以 在 球 坐 标 下 画 出 @ 与 EE 的 分 布 , 见 下 例 。 
例 2.4 导出 球 坐标 下 电 偶 极 子 的 等 位 线 和 电力 线 方程 。 
解 ” 先 看 等 位 线 方程 。 它 可 由 (2.4.2) 式 得 到 : 


cosb _ 
"cv (c=/#ses) (2.4.6a) 


取 C 为 一 系列 不 同 的 常数 (相应 于 中 取 一 系列 电位 值 ), 就 可 画 出 一 族 " 对 6 的 曲线 (等 位 
线 )。 

下 面 推导 电力 线 方程 。 某 点 电场 强度 的 方向 就 是 该 点 电力 线 的 切线 方向 ,而 切线 方向 可 
以 看 成 是 矢 线 上 该 点 处 的 线 元 di 的 极限 方向 ,从 而 有 dl = i 巨 。 因 此 ,也 应 有 百 xdi= 9。 二 


者 都 是 电力 线 的 矢量 形式 的 微分 方程 。 比 较 简单 的 办 法 是 把 前 者 在 球 坐 标 系 中 展开 ， 
.39 . 


adr + gardO + apr sin dp = h(a,E, + agEs + aoE,) 
两 个 矢量 相等 时 每 个 对 应 分 量 都 相等 ,从 而 得 到 两 个 等 式 
dr rde_r sin Odg 
6 


E E E, 
考虑 到 电 侦 极 子 的 场 没 有 E, 分 量 ,并 利用 (2.4.4) 式 ,就 可 得 到 
dr _rdg 
2ecosg sinb 
dr .2d(sin 0) 
六 sing 
积分 得 Inr=2In(sin 8}+InC” 
r=C'sin0 {2,4.6b) 


(2.4.6b) 式 就 是 所 求 的 电力 线 方程 。 取 一 系列 的 C“ 值 ,就 可 得 到 > 对 9 的 一 族 电力 线 。 

如 果 定 义 点 电荷 的 电 矩 是 其 位 置 矢量 + 与 电量 g 的 乘积 
gr ,出 电 侦 极 子 的 个 极 矩 恰 是 两 个 点 电荷 + 4 和 -- 9 的 电 矩 的 
矢量 和 :gl = qr, 一 gr_。 

推广 到 分 布 电荷 的 情形 , 则 总 的 电 和 矩 为 每 个 点 电荷 或 单元 
电荷 对 原点 的 电 矩 的 矢量 合成 ( 选 加 或 积分 )。 

例 2.5 一 个 半径 为 a 的 带电 球 壳 如 图 2-10 所 示 ,其 电荷 
面 密度 为 ps = po cos 9(9 是 极 角 ) ,计算 它 的 偶 极 矩 。 

解 ”把 每 个 球 而 元 psdS 看 成 一 个 点 电荷 , 则 该 点 电荷 的 
电 矩 为 dp = psdS r。 积 分 时 应 把 它 分 解 为 直角 坐标 分 量 , 然 
后 各 分 量 分 别 积分 

dp = psdS r= po cos O(ava sin boos pt+a sin Osin 9 + asa cos 0)a? sin gdgdp 


图 2-10 带电 球 壳 的 电 甜 


ax nx 
p -| [Cea sin @ cos ¢ + gya sin 0 sin ¥ + Qoa cos 0)a’ po.cos 0 sin dOdg 


zx rn 
= pao,|, 下 cos gsin bdgdp 


3 E32 4: 3 
= ~ a.2xp0a’ 3 六 = a, -学 wm (2.4.7) 


它 栓 好 相当 于 一 个 位 于 球 心 的 电 偶 极 子 。 利 用 (2.4.3) 式 , 它 在 球 外 一 点 的 电位 应 为 
-0s 0 (2.4.8) 


= 
dreor” 3eo r’ 


呈 2.5 是 一 个 正 负 电量 恰好 相等 ,分布 又 对 称 的 例子 。 对 于 一 般 的 、 在 空间 区 域 r 中 任 
意 分 布 的 电荷 系统 , 正 负 电量 未 必 相 等 ,分 布 也 不 一 定 对 称 。 我 们 先 讨 论 * 中 有 NN 个 离散 分 
布 的 点 电荷 的 情形 ,如 图 2-11 所 示 。 此 时 空间 任 一 点 > 的 电位 为 
N 


一 于 

G(r) = 2 re {2.4.9) 

其 中 Ri=[r ?tr -2rr cos t=r[1+ta] (2.4.10) 
t= -2(rifr)oos :+ (rr (2.4.11) 
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假设 已 点 足够 远 , 以 致 ">>r~ (=1,2,…,N) ,根据 才 级 数 展开 式 , 就 有 


起 = 二 re)2= 310_ 了 + 早生 融和 二 
= 工 [1+ 至 cosg je (2.4.12) 
故 $B(r)= 5 et ee 5 Dames ht Rr 3 球 (3008 0 ~ 1) + 
{2.4.13) 
(2,4,13) 式 称 作 该 电荷 系统 的 标量 位 的 多 极 展开 式 或 多 极 子 位 。 式 中 第 一 、 二 、 三 项 分 别 是 单 


极 项 g@w、 个 极 项 do 和 四 极 项 @o。 当 电荷 为 连续 分 布 时 ,把 上 式 中 对 离散 电荷 的 求 和 相应 
地 改 为 对 连续 电荷 的 积分 即 可 。 


图 2-11 电荷 系统 产生 的 电位 的 计算 图 2-12 电 四 极 子 的 电力 线 和 等 位 线 
当 整 个 电 蓓 系统 的 净 电量 9 产 0 时 ,初级 的 ,最 粗略 的 近似 ,是 把 整个 电荷 系统 等 效 为 
一 个 点 电荷 ,也 就 是 只 取 (2.4.13) 式 的 第 一 项 ys。 如 果 要 提高 精度 ,就 应 把 整个 系统 等 效 为 
一 个 点 电荷 和 一 个 电 侦 极 子 的 场 的 迭 加 ,也 就 是 只 取 (2.4.13) 式 的 前 两 项 。 当 zg; =0, 则 单 
极 项 为 零 , 整 个 系统 就 可 近似 地 等 效 成 一 个 侦 极 子 。 本 节 前 面 讨论 的 电 侦 极 子 以 及 例 2.5 就 
是 多 极 展开 式 中 仅 含 偶 极 项 的 简单 特例 。 并 且 , 容 易 证 明 N=2 时 的 Bp 项 与 表达 式 (2.4.2) 


式 是 一 致 的 。 

如 若 需 要 进一步 提高 精度 ,就 要 把 多 极 子 位 的 第 三 项 一 四 极 子 位 @o 考虑 进来 了 。 电 
四 极 子 或 四 极 电 矩 的 场 分 布 如 图 2-12 所 示 。 

有 趣 的 是 ,关子 cos 6 的 函数 (2.4.13) , 正 符合 勒 让 德 (Legendre) 多 项 式 的 形式 。 由 


1 四 
人) (HSl,y<h) (2.4.14) 
定义 的 勒 让 德 多 项 式 P; (x) 中 
Pi(z)=1 Pi(z)=z Pi(z)= 寺 (3z2-D … (2.4.15) 
车 令 Zi=eos tb 


则 (2.4.13) 式 也 可 用 勒 让 德 多 项 式 的 形式 表达 出 来 
.41 。 


y 
> [Dar Pi (cos 8,)] 


让: fr 


Br)= 


A 


a 六 各 


= et me FD ariP (esl )+—s 


{2.4.16) 

电荷 系统 的 原点 位 置 取 在 区 域 r 内 或 5 的 附近 和 尼 可 。 一 般 习 惯 于 把 原点 设 在 正 负电 荷 的 

对 称 中 心 。 可 以 证 明 , 电 位 的 多 极 展开 式 (2.4.13) 或 (2.4.16) 中 的 单 航 项 只 取决 于 电荷 系统 

本 身 , 与 坐标 原点 位 置 的 选 笃 无 关 。 并 且 可 以 证 明 , 当 单 极 项 为 零 即 系统 的 正 负 电量 相等 时 ， 
偶 极 项 也 不 会 受 坐 标 平移 的 影响 。 


2.5 介质 的 极 化 ”介质 中 的 高 斯 定律 ”电位 移 


电介质 (dielectric) 就 是 通常 所 说 的 绝缘 体 。 与 处 在 电场 中 的 导体 内 有 大 基 自 由 电子 的 情 
况 相反 , 理 想 的 电介质 中 是 无 自由 电子 的 。 电 子 虽然 不 能 脱离 分 子 成 为 自由 电子 ,而 是 束缚 在 
分 子 内 ,但 在 外 电场 的 作用 下 介 质 分 子 会 被 极 化 而 出 现 极 化 电 蓓 ,也 称 束缚 电荷 ,被 极 化 的 分 
子 可 等 效 为 电 偶 极 子 ( 见 图 2-16)。 

在 外 加 电场 的 激励 下 介质 分 子 的 极 化 可 分 为 两 类 不 同 的 机 制 :无 极 分 子 的 位 移 极 化 。 
单 原子 分 子 (如 金属 ) .和 、N; 以 及 CH4 (甲烷 )\CCL、CO 等 正 , 负 电荷 均 呈 对 称 分 布 的 分 子 ， 
在 无 外 加 电场 时 , 正 负电 荷 中 心 重 合 ,不 存在 固有 电 失 。 在 有 外 加 电场 作用 时 , 正 ` 负 电荷 的 中 
心 产生 微小 距离 ,形成 一 个 电 惕 和 极 子 ( 疯 图 2-13)。@ 有 极 分 子 的 
取向 极 化 。 分 子 上 共有 轩 有 电 矩 ,但 在 无 外 电场 时 凌乱 排列 而 合成 
电 矩 为 零 。 有 外 加 电场 作用 时 ,分 子 句 有 电 和 撼 会 多 少 转动 一 个 角 ya 
度 , 使 取向 趋 于 一 致 而 形成 与 外 电场 方向 一 致 的 合成 电 矩 。 OC 人) 

无 论 上 述 哪 一 种 情况 ,在 各 向 同性 介质 中 ,由 这 些 束缚 电荷 、 
(或 说 由 这 些 电 侦 极 子 ) 产 生 的 二 次 电场 总 是 与 外 电场 反方 向 的 ， 


一 —— 


其 效果 是 削弱 原 电场 。 所 以 ,理想 电介质 中 虽 无 自由 电子 而 不 导 下 
电 ,但 介质 中 却 存在 着 电场 ( 比 原 外 加 电场 弱 )。 这 与 理想 导体 中 图 2.13 GD, 分 于 在 
有 自由 电子 而 导电 却 不 存在 电场 的 情况 正 相反 。 外 电场 中 极 化 产生 电 扰 


为 了 表征 和 度量 介质 极 化 的 程度 ,引入 极 化 强度 这 一 物理 
量 。 某 点 r 处 的 极 化 强度 定义 为 
>P. 
P(r) = lm (C/m) (2.5.1) 


其 中 ypP, 是 Ar 体积 内 所 有 电 侦 极 子 的 电 矩 忆 , 的 矢量 和 ,故而 极 化 强度 P 表示 茶点 处 单位 
体积 中 的 总 电 矩 , 它 也 是 一 个 分 布 函数 。 若 某 点 处 的 分 子 密度 为 N ,分 子平 均 电 和 矩 为 P,, 显 

然 有 
Pp = lm PsNAr - NP,。 (2.5.2) 

Ar0 Ar 
如 果 已 知 介质 中 极 化 强度 P(r) 的 分 布 , 则 P(r)dr 就 相当 于 一 个 小 电 矩 。 于 是 ,根据 电 
侦 极 子 的 电位 公式 (2.4.3) ,就 可 写 出 这 块 介质 在 空间 任 一 点 产生 的 电位 {不 包括 使 介质 极 化 
.42 . 


的 外 电场 的 电位 ): 
了 (Cr )dr， ar 1 ‘1 
sr)=|. = | Pv Rar (2.5.3) 


dreoR’ dreo 
上 式 第 二 个 等 号 后 没有 负 号 是 因为 V (页)= -Y ( 责 ), 网 例 1.9。(2.5.3) 式 表明 : 极 化 介质 


所 产生 的 电场 可 以 作为 真空 中 电 偶 极 子 的 电场 来 计算 。 事 实 上 ,由 于 分 子 中 的 电子 ,原子核 等 
带电 粒子 的 大 小 远 比 它们 相互 之 间 的 距离 要 小 得 多 , 故 可 把 极 化 电荷 或 束缚 电荷 看 成 真空 中 
的 电荷 对 。 
我 们 也 可 以 不 利用 关于 电 偶 极 子 的 公式 ,而 是 考虑 束缚 电荷 的 作用 来 求解 仅 由 极 化 介质 
产生 的 电场 (也 称 二 次 电场 )。 利 用 矢量 恒等式 
V'(DA)=A' VOHOV'A 


(2.5.3) 式 可 进一步 写成 为 


ot (ve i] Ca 
其 中 下 “表示 对 源 点 坐标 求 导 , 而 不 是 对 场 点 坐标 求 导 。 再 由 散 度 定理 ,就 可 得 到 
1 iP:n 1rvi:P 
一 4xeols 下 4 一 村 可 -及 dr (2.5.5) 
把 上 式 的 第 二 项 和 第 一 项 分 别 与 电位 公式 (2.3.7) 和 (2.3.8) 式 相 比照 ,可 看 出 -VP 和 Pn 分 


别 相 当 于 体 电荷 密度 和 面 电荷 密度 ,只 是 这 种 电荷 束缚 在 分 子 内 部 ,不 是 自由 电荷 。 因 此 有 : 


东 缚 电荷 的 体 密度 pp=—V°P (2.5.6) 
束缚 电荷 的 面 密度 pw=P:n (2.5.7) 
4 为 该 介质 表面 的 外 法 线 。 “ 


(2.5.5) 式 表明 , 极 化 介质 的 效应 可 以 用 介质 体内 出 现 体 束缚 电荷 pe = -V*P 和 介质 表 
面 出 现 面 东 缚 电荷 pm = Pn 来 解释 。 这 样 , 极 化 介质 产生 的 电场 的 电位 除了 用 (2.5.3) 式 ， 
也 可 利用 已 知 的 极 化 强 订 分布 P(r“ ) 或 东 缚 电荷 分 布 p(x ) 和 prs(r ) 按 (2.5.5) 式 来 计算 。 
例如 ,一 个 极 化 强度 为 P = apo(r 扫 ea) 的 均匀 永久 极 化 介质 球 的 束缚 面 电荷 会 形成 一 
个 例 2.5 中 的 带电 球 壳 ,因为 px 的 分 布 从 是 
pes= Pon=Poa.a,= po cos 0 
如 果 我 们 利用 (2.5.5) 式 的 面积 分 再 次 计算 ,可 得 到 球 外 的 电位 分 布 恰 是 (2.4.8) 式 ;还 可 算出 
球 内 > 轴 上 的 电位 分 布 : 


Pox 
P= (ra) 


上 式 实际 上 是 球 内 任 一 点 的 电位 表达 式 (这 需要 使 用 5.3 节 的 分 离 变量 法 来 求解 ), 因 而 球 内 
匀 强 电场 


从 (2,5.5) 式 出 发 可 以 进一步 导出 介质 中 的 高 斯 定律 。 
根据 电位 的 遂 加 原理 , 犯 极 化 介质 产生 的 场 选 加 到 使 它 产生 极 化 的 外 电场 上 , 也 即 把 
(2.5.5) 式 同 (2.3.7) 式 和 (2.3.8) 式 的 两 端 分 别 相 加 ,就 可 得 到 
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Tes+remie Lf ppe 
= Re ds+ 区 -| dr (2.5.8) 


上 式 中 pe 与 p 的 地 位 是 完全 相 网 的 ,因此 我 们 应 用 真空 中 的 高 斯 定律 时 应 把 东 缚 电荷 er 也 
计 人 。 这 是 比 真空 的 情形 更 为 复杂 的 一 点 。 此 时 ,高 斯 定律 的 微分 形式 应 为 
ptpe_ yg 


£0 
但 是 ,束缚 在 分 子 内 的 电荷 是 无 法 测量 的 。 为 了 消除 实用 上 的 不 便 , 可 把 上 式 同 (2.5.6) 式 两 
端 分 别 相 加 而 得 到 


V-(eoE+P)=p 
若 引 人 一 个 轴 助 矢量 一 一 电位 移 或 称 电 通 密度 (其 单位 为 Ci ): 


D=eE+P (2.5.9) 

就 可 得 到 一 个 更 简洁 的 等 式 
VD=p (2.5.10) 

再 利用 散 度 定理 ,就 可 导出 
fp .ds=Q (2.5.11) 


(2,5,10) 和 (2.5.11) 式 就 是 介质 中 高 斯 定律 的 微分 形式 和 积分 形式 。 该 定律 表明 ; 穿 过 任意 
闭合 而 的 电位 移 净 通 量 等 于 闭合 而 内 所 包围 的 自由 电荷 总 电量 。 而 且 , 电 通 量 的 单位 就 是 电 
量 的 单位 。 在 不 需要 计算 东 缚 电荷 的 问题 中 ,使 用 (2.5.10) 和 (2.5.11) 式 是 很 方便 的 。 

一 般 来 说 ,介质 的 极 化 强度 与 电场 强度 之 间 的 关系 是 很 复杂 的 。 但 是 ,对 于 线性 各 向 同 
性 介质 来 说 ,实验 表明 P 与 记 之 间 的 关系 可 以 简单 地 表达 为 一 种 正比 例 关系 : 

P=x.eoE (2.5.12) 

其 中 介质 的 极 化 率 x。 是 一 个 表明 介质 极 化 程度 的 量 ,无 量 纲 。 对 每 种 电介质 而 言 , 在 场 强 的 
一 定 范围 (不 太 大 时 ) 是 一 个 常数 。 把 (2.5.12) 代 人 (2.5.9), 可 得 到 电介质 的 本 构 关系 或 组 成 
关系 


D={(1+x.)eE=eveE=eE (2.5.13) 
其 中 的 e, 叫 作 相对 电容 率 或 相对 介 电 常 数 
ec=1+Xe= 芋 (2.5.14) 
e: 是 一 个 因 介质 而 异 的 无 量 岗 的 常数 ,是 比较 各 种 电介质 的 重要 和 参数。 一些 常见 材料 的 
相对 电容 率 列 于 表 2.1。 
表 2.1 常见 材料 的 相对 电容 率 
材 料 er 材 料 tr 材 料 er 
空气 1 尼龙 3.5 橡胶 2.3~4.0 
燕 乙 水 B80 有 机 玻璃 3.4 次 5.7 
海水 4 玻璃 4~10 二 氧化 竺 3.8 
冰 4.2 纸 2~4 食盐 5.9 
和 干 土壤 3~4 云母 6.0 府 乙 妖 2.3 
再 精 25 | 胶木 5.0 | 来 四 饼 乙 焕 2.1 


< 是 电介质 的 介 电 常数 或 电容 率 ,单位 为 Flm。 

各 向 同性 介质 的 。 是 标量 ,意味 着 介质 的 电 性 质 与 外 加 电场 的 方向 无 关 。 

各 向 异性 介质 的 。 是 二 阶 张 量 , 即 矩阵 。 这 类 介质 的 性 质 与 外 加 电场 的 方向 有 关 。 

线性 介质 的 。 不 是 场 强 的 函数 , 即 DD 与 E 成 正比 。 有 些 介质 D 与 E 之 间 不 成 正比 , 称 为 
非 线性 介质 。 各 向 异 人 性 和 非 线性 介质 的 例子 有 石英 及 酒石酸 钙 钠 、 詹 酸 钢 等 铁 电 体 材 料 。 

均匀 介质 的 e 对 于 介质 中 点 的 坐标 而 言 是 个 常数 。 

真空 中 的 高 斯 定律 (2.2.2) .(2.2.3) 可 以 看 成 是 介质 中 的 高 斯 定律 (2.5.10)、(2.5,11) 在 
< = so 时 的 特例 。 所 以 ,后 者 是 比 前 者 更 为 普遍 适用 的 形式 。 但 是 当 我 们 想 计算 东 缚 电荷 时 ， 
则 可 能 会 需要 真空 中 的 高 斯 定律 ,因为 在 介质 中 的 高 斯 定律 公式 里 不 出 现 东 缚 电荷 。 

关于 电位 移 通 量 只 与 自由 电荷 有 关 这 一 点 ,我 们 可 以 作 这 样 的 定性 解释 :D = eoE+P 式 
中 ,EE 是 原 电场 被 介质 的 束缚 电荷 的 场 裔 弱 后 的 总 电场 ,故而 再 加 上 与 E 同方 向 的 P 以 后 ,就 
弥补 了 束缚 电荷 的 负 影 响 , 因 而 使 得 D 就 只 取决 于 自由 电荷 了 。 
国 2 -于 量 天 了 于 行 所 各 间 有 介 拉 机 和 多 下 各 全 人 


Ps 


图 2-14 加 线 .EE 线 和 P 线 对 照 图 
(a)D 线 i{b)E 线 ;(c)P 线 。 
P-# 与 -V'P 分别 出 现在 (2.5.5) 式 中 电荷 面 密度 和 体 密度 的 位 置 上 并 非 偶然 。 事 实 


上 ,我 们 还 可 以 用 物理 的 “计数 "的 办 法 来 证 明 它 


们 确实 表示 束缚 电 蓓 的 而 密度 和 体 密度 。 
如 图 2-15 所 示 ,假设 我 们 作 的 高 斯 而 S 穿 2 
过 一 块 电介质 。 考 虑 S 上 的 一 个 以 面 元 AS 为 SS 
底面 ,以 极 化 分 子 一 一 电 偶 极 子 的 平均 长 度 2 为 
斜 高 的 小 体积 Ar = AS- I。 如果 介 质 分子 的 位 ot 


置 按 正 、 负 束缚 电荷 的 距离 ! 的 中 点 所 在 的 位 置 
而 沦 , 则 可 看 出 ,凡是 位 于 这 个 小 体积 内 的 个 极 15 于 而 六 罗 | 和 
子 ,其 正 、 负 电荷 都 是 分 跨 在 AS 的 两 侧 的 (因为 
高 斯 面 是 没有 几何 厚度 的 数学 曲 而 )。 反 之 ,凡是 正 , 负 电荷 分 跨 在 dS 两 侧 的 分 子 都 在 这 个 
小 体积 内 了 。 这 个 小 体积 中 的 偶 极 子 数目 为 
n= NAr= NI*AS 

从 而 伸 出 AS 而 元 的 正 电 荷 电量 为 

ng= Ngl"AS= NPw*AS= PnAS 


故 束缚 电荷 的 而 密度 为 


Pre™ 如 =P:n 
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此 , 穿 出 整个 闭合 面 S 的 束缚 电荷 总 电量 应 为 中 P " mdS , 它 应 与 S 面 内 包围 的 束缚 电量 
等 值 异 导 (因为 整个 介质 是 中 人 性 的 )}。 青 利用 散 度 定理 ,就 有 

$ Pp.ds=-|pdr=| ypPdr 
出 于 S 的 大 小 形状 是 任意 的 , 故而 必 有 体 束缚 电荷 密度 为 
pr=— VP 
由 束缚 电荷 的 密度 公式 (2.5.7) 式 也 可 以 看 出 ,在 电介质 的 表 而 


上 ,总 会 有 束缚 面 电荷 的 ;但 在 介质 体积 中 ,如 果 介 质 是 均匀 的 (e 为 常 
数 ), 又 无 自由 体 电荷 ,是 不 会 有 束缚 体 电荷 的 。 图 2- 16 画 的 是 一 块 被 


航 化 的 介质 ,介质 体积 中 处 处 都 有 正 、\ 抽 电荷 相抵 消 ,而 在 介质 的 一 合 。 ”jw 全 


表面 上 都 是 正 电 荷 , 相 反 的 一 侧 表面 上 都 是 负电 荷 ,无 以 抵消 。 


如 车 介质 不 均匀 或 介质 内 存在 自由 电荷 , 则 介质 内 部 会 出 现 体 束缚 电荷 。 证 明 如 下 ; 
V:D= Vv:(eE)=E'VeteV'E 


p=E: Veta (pt pe) 


sz 一 1 Ver 
Ar 站 (2.5.15) 


对 于 线性 均匀 介质 ,有 Ve, = 人 0, 故 而 


er-l1 
pp=— p pr=ptpe=£= -ae (2.5.16) 


即 仅 当 P 存在 时 才 会 有 pe 存在 ,二 者 同时 存在 或 同时 不 存在 ,而 且 异 性 。 由 (2.5.16) 式 ,还 可 
推 知 穿 出 任意 闭合 面 的 面 束缚 电荷 总 量 Qes , 面 内 包围 的 体 束 缚 电荷 总 量 Qe 及 自由 电荷 量 
Q 之 间 应 有 类 似 的 数量 关系 


， -1 
-Qs -0 QQ+Q a- 


对 于 非 均 名 介质 , Ve 尖 0。 由 (2.$.15) 式 ,即使 介质 内 并 无 自由 电荷 ,也 会 有 
pr=eoV *E= -2 Ve):E0 


这 正 是 发 生 在 不 均 句 的 介质 波导 (包括 光纤 ) 中 的 情形 。 在 EE 的 作用 下 ,介质 的 任何 个 均匀 将 
导致 极 化 的 不 均匀 而 出 现 微观 电荷 ,表现 为 有 源 场 。 
综 上 所 述 , 静 电场 的 基本 方程 为 : 


(积分 形式 ) (微分 形式 ) 
高 斯 定律 $p -dS=Q (2.5.11) Vp=p (2.5.10) 
保守 性 中 Ed=0 (2.2.4) VxE=0 (B=-VG) 《2.2.5) 


本 构 关系 DD=eE( 各 向 同性 介质 ) (2.5.13) 
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2.6 静电 场 的 边界 条 件 


实际 情况 中 ,空间 并 非 都 充满 同一 种 介质 。 例 如 , 同 轴 电 缆 中 会 有 不 只 一 层 绝缘 物 ; 所 讨 
论 的 场 也 总 是 存在 于 各 种 形状 和 材料 的 界面 所 限定 的 空间 中 。 在 外 加 电场 的 作用 下 ,介质 表 
面 上 总 是 有 束缚 面 电荷 的 ,其 所 产生 的 场 选 加 在 原 电 场 上 ,使 场 量 D、E 在 越过 界面 时 发 生 突 
变 。 但 是 ,这 种 变化 也 应 服从 静电 场 的 基本 方程 。 由 于 微分 形式 的 基本 方程 要 求 场 量 连续 ,可 
微 ,所 以 在 边界 处 只 能 利用 积分 形式 的 基本 方程 去 进行 分 析 。 
图 2-17 描绘 了 场 量 在 介质 分 界 而 处 是 如 何 变化 的 。 介 质 界面 处 的 束缚 电荷 会 发 出 ( 终 
止 )E 线 。 由 于 了 线 只 会 起 止 于 自由 电荷 , 故 D 线 的 数 


目 不 会 增 减 。 根据 PD .dS =0(S 由 界面 两 侧 的 垂直 截 


面 S, .S。 和 与 D 线 平行 的 侧面 构成 ), 穿 过 S, 和 S; 的 
电位 移 通 量 (D 线 根 数 ) 必 须 相 等 ;由 于 D 线 发 生 届 折 
( 详 见 下 文 ), 必 有 S; 关 SS;, 故 分 界面 两 侧 的 通 量 密度 ( 表 
现 为 D 线 的 密度 ) 必 不 相等 ,也 就 是 D 的 模 一 定 会 随 着 
届 折 而 突变 。 图 2-17 电介质 分 看 潭 处 了、 下 的 突变 

设 界面 的 法 线 由 介质 2 指向 介质 1, 并 把 分 界面 处 的 场 量 分 解 为 与 界面 垂直 的 分 量 (法 向 
分 量 ) 和 与 界面 相 切 的 分 量 ( 切 向 分 贡 ) ,分 别 研究 两 种 分 量 各 自 服从 何 种 变化 规律 。 

1. 不 同 介质 分 界面 上 的 法 向 边界 条 件 

如 图 2-18 所 示 , 在 分 界面 上 取 一 个 扁 柱 形 闭合 面 。 上 .下 底面 AS 与 分 界面 平行 ,并 跨 在 界 
面 的 两 侧 , 柱 高 Ah 一 0, 即 柱 体 将 无 限 压 扁 成 为 面 。 对 这 个 扁 柱 形 闭合 面 应 用 高 斯 定律 ,得 到 


$ DdS - DAS - DanAS = psAS 
s 


Ds, -Ds,=ps 或 n:(D,-D:)= ps (2.6.1) 

(2.6.1) 式 就 是 电介质 分 界面 上 的 法 向 边界 条 件 , ps 是 分 界面 上 的 自由 电荷 密度 。 当 分 界面 
上 没有 自由 电荷 时 (静电 场 中 介质 分 界面 上 没有 自由 电荷 ), 则 D 的 法 向 分 量 连续 : 

Ds=Dz 或 n'Di=n'D; (2.6.2) 


根据 (2.3.2) 式 ,应 有 ,= aE。= -6 2 Ci=12), 故 (2.5.1) 和 (2.6.2) 还 可 分 别 写 为 
如 下 形式 


a ag 
-eB te Bn os (2.6.3) 
?2 -2 (2.6.4) 


El Bn Ey dn 
这 就 是 用 电位 表示 的 法 向 边界 条 件 。 
2. 不 同 介质 分 界面 上 的 切 向 边界 条 件 
在 分 界面 上 取 一 个 如 图 2-19 的 矩形 闭合 路 径 C。 两 个 长 边 A 与 分 界面 平行 ,分 别 位 于 
分 界面 的 两 侧 。 两 个 短 边 Ah->0, 从 而 C 所 包围 的 矩形 面 将 无 限 压缩 成 为 线 。C 所 围 成 的 搜 
形 面 垂直 于 介质 分 界面 ,因而 它 的 法 线 * 也 垂直 于 n。 环 路 C 的 绕 行 方向 如 箭头 所 示 , 则 电场 
强度 党 C 的 环 量 为 
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Ed= EA- EAl=0 


图 2-18 静电 场 介质 分 界 图 2-19 静电 场 介质 分 界面 的 切 向 边界 条 件 
面 的 法 向 边界 条 御 


把 AI= s XnAl 代入 上 式 得 
Er:(sXn)Al- E:(sxXn)Al=0 
再 利用 矢量 混合 积 的 轮换 性 ,上 式 可 变 为 
s(nxXE)-s:(nx E)=0 

由 于 环 路 C 是 任 取 的 ,意味 着 其 法 线 s 的 方向 是 任意 的 ,因而 必须 有 

nxXE=nXE;, 
即 Er sin bi = Ez sin 0 
或 . ， EN= 巨 。 (2.6.5) 
用 电位 表示 的 切 向 边界 条 件 为 

G = BD, (2.6.6) 
{2.6.6) 式 可 简单 证 明 如 下 :根据 (2.3.2), 可 把 (2.6,5) 式 改写 为 


在 界面 的 两 侧 沿 着 分 界面 的 切 向 进行 积分 ,得 
Dat = [a 
B=DB,+C 

从 数学 上 说 ,如 果 更 |; 和 Dp; 活着 边界 面 上 的 同一 条 切 向 路 径 变 化 率 相同 , 则 可 相差 一 个 任意 
常数 。 但 是 从 物理 概念 上 ,这 个 常数 必须 为 0, 否则 ,根据 EAh = 人 A 和 AP 一 0( 分 界面 无 几何 
厚度 ) ,就 必须 有 E->co。 换 言 之 ,有 限 的 场 强 在 一 个 零 距 离 上 是 积累 不 出 电位 差 的 ,所 以 介 
质 分 界面 两 侧 的 电位 必须 相等 。 由 此 也 可 见 ,分 界面 上 一 层 而 电荷 的 存在 会 导致 场 强 突变 ,但 
并 不 会 导致 电位 突变 。 而 电 偶 层 (等 密度 异性 的 两 层 而 电荷 , 相 肛 1 一 0) 会 寻 致电 位 突变 。 

由 以 上 的 分 析 可 看 出 ,静电 场 的 边界 条 件 实质 上 就 是 静电 场 积分 形式 的 基本 方程 在 介质 
分 界面 上 的 特殊 形式 或 极限 形式 (体积 压缩 成 面 , 面 讨 缩 成 线 时 的 极限 形式 )。 

3. 折射 关系 

根据 法 向 和 切 向 边界 条 件 (2.6.2) 和 (2.6.5) ,很 容易 推出 场 强 在 界面 处 发 生 届 折 时 的 人 
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射 角 9 和 折射 角 9 之 间 的 关系 (参看 图 2-18); 


tant _ Du/D, erEr el 
tan@, Da/D» eB & (2.6.7) 


4, 导体 表面 的 边界 条 件 

用 完全 类 同 的 分 折 方 法 ,只 须 把 上 述 的 介质 2 换 成 导体 ,就 可 推论 出 导体 表面 的 边界 条 
件 。 由 于 静电 平衡 时 D, = EE, = 0 ,当然 D2, 、.E: 也 都 为 零 , 再 把 公式 (2.6.1)、(2.6.5) 中 的 下 
标 1 也 去 掉 , 就 可 得 出 导体 表面 的 边界 条 件 ， 


D,=ps 《2.6.8) 
E.=0 (2.6.9) 
与 (2.6.8) 和 (2,6.9) 对 应 的 \ 用 电位 表示 的 边界 条 件 分 别 为 
-ep, (2.6.10) 
B=const. (2.6.11) 


值得 注意 的 是 :所 有 的 边界 条 件 等 式 仅 对 于 场 量 在 界面 处 的 信 成 立 , 决 不 能 把 分 界面 处 的 
相等 关系 扩展 到 分 界面 两 侧 的 空间 中 去 。 

在 求解 基 电 妃 的 微分 方程 时 ,以 上 边界 条 件 (也 称 壬 接 条 件 ) 用 来 起 到 定 解 的 作用 。 

例 2.6 如 图 2-20 所 示 的 平行 板 电 容器 板 极 面积 为 $, 带 电量 分 别 为 Q 与 - Q。 电 容器 
的 一 部 分 用 电 答 率 为 的 介质 填充 , 另 一 部 分 为 空气 。 求 电容 器 的 电容 量 ,空气 与 介质 的 分 界 
而 二 的 束 缮 面 电荷 密度 及 自由 电荷 面 密度 。 

解 ” 极 板 的 自由 电荷 面 密度 为 

Ps= QIS 
根据 导体 表面 的 边界 条 件 ,平行 板 电容 器 中 两 层 介质 的 DD 相间， 
Di=D,=D=ps= Q/S 
面 两 层 介质 中 的 E 不 相同 : 
B=Dle=, 8, 已 =ple=& ， 


极 板 间 的 电压 为 


一 _D(h-d), Da Qf/hn-d,d 
U=E (hd)+E,d= En 二 [3 | ED +&) 
平行 板 电 容器 的 电容 量 为 


C=Q= 5 
U elh-d)+teod 
分 界面 上 的 束 凑 面 电荷 密度 可 以 在 图 2-20 中 的 闭合 面 S 上 用 真空 中 的 高 斯 定律 算出 : 


€ ETE 
ps™ eoEn -erEn = D,— WD,=ps i = (1 -i 


也 可 利用 (2.5.7) 和 (2.5.9) 式 求 得 


oo 
介质 分 界面 上 万 法 向 分 量 连 续 , 没 有 自由 面 电荷 
es=Di-D:=Du-Du=0 
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例 2.7 驻 极 体 (一 种 各 向 异性 的 电 致 伸缩 材料 ， 常用 于 制 做 话 简 ) 话 简 的 鹤 面 正如 上 述 
平行 板 电容 器 ,如 图 2.21 所 示 。 但 填充 的 介质 是 一 个 驻 极 体 永久 极 化 片 , 麻 度 为 4 ,均匀 极 化 
强度 为 P。。 下 电极 固定 ,电位 为 “ .上 电极 是 楼 地 的 导电 游民 蝴 声 波 振动 ,使 两 极 间 的 臣 离 
六 随 声波 变化 ,转变 为 R 上 的 电压 (也 是 电容 器 电压 )w 的 变化 。 在 本 题 中 ,我 们 简单 地 就 茶 
一 瞬时 的 和 值 , 求 极 板 上 的 自由 电荷 电量 。 


回 
图 2-20 部 分 填充 介质 的 电容 器 图 2-21 驻 极 体 话 简 的 截面 与 电路 示意 图 


解 于 解 与 吉 电 扬 的 两 个 基 本 方术 记 的 El\E 的 二 元 一 次 方程 ; 
人 Ad) + Ed 
eoE, -eoE2= Po (p= Po'n= prs} 
得 有 = 于 (x+ apoley) 
Es = FLu (hd)Poleo] 
该 解 符合 介质 分 界面 上 的 法 向 边界 条 件 : 
Di=eEi= P(eoutdps)= cE + P=D: 


极 板 电荷 为 Q=psS= DS= Ds-(eou + dps) 


实际 使 用 中 ,h =h(4), 故 Q= Q(z) ,使 电容 器 的 充 放电 电流 ;= 所 流 过 RR. 就 可 形成 后 续 的 
音频 放大 器 的 激励 电压 w = Ri。 


2.7 泊 松 方程 ” 拉 普 拉 斯 方程 


前 面 所 介绍 的 基本 问题 都 是 在 给 出 了 场 源 电荷 分 布 (离散 或 连续 ) 的 情况 下 求解 静电 场 ,这 类 
问题 原则 上 都 可 以 用 库仑 定律 同 挝 加 原理 派生 出 的 积分 公式 (2.1.4) 一 (2.1.7),(2.3.6) 一 (2.3.9)》 
或 高 斯 定律 来 求解 , 称 为 场 源 问题 或 分 布 型 问题 。 这 类 问题 可 帮助 我 们 理解 静电 场 的 产生 ,但 却 与 
物理 的 实际 有 陋 离 。 这 是 因为 ,一 ,这 类 解法 通常 在 均匀 无 界 空间 的 假设 下 才 便 于 应 用 ,而 实际 问 
题 总 是 会 碰 到 各 种 各 样 的 边界 面 。 二 ,复杂 形状 的 带电 体 上 的 电荷 分 布 [相当 于 (A3.8) 式 中 的 
V ,下 ,了 了 2] 往往 是 不 知道 的 。 所 以 ,更 常见 、 因 而 也 更 为 重要 的 是 另 一 类 问题 一 在 给 定 的 边界 条 
件 下 求解 关于 电位 的 微分 方程 。 这 类 问题 叫 作 边 值 问题 。 芯 电场 边 值 问题 的 类 型 将 在 下 一 节 详 
述 ,本 节 先 导出 关于 电位 的 微分 方程 ,并 讨论 最 简单 情况 下 的 基本 解法 。 

按照 交 姆 壁 次 定理 ,求解 静电 场 的 散 度 和 旋 度 方 程 (2.2.3)、(2.2.5) 就 应 得 到 所 求 的 矢量 
场 下 。 但 这 两 个 都 是 矢量 微分 方程 ,一 般 来 说 ,求解 标量 位 的 微分 方程 比 直 接 求解 场 失 量 的 
微分 方程 要 简单 。 标 量 电位 @ 所 满足 的 微分 方程 可 从 基本 方程 (2.2.5)、(2.2.3) 直 接 导 出 : 
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根据 VY xE=0, 应 有 EE= - VY 外 ,再 把 该 式 代 人 Y 五 = ofso, 即 得 到 
Vy 8B) = 二 


或 写成 VD= -2 (2.7.1) 


中 的 二 阶 微分 算 符 VY 转 作 拉 普 拉 欣 (Laplacian)。 也 有 时 把 9 党 作 A, 称 作 调和 算 子 。 它 在 
不 同 坐标 系 中 的 表达 式 如 下 


8 FD, FP 


直角 坐标 系 中 VE= 3 By + ge (2.7.2) 
pil 321,320), 1 F0,F9 

阅 柱 坐标 系 中 Vio- 芳 (e 吕 + 记 1 (2.7.3) 
> | 2 (= 加 1 af/ ,9 1 Fg 

球 坐标 系 中 Y Do or\” ar + in 各) + 二 sin’ O99” (2.7.4) 


在 (2.7.1) 式 中 , 当 p 冯 0 时 称 作 泊 松 (Poisson) 方 程 , 当 p=0 时 称 作 拉 普 拉 斯 (Laplace) 方 程 。 

在 有 电荷 连续 分 布 的 区 域 中 可 求解 泊 松 方程 即 非 齐 次 二 阶 微分 方程 ;而 在 无 电荷 分 布 的 区 域 

中 应 求解 拉 普 拉 斯 方程 , 即 如 下 的 齐 次 守 阶 微分 方程 : 
VB=0 {2.7.5) 

特别 地 , 当 引入 点 电荷 的 6 函数 表示 式 后 ,对 于 点 电荷 这 种 奇异 分 布 ,也 可 以 在 形式 上 如 同 连 

续 分 布 电荷 一 样 写成 泊 松 方程 的 形式 ,为 积分 法 求解 微分 方程 带 来 便利 。 这 将 在 5.7 节 详 

述 。 

一 、 一 维 场 的 解法 


一 般 情况 下 , 泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 都 是 偏 微 分 方程 。 但 是 当场 的 分 布 呈 平面 对 称 、 柱 
面 对 称 或 球面 对 称 时 , @ 就 只 与 某 一 维 坐标 有 关 , 从 而 (2.7.1)、(2.7,5) 就 退化 为 常 微分 方 
程 。 对 于 这 种 最 简单 的 情况 ,可 以 采用 直接 积分 法 来 解 。 一 般 , 把 一 个 可 直接 积分 的 x 阶 微 
分 方程 积分 x 次 就 会 出 现 n 个 积分 常数 ,也 就 需要 ” 个 定 解 条 件 来 定 出 这 些 常数 ,才能 从 微 
分 方程 的 带 有 积分 常数 的 通 解 中 得 出 满足 定 解 条 件 的 特 解 。 这 里 x =2, 定 解 条 件 为 边界 条 件 
(包括 衔接 条 件 )。 边 值 问 题 中 ,有 些 边界 条 件 是 已 知 的 ,而 有 些 是 自然 地 隐 含 在 具体 问题 之 中 
的 ,也 称 为 自然 边界 条 件 , 需 要 和 白 己 去 把 它们 分 析出 来 加 以 利用 。 

下 而 是 在 三 种 不 同 坐标 系 下 求解 一 维 场 的 泊 松 方程 . 拉 普 拉 斯 方程 的 例子 。 

1. 直角 坐标 系 中 的 一 维 场 一 一 平面 对 称 场 

当 鱼 是 zy 或 z 的 一 元 函数 , 即 等 位 面 为 平行 坐标 面 的 平面 时 ,可 直接 积分 来 求解 。 

例 2.8 两 个 无 限 大 平行 板 电极 ,相距 4 ,电位 分 别 为 0 和 站, 板 间 充满 密度 为 pozyd 的 
电荷 , 求 极 板 间 的 电位 分 布 .电场 强度 和 极 板 上 的 电荷 面 密度 。 

解 建立 如 图 2-22 的 坐标 轴 。 在 0 和 xz 和 da 的 区 域内 有 连续 分 
布 的 体 电荷 ,故而 @ 应 满足 如 下 的 泊 松 方程 : 


dB _ per 
dx? end 
直接 积分 得 
B= "tOr+C 图 2-22 例 2.8 题 图 


6e0d 
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当 x=0 时 ,人 $=0, 故 C=0 


=4d 时 ,®= -pd Vpd 
当 z=d 时 ,@=V, 即 了 = 一 如何 + Cud, 故 Ci= 可 + 全 
因而 
3 
Por 11(Y+poad 
2 + (+t) 
2 2 3B_ [Pp a24Y goa | 
E=- Vo- 0 gr | Beds td! 6es 
poz {VP 
-2 (他 + 合 )] 
I=0 姓 n=a;, 故 有 


pa =e0El,-o= -eo(¥+ Ges 
工 = 员 处 n= 一 qi;, 放 有 
os 一 ~eoEl, Ei -2 
2, 国 福 坐标 系 中 的 一 维 场 一 柱 面 对 称 场 
例 2.9 一 个 半径 为 e 的 无 限 长 均匀 带电 圆柱 体 如 图 2- 23 所 示 。 其 单位 
长 度 的 带电 量 为 p,, 求 柱 内 外 的 电位 分 布 和 电场 强度 。 
解 设 柱 内 外 的 电位 分 别 为 $， 和 多 , ,它们 分 别 满足 泊 松 方程 和 拉 普 拉 


斯 方程 : 


13/,%)___ ph, (pg 
ee 元 (e er) reoa? (pa) 
13/,2%)- 
人 元 (e 闫 ) 0 (p20) 
直接 积分 即 可 得 出 通 解 : 图 2-23 均匀 带 
-Pn 2 电 的 无 限 长 出 柱 
Da +Alne+B 
B=Clnp+D 


由 于 电荷 的 分 布 延伸 至 无 穷 远 , 因 而 不 能 取 计 穷 远 为 参考 点 ;又 因 p-*0 时 电荷 密度 为 有 限 值 
而 非 奇异 分 布 (例如 点 电荷 线 电荷 ) ,故而 p=0 时 可 取 色 值 为 稚 , 于 是 得 到 A=0,8=0 


从 而 D1= -sp 


dreoa” 
对 于 有 限 的 体 电荷 密度 ,在 界面 上 必 有 ps =0。 这 样 ,根据 p=a 时 的 切 向 和 法 向 边界 条 件 就 
得 到 
| $1 | = S$, |,-o Cnat+D= -A sa’ C= -2 


4mreoa 2reo 
€0 29, =éo 982 Cc pr 站 
- - 半 一 一 = -+ 
9p lp-a 9p lpsa 2reoa:” er 2res ne 


故 
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B= ne 


2res p 4reo 


从 而 


Pal 
? 2reoa 


ag. 避 
Er- VD 30 


98, 
Bs -Vo do- ip 


3. 球 举 标 系 中 的 一 维 场 一 一 球面 对 称 场 

例 2.10 一 个 半径 为 的 球形 电荷 云 中 充满 密度 为 p(r) = 6 -x? 的 电荷 ,计算 球 内 外 
的 电位 和 电场 强度 。 

解 ” 设 球 内 外 的 电位 函数 分 别 为 和 @, ,它们 分 别 应 满足 泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 ， 
当 rs 时 ,有 


; 
直接 积分 ,得 ar er 3! 


四 个 待定 常数 需要 四 个 边界 条 件 才 能 定 出 。 
边界 条 件 之 一 :由 于 r=0 处 p(r) 连 续 (>= 0 不 是 奇 点 ) , 故 当 一 "0 时 应 有 惠 : 天 co ,由 此 


定 出 C, =0。 


当 r>b, 有 
| |- 
riar\” ar 
两 次 积分 后 得 
CC 
B= +C 


边界 条 件 之 二 :因为 电荷 分 布 在 有 限 的 区 域 , 故 当 一 "时 应 有 多 =0, 由 此 定 出 Cs =0。 
另 两 个 边界 条 件 为 >= 6 时 电位 的 法 向 和 切 向 边界 条 件 , 也 就 是 介质 分 界面 上 的 衔接 条 


件 : 
by EA &, 四 四 下 4 
29 。 3 | -+ Cr 
oan dan ， , ~ ” 
pb _ _ 2 
和 多 6 1 
故 有 
二 
®, Geo 20ep 4eo 
一 20 
15 
从 而 


， 5S3 ， 


E=- Vo- Hi 


二 一 一 一 86, _ 
BT VO or dr 15eor 


从 以 上 例题 中 可 以 看 出 ,一 维 场 意味 着 场 的 分 布 极 为 对 称 。 因 此 ,能 用 上 述 的 直接 积分 法 
求解 的 场 一 般 也 都 可 以 用 高 斯 定律 来 求解 。 

二 维 以 上 的 复杂 边 值 问题 的 解法 将 在 第 5 章 介绍 。 例 如 2.5 节 提 到 的 均匀 极 化 介质 球 ， 
球 内 外 空间 的 位 场 就 可 在 ps = po cos 6 的 边界 条 件 下 求解 二 维 的 拉 普 拉 斯 方程 而 得 到 。 比 起 
例 2.5 计 算 合成 电 矩 , 电 偶 极 子 的 位 场 的 方法 和 按 (2.5.5) 式 对 束缚 面 电荷 积 分 的 方法 , 按 边 
值 问题 求解 是 更 为 优越 的 方法 。 


二 、 二 维 场 的 图 解法 


用 解析 法 严格 地 求解 微分 方程 一 般 只 适用 于 一 些 比较 简单 .规则 的 边界 。 实际 问题 中 涉 
及 的 边界 形状 极其 复杂 ,以 致 不 可 能 用 解析 法 来 严格 求解 ,有 必要 寻求 其 他 的 解法 。 除了 各 种 
数值 解法 以 外 ,图 解法 也 不 失 为 一 种 简单 易 行 而 且 形 象 的 近似 解法 。 这 种 解法 具有 相当 的 实 
际 意 义 ,因此 在 这 里 作 一 简单 介绍 。 
图 解法 的 适用 范围 是 二 维 场 。 其 中 一 种 情况 是 电场 强度 既 没有 = 分 量 , 也 不 随 = 而 变 
的 ,平行 于 zy 面 的 电场 ,上 平行 平面 场 (例如 平行 输电 线 、 同 轴线 的 场 ) , 另 一 种 是 旋转 形 电极 
所 产生 的 与 p 坐标 无 关 的 子午 平面 场 。 
图 解法 的 实质 是 用 作 图 的 方法 求 册 满足 边界 条 件 的 微分 方程 的 近似 解答 。 所 以 , 作 图 的 
原则 在 于 必须 符合 静电 场 的 基本 方程 和 边界 条 件 。 

1. 作 图 的 原理 和 准则 

我 们 重点 讨论 边界 是 导体 ,导体 外 的 空间 没有 电荷 .充满 均匀 介质 的 情况 。 电位 更 的 分 
布 应 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,在 导体 边界 处 更 庶 当 等 于 导体 的 电位 值 。 而 电场 蝇 度 则 应 满足 EE = 
一 YB 的 关系 。 根据 这 些 基本 的 原理 .方程 ,就 得 到 画 等 位 线 和 电力 线 的 如 下 准则 : 

(1) 由 于 电位 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,是 调和 函数 ,表明 它 的 各 阶 偏 导数 都 是 连续 的 ,因而 等 位 
线 应 极其 光滑 。 由 于 至 = -V @,E 的 各 分 量 仅 为 更 的 - 阶 偏 导数 ,因而 电力 线 也 是 极其 光 
滑 的 。 

(2) 导 体 [电极 ] 表 面 是 等 位 面 ,这 是 导体 的 边界 条 件 所 决定 的 。 

(3) 电 力 组 和 等 位 线 应 处 处 垂直 。 这 是 因为 梯度 矢量 沿 等 值 面 的 法 线 方向 。 因 此 ,电力 线 
也 应 与 导体 表面 乘 直 。 

(4) 由 子 电位 是 单 值 的 (标量 位 场 为 保守 场 )， 故 两 条 等 位 线 不 可 相交 。 又 由 于 
V .下 = pjeo 二 0, 故 电力 线 也 不 可 相交 ; 

5) 电力线 和 等 位 线 构成 的 网 孔 如 果 很 小 , 则 应 接近 矩形 。 为 了 便于 观察 ,可 使 成 正方 形 。 
而 且 所 有 的 网 孔 都 为 “相似 形 ”" ,这 一 点 可 证 明 如 下 : 

画 等 位 线 时 ,两 极 间 的 电位 差 @ 是 被 均 分 为 n 等 分 的 。 设 每 两 条 相 邻 的 等 位 线 间 的 电位 
差 为 A 更 = Bjn ,几何 距离 为 A2, 则 在 图 2- 24 中 所 示 区 域内 的 平均 电场 强度 近似 为 
下 = 和 (2.7.6) 


另 一 方 而 ,根据 高 斯 定律 ,电场 强度 又 可 用 电力 线 的 密度 来 表示 。 取 在 z 方向 一 单位 长 、 
，54 。 


沿 等 位 面 上 相距 Aw 的 两 根 电 力 线 间 的 面 元 AS ,如 阴影 所 示 。 
因为 每 根 电力 线 表 一 单位 的 电 通 量 到, , 故 穿 过 AS 的 电 通 量 为 
Wo ,因而 有 “ 


下 = 和 = 二 上 (2.7.7) 


比较 (2.7.6) 和 (2.7.7) 两 式 , 可 得 
AB_ 炎 0 
A Aw 
AL _AB_ 图 2-24 等 位 线 和 电力 线 
和 王公 二 常数 构成 的 一 个 网 孢 
这 就 证 明了 所 有 的 网 孔 无 论 大 小 ,对 应 的 两 个 邻 边 长 度 都 成 固定 的 比例 , 即 都 是 “相似 形 ”。 由 
于 肉眼 较 容易 判断 正方 撒 ,通常 就 取 AL = Axe , 即 每 个 网 孔 的 邻 边 都 近似 相等 ,都 接近 于 “正方 
形 "。 

2. 画图 的 步骤 

(1) 根 据 场 的 对 称 性 , 可 只 遂 场 图 的 一 部 分 ,如 图 2- 25 所 示 ; 

(2) 等 位 线 和 EE 线 都 从 场 分 布 较为 均匀 处 画 起 。 把 总 的 电位 差分 成 几 等 分 , 越 靠 近 导 体 
表面 的 等 位 线 与 导体 表面 形状 越 相似 ,然后 逐渐 演变 开 去 ; 

{3) 电 力 线 与 导体 表面 与 等 位 线 外 处 垂直 (导体 的 尖端 和 拓 角 处 实际 上 总 有 一 个 微小 的 
平面 ,因此 仍然 是 垂直 于 电力 线 的 ) ,同时 又 要 保持 每 个 网 孔 尽 可 能 接近 于 * 正 方形 "。 为 了 同 
时 满足 这 两 个 条 件 ( 意 味 着 满足 静电 场 的 两 个 基本 方程 ) ,就 需要 多 次 .反复 调整 等 位 线 和 E 
线 的 位 置 .形状 。 先 根据 经 验 粗略 地 画 出 ,然后 反复 修正 。 此 外 , 若 把 大 网 孔 一 次 又 一 次 地 均 
分 ,所 有 的 小 网 孔 应 该 还 都 是 正方 形 。 这 是 对 图 形 是 否 正确 的 一 个 检验 方法 。 显 然 ,网 格 划分 
得 越 细 , 所 得 的 解 就 越 精确 。 


2-25 “- 维 场 的 等 位 线 . 电 力 线 图 
() 均 勾 电 场 中 的 万 限 长 带电 导体 圆柱 的 平行 平面 场 ;(b) 旋 转 形 针 状 电 级 的 子午 平面 场 。 


。55 - 


图 2-25 中 带 有 箭头 的 为 电 为 线 ( 吾 的 矢 线 )。 图 2-25(a) 中 9. 表示 电力 线 由 [ 自 导体 ] 发 
出 过 渡 到 [向 导体 ] 流 人 的 转变 点 。 

3. 电场 强度 的 计算 

根据 画 好 的 场 图 可 近似 计算 某 点 [例如 图 2-25(b) 的 BB 点 ] 的 电场 强度 。 

{1) 根 据 E= 一 VY®@ 计 算 E 


_AB_U 
下 = 和 一 下 (2.7.8) 


其 中 mm 为 两 电极 间 的 电位 差 U6 的 等 分 数 ,AG 为 两 条 相 邻 等 位 线 间 的 电位 差 (V) ,AL 是 点 8 
处 两 条 相信 等 位 线 间 的 距离 (m)。 

(2) 根 据 高 斯 定律 计算 EE 

以 图 2-25(a) 中 的 点 A 为 例 。 假 设 能 知道 圆柱 在 z 方向 单位 长 度 上 一 g. 志 g 志 9 区 域 
内 带 的 正 电量 @Q ,在 电场 图 上 数 出 这 同一 区 域内 发 出 的 电力 线 总 数 , 设 为 K 条 , 则 发 出 的 史 
通 量 就 是 Ke。 根据 高 斯 定律 ,有 


Km = 马 


因此 , 忌 通 量 的 密度 为 


更 -六 


K-AW -eRAW 


AW 是 某 点 A 处 丙 条 相 邻 电 为 线 间 的 间距 (m)。 由 上 式 可 看 出 Ecct 辕 , 即 某 点 的 电场 强度 
正比 于 该 点 处 电力 线 的 密集 程度。 


2.8 格林 定理 ”唯一 性 定理 


一 ,格林 定理 
格林 定理 即将 林 公式 是 电磁 学 中 的 常用 公式 ,是 求解 边 值 问题 的 重要 工具 。 它 是 由 散 度 
定理 直接 导出 的 。 散 度 定理 
[vAdr = 中 4 .ds 
既然 是 一 个 矢量 恒等式 ,其 中 矢量 场 4 的 形式 就 是 任意 的 (只 要 它 满足 连续 ,可 微 的 条 件 ), 因 
而 我 们 不 妨 令 散 度 定理 中 的 A= BV 玫 , 儿 和 是 区 域 工 中 的 两 个 任意 的 标量 场 。 根 据 矢量 
恒等式 (A2.2), 有 


VBVY)=-BV V+ Vo Vy (2.8.1) 
由 (1.5.5) 式 ,有 
DVvn=p (2.8.2) 
将 (2.8.1) 和 (2,8.2) 代 人 散 讼 定理, 就 得 到 格林 第 一 但 等 式 
[lsvw+ vovV vdr =p ods (2.8.3) 


如 果 把 (2.8.3) 式 中 名 与 更 的 位 置 对 调 一 下 ,再 与 (2.8.3) 式 相 减 , 便 可 得 到 
,56 ， 


3 jas (2.8.4) 


fever-rvedr=- 中 {= 实 -更 
这 就 是 格林 第 二 恒等式 或 格林 定理 。 在 唯一 性 定理 的 证 明 以 及 用 积分 法 求解 电磁 场 的 边 值 问 
题 中 ,格林 定理 都 起 着 重要 的 作用 。 


二 唯一 性 定理 ”静电 场 边 值 问题 的 三 种 类 型 


静态 场 的 唯一 性 定理 指出 :满足 给 定 边界 条 件 的 泊 松 方程 . 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 。 
实践 也 证 明 , 在 给 定 了 媒质 和 带电 体 几 何 参数 的 某 一 区 域内 , 若 所 有 边界 上 的 电位 值 或 导体 的 
总 电量 给 定 了 ,该 区 域内 的 电位 分 布 也 就 唯一 确定 了 。2.7 节 所 介绍 的 是 几 个 最 简单 的 求 边 
值 问题 的 唯一 解 的 例子 。 下 面 我 们 将 更 一 般 地 介绍 静电 场 边 值 问题 的 三 种 类 型 ,并 在 每 一 种 
边界 条 件 下 证 明 泊 松 方 程 和 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 。 

1. 第 一 类 边界 条 件 (Dirichlet 边界 条 件 ) 

这 类 边 值 问题 中 ,整个 边界 上 的 电位 函数 是 已 知 的 。 下 面 我 们 先 证 明 在 这 种 边界 条 件 下 
拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 。 

在 格林 第 一 恒等式 (2.8.3) 中 ,我 们 不 妨 令 亚 = 吕 , @$ 即 是 所 欲求 解 的 电位 函数 。 子 是 就 


有 有 
| (gviBr vo. vodr = ords 
因为 旬 满 足 V 玫 =0, 故 上 式 变 为 
上 1Vo ldr = $s9as 
我 们 用 反 证 法 。 假 设 拉 普 拉 斯 方程 的 解 不 是 唯一 的 , 即 它 有 两 个 解 @ 及 。 因 为 拉 普 拉 斯 方 
程 是 线性 微分 方程 ,所 以 差 场 $B” = $B 一 也 应 满足 拉 普 拉 斯 方程 , 故 有 
| 1V GB [dr = 中 Es 强 -ds (2.8.5) 


因为 6 和 在 边界 面 $ 上 都 满足 相同 的 第 一 类 边界 条 件 , 所 以 在 S 上 应 有 @" =@ -B=0， 
故 


| ive'rar=0 (2.8.6) 

因为 | vB* | 是非 负 的 , 故 必须 有 v6" =0, 即 B” 一 常数。 但 因 在 边界 S 上 "=0, 故 
在 + 中 也 必 有 有 "二 0。 这 就 证 明了 四 一 到 ' , 即 解 是 唯一 的 。 

2. 第 二 类 边界 条 件 (Neumann 边界 条 件 ) 

这 类 边 值 问题 中 ,整个 边界 上 电位 的 法 向 导数 52 是 已 知 的 。 下 面 证 明 在 这 种 边界 条 件 之 
下 拉 普 拉 斯 方程 的 解 是 唯一 的 。 

采用 同上 的 反 证 法 ,在 边界 S 上 会 得 到 ?中 = 38 35 =0; 代 入 (2.8.5) 式 后 同样 也 得 
到 (2.8.6) 式 ,因而 解 也 是 唯一 的 。 

3 第 三 类 边界 条 件 一 混合 地界 素 件 (Robbin 边界 条 件 ) 

在 这 类 边 值 问题 中 ,一 部 分 边界 上 已 知 的 是 电位 , 另 一 部 分 边界 上 已 知 的 是 电位 的 法 向 导 


数 。 对 于 这 种 混合 边界 条 件 下 拉 普 拉 斯 方程 的 解 的 唯一 性 证 明 , 只 需 把 (2.8.5) 式 右边 的 边界 
$57 四 


S 划分 成 两 部 分 边界 之 和 ,对 两 部 分 边界 分 别 施用 1 和 2 中 的 证 明 。 此 时 ,在 (2.8.5) 式 右边 


一 部 分 边界 上 有 加 = 0, 另 一 都 分 边界 上 3 多 ”= 0, 因 而 在 整个 边界 S 上 部 有 @" ?区 -=0, 于 
是 (2.8.6) 式 成 立 , 解 仍 是 唯一 的 。 

关于 泊 松 方程 解 的 唯一 性 的 证 明 , 仍 然 采 用 反 证 法 。 候 设 有 两 个 解 @ 及 都 满足 边界 条 
件 和 泊 松 方程 


VB= -pp/eo 
VB =—p/eo 
把 两 式 相 减 ,就 得 到 V '®* = 0, 即 @' 应 是 拉 普 拉 斯 方程 的 解 。 于 是 , 剩 下 来 的 证 明 过 程 与 上 
述 完全 相间 ,不 再 重复 。 
关于 导体 边界 ,前 述 的 三 类 边 值 问题 应 相 地 变 为 :已 知 各 导体 表面 的 电位 ;已 知 各 导体 的 
总 电量 (因为 3 与 导体 表面 的 电荷 密度 分 布 相 联系 ); 一 部 分 导体 已 知 电 位 , 另 一 部 分 导体 已 


知 电量 。 

诡 姆 露 兹 定理 的 数学 表达 式 (A3.8》 所 隐 含 的 边界 条 件 Fn 对 于 静电 场面 言 实际 上 是 
面 电荷 分 布 ， 它 相当 于 上 面 的 第 二 类 边界 条 件 (ps 一 D'n=-e 3)。 虽然 更 常见 的 边界 条 
件 是 第 一 类 ， 但 电位 的 分 布 也 是 由 电荷 的 分 布 产 生 的 ， 二 者 相互 制约 ， 因 而 事实 上 与 亥 姆 起 
效 定理 是 不 矛盾 的 。 并 且 ， 在 同一 个 问题 中 的 同一 部 分 界面 上 ， 这 些 不 同类 型 的 边界 条 件 只 
有 一 个 是 独立 的 ， 不 能 同时 给 出 两 类 相 瓦 矛盾 的 边界 条 件 ， 这 将 导致 方程 (2.7.5)、 
《2.7.1) 无 解 。 

唯一 性 定理 提出 了 使 泊 松 方程 、 拉 普 拉 斯 方程 成 为 定 解 问题 的 充分 必要 条 件 。 在 求解 边 
值 问题 之 前 ,应 该 首先 判断 边界 条 件 是 否 足够 。 当 必要 的 条 件 都 具备 时 ,就 可 以 断定 解 是 唯一 
的 ,即使 用 不 同 的 方法 得 到 了 不 同形 式 的 解 ,它们 也 必定 是 等 价 的 。 不 管 我 们 通过 什么 办 法 找 
到 了 一 种 解 , 它 满足 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 , 面 又 符合 给 定 的 边界 条 件 ,那么 它 必定 就 是 我 
们 所 要 的 解 。 唯 一 性 定理 的 重要 性 就 在 于 它 给 了 我 们 一 个 理论 上 的 根据 ,为 求解 静态 场 的 边 
值 问题 提供 了 极 大 的 便利 和 灵活 性 ,使 各 种 特殊 的 、 巧 妙 的 解法 得 以 成 立 。 下 面 的 试探 法 就 是 
一 例 。 进 一 步 的 举例 见 第 5 章 。 

例 2.11 一 个 孤立 导体 球 半径 为 = , 球 的 一 半 埋 人 介 电 常数 为 = 的 无 限 大 均匀 介质 中 ， 
另 一 半 在 空气 中 ,如 图 2-26 所 示 , 导 体 球 电位 为 V, 求 介质 和 空气 中 的 电位 、 电 场 和 该 导体 球 
的 电容 。 

解 方法 一 .用 试探 法 , 即 先 假设 解 的 形式 ,再 检验 它 是 否 满足 所 有 的 边界 条 件 ( 包 括 介质 
分 界面 上 的 边界 条 件 )。 由 于 分 界面 是 没 着 径 向 .和 电力 线 相 切 的 ,并 且 两 半球 电位 相同 , 因 面 
我 们 根据 经 验 假设 


og 


™ 
显然 ,DP1、B 满足 拉 氏 方程 并 满足 导体 球 电位 为 常数 、 在 无 2 
穷 远 电位 为 零 的 边界 条 件 。 并 且 , 由 路 |,-。 = 的 边界 条 件 。 “ A 


可 算出 待定 常数 为 上 = aV, 故 
D1 = ®, = 图 2-26 例 2.11 题 图 
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于 是 B=E=E= -VS 
容易 看 出 : 当 不 同 介质 的 界面 沿 着 巨 线 , 无 论 怎样 划分 ,分 成 几 部 分 ,本 .下 的 分 布 都 是 上 
述 结果 ,不 会 改变 单一 均匀 介质 时 的 @ .EE 分 布 ,只 是 各 部 分 的 D 不 相同 。 相 反 , 若 介质 分 界 
面 沿 着 等 位 面 , 则 不 会 改变 均匀 介质 时 的 Q .DB 分 布 ,如 例 2.6 和 例 2.7 的 情形 。 
再 看 介质 分 界面 上 的 情况 。 由 于 玉 = a,E, 与 界面 相 切 , 且 EF, 与 p 无 关 , 故 满足 Eu = 
,=F = Ex。 又 由 于 没有 ,分量 , 故 Di = DD = D,。 = 0, 满 足 分 界面 上 电场 的 法 向 边界 条 
件 , 所 以 试探 解 为 真实 解 。 


在 球 的 两 部 分 表面 上 
ps = Dio = eo El,-s = eo Via 
oo = Dy =e0E2|,-s = eo Via 
故 整 个 导体 球 的 带电 量 为 
Q=(ps +t pw)2ra’ =2raV (eo+e) 
于 是 该 孤立 导体 球 的 电容 为 
C= 肛 -2ro(e+e) 
电介质 之 所 以 使 电容 量 增 大 ,是 由 于 介质 的 极 化 电荷 om 在 相 邻 电极 上 感应 出 电荷 而 使 
电量 Q 增加 。 


方法 二 、 如 2.7 节 所 述 , 凡 用 一 维 拉 普 拉 斯 方程 能 解 的 ,一 般 也 可 用 高 斯 定律 求解 。 设 球 

带电 量 为 Q ,做 半径 ">a 的 高 斯 面 ,得 
中 了 .ds = Di2rrs + Da2rr2 = Q 
两 半球 等 电位 , 故 
[ar = Car=v 
a 0 r € 

以 上 两 方面 的 限制 条 件 包 含 了 关于 D;、D; 、Q 的 三 元 一 次 方程 ,可 联 立 解 之 。 

方法 三 ,转化 为 “路 ”的 问题 ,把 整个 球 的 电容 视 为 两 个 半球 与 无 穷 远 (大 地 ) 之 间 的 电容 之 
并 联 :C= Ci+ C; = 2reoa + 2reau ;而 若 介质 界面 是 “平行 "于 电极 表面 的 ,为 球面 "= C, 则 可 
视 为 两 层 电容 申 联 。 


2.9 多 导体 系统 ”部 分 电容 


在 电路 理论 中 我 们 已 执 悉 两 个 导体 之 间 的 电容 是 指 这 对 导体 上 所 带 的 等 量 异 号 电荷 与 这 
两 个 导体 之 间 的 电压 (电位 差 ) 之 比 


"_Q 
C= (2.9.1) 


加 的 电压 越 高 ,导体 上 储存 的 电量 越 大 。 但 是 它们 的 比值 C 就 与 所 带电 量 无 关 了 ,而 是 一 个 
只 取决 于 两 个 导体 的 几何 参数 (形状 、 估 小、 相互 位 置 ) 以 及 空间 介质 的 常数 。 这 正如 一 个 水 库 
的 容量 只 取决 于 其 大 小 形状 ,而 与 其 中 现存 的 水 量 无 关 。 
一 个 孤立 导体 的 电容 则 可 以 看 成 是 它 与 无 穷 远 的 另 一 导体 (一 般 指 大 地 ) 之 间 的 电容 , 因 
"。 59 、 


此 应 等 于 这 导体 所 带电 量 与 其 对 大 地 的 电位 [ 差 ] 之 比 : 


“QQ 
C= (2.9.2) 
例如 ,半径 为 a .带电 量 为 Q 的 孤立 导体 球 的 电位 为 1@- ,故而 其 电容 为 4rea。 


二 个 以 上 的 导体 称 为 多 导体 系统 。 它 由 N(N 之 2) 个 导体 与 大 地 构成 ;把 大 地 也 看 成 导 
体 ,并 取 其 电位 为 零 。 我 们 所 讨论 的 多 导体 系统 ,都 已 理想 化 为 静电 独立 系统 。 葛 电 独 立 系统 
是 指 所 有 的 电位 移 线 都 起 于 系统 内 的 正 电荷 而 止 于 系统 内 的 负电 荷 的 系统 , 它 与 外 界 的 静电 
感应 微弱 到 可 以 忽略 不 计 。 多 导体 系统 中 将 把 两 个 导体 间 电 容 的 概念 加 以 推广 。 
设 导 体 间 都 是 线性 介质 ,第 i 个 导体 带 的 电量 为 9:, 电 位 为 (1=1,2,…,NN), 则 每 个 导 
体 的 电位 可 利用 迭 加 原理 求 得 : 
Bi = Pug +t pug t+ Pingy 
B= pa gt prag t+ pavgy (2.9.3) 


B= pgi + pr q2 + "+ pdy 
上 式 中 p, 都 是 常数 , 称 为 电位 系数 。 每 个 电位 系数 都 与 所 有 导体 的 几何 条 件 有 关 , 因 为 每 个 
导体 上 的 电荷 g 在 空间 产生 的 电位 如 何 分 布 显然 与 其 他 导体 的 存在 和 几何 条 件 有 关 。 
(2.9.3) 式 也 可 以 更 简洁 地 写成 矩阵 的 形式 : 


8 ql 
人 =[ps] “| (2.9.4) 
TD, QN] 
对 上 述 N 元 一 次 代数 方程 求解 ,就 得 到 
Q1 ®] 
[pl (2.9.5) 
a @y| 
式 中 房 也 是 与 各 导体 几何 条 件 都 有 关 的 常数 。 当 i=j 时 ,Pu 、Bo、……、Bw , 称 为 电容 系数 ;i 天/ 时， 
如 应 .Ba …, 称 为 感应 系数 ,因为 它 表示 不 同 导 体 之 间 静 电感 应 的 程度 。 可 以 证 明 ( 从 赂 ), 感 应 系 


数 具有 互 易 性 , 即 局 = 及 。 其 物理 解释 是 明显 的 一 因为 静电 感应 是 相互 的 。 
引入 部 分 电容 C, = 一 和 Cs = Ba + Bz+… + Br, 则 方程 (2.9.5) 可 改写 为 
gq1={(Bu +t Boat +An) -Bo(Bi — B) + Bal ~ Bs) +t + hn, — By) 
=CuB + Co( Bi By) + Ca Bi PB) +t + Cn( Di ~ Dy) 
ga= Ca(®B— Bi) + Cy D+ Ca( D2- BD) + + Can( Bs ~ Py) 


gu = Cu (By — PB) + Cn By BP) + Cw (Py D3) + + CoyBy (2.9.6) 
该 式 表明 任 一 导体 上 的 电量 都 是 由 N 部 分 电量 构成 的 。 例 如 图 2-27 导体 1 的 电量 中 的 第 一 
部 分 ga = Cu 多 是 导体 与 大 地 之 间 共 有 的 一 对 等 量 异 号 电荷 , 它 与 导体 1 对 地 的 电位 差 成 


正比 ,比值 Ci = 用 就 是 它 与 地 之 间 存 在 的 部 分 电容 ;第 二 部 分 gz = Cri(®1 一 罗 ) = Cu 
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是 导体 1 与 2 之 同 共有 的 一 对 等 量 异 并 电荷 , 它 与 导体 1.2 之 间 的 电压 有 成 正比 ,比值 Cu 
= 侣 是 导体 1.2 之 间 的 部 分 电容 ;等 等 。 导 体 与 地 之 间 的 电容 C; 称 为 自 有 部 分 电容 ;两 导体 


之 间 的 电容 C, = G, 称 为 互 有 部 分 电容 。 注 意 :每 一 个 部 分 电容 不 仪 与 相关 的 两 个 导体 有 关 ， 
而 且 也 与 所 有 其 他 导体 的 几何 条 件 有 关 。 

部 分 电容 概念 的 重要 性 之 一 在 于 它 指 出 了 电容 概念 的 本 质 :不 只 是 电容 器 件 才 具 有 电容 ， 
而 是 任何 导体 与 地 之 间 .任意 两 个 导体 之 间 都 可 能 存在 电容 。 只 要 是 一 个 导体 上 所 带 的 电荷 
发 出 的 电力 线 所 能 到 达 的 导体 ,也 即 只 要 是 与 该 导体 有 带电 感应 的 导体 ,与 该 导体 之 间 都 存在 
电容 (而 理论 上 电力 线 是 能 到 达 无 穷 远 的 )。 这 一 概念 在 场 的 变化 越 快 电路 频率 越 高 的 场合 
越 显 重要 。 只 有 在 两 导体 之 间 彼 此 被 静电 屏蔽 开 来 的 情况 下 ,二 者 之 间 是 不 存在 电容 的 。 甫 
电 屏蔽 有 两 个 条 件 ,一 是 屏蔽 导体 必须 包围 所 要 己 蔽 的 区 域 ,二 是 屏 芒 导体 必须 接地 。 这 些 都 
可 以 利用 (2.9.5) 式 加 以 证 明 。 

部 分 电容 可 以 从 电位 系数 算出 (从 略 ) ,也 可 以 用 实验 测定 。 

当 有 三 个 以 上 导体 时 ,计算 任意 两 个 导体 间 的 电容 都 必须 当 作 多 导体 系统 来 处 理 , 即 都 必 
须 考虑 其 他 导体 的 存在 ;任意 两 个 导体 ( 设 为 导体 i 和 导体 让 之 间 的 电容 ( 记 为 C, ) 都 是 指 
整个 电容 电路 (电容 网 络 ) 在 这 两 个 导体 之 间 呈 现 的 总 电容 ;计算 Cy“ 时 所 计 入 的 电量 也 不 仅 
仅 是 这 两 个 导体 之 间 的 一 对 等 量 异 号 电荷 ,而 是 按 (2.9.6) 式 所 表示 的 导体 i、j 上 的 总 电 重 号 
和 g,。 以 gq; 为 例 , 它 是 导体 ; 上 的 所 有 "部 分 电量 "au = Cx( 王 - 瑟 )(=1 一 人 ) 的 代数 和 ， 
而 每 个 "部 分 电量 "qu 都 有 与 它 对 应 的 等 量 异 号 电荷 - gn 在 该 多 导体 系统 中 的 另 一 个 导体 不 
( 才 = 时 为 大 地 ) 上 ,而 Ce(E= 1,2,…,N) 在 C)， 的 计算 中 都 作为 电容 网 络 中 的 "元件 "而 被 
计 和 了。 同 理 ,Cx(E=1,2，…N) 也 都 被 计 人 了 。 

引 和 人 电容 以 至 部 分 电容 的 又 一 个 重要 意义 ,在 于 可 以 把 导体 系统 看 成 由 各 个 部 分 电容 构 
成 的 电路 ,从 而 把 “ 场 " 的 问题 转化 为 “路 "的 问题 来 更 为 容易 地 求解 。 

例如 ,计算 图 2-28 所 示 的 两 条 离 地 面 不 远 的 平行 输电 线 之 间 的 电容 时 ,应 当 把 电线 与 地 
面 之 间 的 部 分 电容 (也 就 是 与 大 地 之 间 的 静电 感应 ) 也 计 人 ,并 可 按 Ca .Cu 、Cz 构 成 的 电容 
电路 来 计算 。 义 例如 图 2-29 中 的 内 导体 1, 因 为 被 导体 2 包 图 , 它 与 导体 3 之 间 的 部 分 电容 
C1; =0, 与 地 之 间 的 自 有 部 分 电容 Ca =0。 但 由 于 导体 2 未 接地 ,考虑 到 图 中 的 电容 网 络 的 
存在 ,导体 1 与 3 之 间 仍 存在 着 电容 ,并 未 被 彼此 屏蔽 开 来 。 导 体 1 和 导体 3. 和 大 地 之 间 的 


电容 都 可 根据 该 图 的 电容 网 络 来 计算 。 


图 2 27 多 习 体 系统 图 2-28 地 而 附近 的 到 2-29 ”屏蔽 党 未 接地 时 
的 部 分 电容 双 线 输电 线 内 外 导体 间 有 电容 
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”2.10 静电 场 能 量 静电 力 


1, 静电 能 

电场 最 基本 的 特征 是 对 电荷 有 作用 力 ,能 驱使 电荷 产生 位 移 而 对 电荷 做 功 , 说 明 电场 具有 
能 量 。 电 场 的 能 量 来 源 于 建立 电荷 系统 的 过 程 中 外 界 提 供 的 能 量 。 给 导体 充电 时 电源 做 的 功 
就 是 外 力 做 功 的 一 种 体现 。 把 电源 从 零 开 始 给 电荷 系统 连续 充电 的 过 程 分 解 成 无 数 元 过 程 ， 
就 可 算出 整个 系统 的 能 量 ;而 这 里 我 们 将 从 立 仑 力 、 电 位 能 等 更 为 基本 的 概念 出 发 来 推导 静电 
场 能 量 的 计算 公式 。 

我 们 先 推导 点 电荷 系 的 静电 能 量 ,再 推广 到 连续 分 布 的 电荷 系统 。 假 设 空间 介质 为 均匀 、 
线性 的 。 点 电荷 系 的 能 量 以 它们 彼此 相距 无 限 远 时 为 零 。 

先 从 两 个 点 电荷 讨论 起 。 当 局 外 力 把 8; 从 无 限 远 移 到 与 a) 相距 RR, 之 近 时 ,需要 克服 电 


场 力 做 的 功 为 


二 99 
Ws = 4 


它 是 这 一 对 电荷 的 互 有 电位 能 。 它 可 以 看 成 是 9; 在 9% 所 产生 的 项 电场 中 的 位 能 ,也 可 以 看 
成 是 9 在 9; 所 产生 的 电场 中 的 位 能 。 因 为 从 相对 运动 的 观点 ,也 完全 可 以 认为 g; 未 动 ,而 是 
g 从 无 限 远 被 移 到 了 gq; 附近 。 因 此 Wi 是 这 对 电荷 所 共有 的 。 另 外 ,在 移动 中 ,我 们 假设 速 
度 极 慢 , 这 样 速度 和 加 速度 都 认为 是 零 ;同时 ,假设 摩擦 力也 为 零 。 这 样 ,在 整个 过 程 中 局 外 力 
就 始终 与 电场 力 等 值 反 向 ;又 由 于 静电 力 的 保守 性 (五 为 无 旋 场 ), 局 外 力 做 的 功 就 全 部 变 成 
了 电荷 的 电位 能 。 

现在 我 们 把 N 个 点 电荷 的 系统 中 所 有 的 电荷 对 都 计 人 , 则 整个 系统 的 电位 能 为 


= Pw,- pp (2.10.1) 
i 冯 j 是 因为 一 个 点 电荷 不 能 向 它 自己 萎 加 力 。 对 它 做 功 的 局 外 力 是 克服 除 它 以 外 的 所 有 电 


荷 产生 的 电场 力 而 对 它 做 功 的。 另外 ,我 们 把 i 和 j 分 别 由 1 取 到 N 时 ,显然 每 一 对 电荷 都 
被 取 到 了 两 次 ,也 就 是 每 对 电 苘 的 互 有 位 能 都 被 重复 计算 了 ,因而 (2.10.1) 式 中 乘 有 系数 1/2。 


W. = 二 郊 ( 主 )= 二 六 ® (2.10.2) 
“T2212 Tels | ZA 0 10, 
当 电 荷 为 连续 分 布 时 ,(2.10.2) 式 中 对 离散 点 电 葵 的 求 和 就 应 改变 为 对 所 有 的 体积 、 表 面 或 线 
上 的 连续 分 布 电荷 dg 积分 。 以 在 空间 z 中 连续 分 布 的 体 电荷 pr ) 为 例 
W, = | pr) Br )dr = a Adr (2.10.3) 

上 式 中 r 可 扩展 为 整个 空间 ,这 是 因为 p=0 的 空间 对 积分 的 贡献 为 零 ,不 影响 积分 结果 。 

如 果 是 N 个 导体 的 静电 系统 ,由 于 导体 是 等 位 体 ,也 可 以 用 (2,10.2) 式 计算 导体 系统 的 
静电 能 。 此 时 式 中 g, 应 代表 第 i 个 导体 的 总 电量 , 末 为 该 导体 的 电位 。 


特别 , 当 N =2 即 电容 右 的 情形 ,由 (2.10.2) 式 可 得 到 电容 器 中 的 静电 能 为 


WwW.=1a(@ -®,)=1aU=1cr -1 (2.10.4) 
20 T2002 2 C 


(2.10.3) 式 容易 给 人 一 种 错觉, 即 静 电能 只 是 带电 系统 才 具 有 。 事 实 上 ,静电 能 存在 于 所 
02 、 


有 电场 不 为 零 的 空间 。 下 面 我 们 来 推导 静电 能 量 的 另 一 表示 式 一 一 用 场 量 来 表示 的 计算 公 
式 。 


将 p= 由 :D 代 人 (2.10.3) 式 ,并 利用 矢量 恒等式 (A2.2) 和 艇 度 定 理 ,可 得 
W, = 二 | (VDYOdr = S| Lv: (sD) - vo. Djdr 


= oD .dS+ 引 EDdr 
出 于 上 式 中 的 + 可 扩展 到 整个 空间 ,包围 这 个 空间 的 界面 S 将 趋 于 无 限 大 。 电 蓓 分 布 的 区 域 总 
是 有 限 的 .因而 当 5 无 限 扩大 时 ,S 上 的 点 与 电荷 之 间 的 上 离 R-roo。 由 于 goc 责 ,Dec 志 , 改 


GDcc 志 ,而 S 的 面积 正比 于 及 , 克 上 式 中 的 第 一 项 将 超 于 消失 ,于 是 得 到 


W, = [Ee . Ddr (2.10.5a) 


对 于 各 向 同性 介质 ,可 把 中 = 是 代 人 上 式 而 得 到 
W, = 引 eB . Edr = | eEzdz (2.10.5b) 


(2.10.5) 式 表明 ,只 要 空间 某 点 吾 夫 0 就 对 能 量 的 积分 有 贡献 ,可 见 静电 能 量 是 分 布 于 整个 的 
静电 场 中 ,是 场 的 能 量 (关于 这 一 点 ,将 在 第 6 章 作 更 详细 的 闹 述 )。 静电 能 量 密度 为 


w. = 让 D ' E= 坟 eE (2.10.6) 


由 于 wceE? ,电场 的 能 量 是 不 服从 和 迭 加 原理 的 。 

关于 静电 能 和 静电 力 有 几 条 重要 的 定理 或 规律 ,它们 都 是 符合 我 们 的 实际 经 验 \ 感 性 认识 
的 ,也 都 是 能 从 理论 上 严格 证 明 的 。 现 简要 介绍 如 下 ， 

(IT) 与 机 械 位 能 总 是 趋向 于 减 小 的 性 质 相 似 ,静电 平衡 也 是 以 静电 能 量 达到 最 小 为 特征 
的 。 汤 姆 生 定理 指出 ,在 各 向 同性 的 线性 媒质 中 ,加 在 一 个 固定 的 导体 系统 上 的 电荷 在 导体 表 
面 上 的 分 布 总 是 使 建立 起 来 的 静电 场 的 能 量 成 为 最 小 。 换言之 ,满足 场 方程 及 导体 的 边界 条 
件 的 场 将 具有 最 小 的 电场 能 (证 明 从 略 )。 

(2) 将 一 个 不 带电 体 (无 论 导体 或 介质 ) 引 人 静止 电荷 的 电场 中 ,总 是 使 场 的 能 量 减 小 。 

一 个 最 简单 的 例子 可 以 帮助 理解 这 一 规律 ,如 图 2-30 的 就 形 板 电容 器 中 插 和 人 不 带电 的 弧 
形 导体 板 M 后 ,导体 之 外 的 空间 中 五 与 忆 都 未 变化 ,但 电场 所 占 的 空间 即 储 能 空间 却 减 小 
了 ,所 以 电容 器 中 的 静电 能 减少 了 。 

(3) 置 于 静电 场 中 的 带电 体 , 仅 靠 电场 力 的 作用 是 不 可 能 保持 
稳定 平衡 状态 的 ( 恩 绍 定理 )。 

稳定 平衡 是 指 由 于 外 界 因素 使 物体 偏 高 平衡 位 置 后 , 它 总 是 趋 
向 于 自动 地 恢复 到 原先 的 平衡 位 置 。 而 静电 场 中 带电 体 的 情况 却 
与 此 相反 , 轧 绍 定理 表明 了 它 不 到 达 边 界 或 无 穷 远 是 不 会 自动 稳定 
住 的 。 这 一 点 可 如 下 证 明 : . 

设 在 ni 个 固定 导体 上 的 电荷 所 产生 的 电场 之 中 不 存在 体 电荷 ， 图 2-30 不 带电 体 引信 各 电场 
即 V:E=0, VB=0, 则 电位 的 极 值 就 只 可 能 在 这 些 导 体 的 边界 面 上 或 无 穷 远 处 达到 。 如 若 
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不 然 , 假 没 在 电场 之 中 有 电位 的 极 大 (小 ) 信 , 则 电位 的 三 个 信 导 数 昌 ,时 .时 训 都 必 须 为 


负 ( 正 ), 因 而 一 定 不 会 满足 近 普 拉 斯 方程 3 要-+ 弘 + 衬 归 =0。 这 一 点 还 可 利用 电力 线 作出 


直观 的 解释 :因为 V ,五 =0, 场 中 不 会 有 吾 线 的 交点 ( 即 加 线 构成 “电力 管 ") , 线 只 会 在 边 
界 上 发 出 或 终止 。 又 因为 吾 = -~ V®, 当 沿 着 吾 线 从 一 个 边界 走向 另 一 个 边界 的 过 程 中 , 瑟 
只 会 不 断 升 高 或 降低 , 故 $B 的 极 值 只 能 在 边界 上 达到 。 

根据 汤姆 生 定 理 , 场 中 如 有 正 ( 负 ) 点 电荷 , 它 总 是 要 趋向 电位 的 极 小 (大 ) 值 点 ,以 求 电场 
能 量 达到 最 小 ,所 以 总 是 向 着 边界 和 无 穷 远 而 去 ,不 会 自动 稳定 在 电场 之 中 。 由 此 可 知 电场 中 
的 带电 体 也 会 是 同样 的 情况 。 

把 不 带电 体 引入 电场 ,如 前 所 述 ,会 使 场 的 能 量 减 小 。 该 物体 上 的 感应 电荷 或 极 化 电荷 会 
在 电场 力 的 作用 之 下 使 该 物体 向 着 使 场 能 量 最 小 的 位 置 运动 ,也 是 不 稳定 的 。 例 如 ,图 2-29 
中 的 不 带电 导体 M 将 会 自动 向 左 侧 极 板 靠 拢 ,直至 磁 壁 。 读 者 不 难 自行 证 明 此 时 殉 . 最 小 。 

54) 静 电场 中 电介质 的 受 力 方向 将 使 其 向 着 使 电场 能 量 减 小 的 方向 运动 。 

假设 被 引入 某 电场 中 的 电介质 的 电容 率 为 e: ,体积 为 r: ,该 介质 以 外 的 体积 为 r ,电容 
率 为 el ,介质 引入 之 前 和 之 后 体积 rs 中 的 场 强 分 别 为 El 和 FE, ,可 以 证 明 (参考 文献 [10])， 
介质 在 该 电场 中 的 能 量 就 是 引信 介质 后 整个 电场 空间 r + rs 中 静电 能 量 的 增 量 。 它 等 于 


W. = #6e — ex)El' Ezdr (2.10.7) 
如 果 我 们 假设 电场 中 原 为 空气 即 es, = so, 上 式 的 含义 可 看 得 更 为 明显 , 它 表 明 介质 的 引 人 使 
静电 能 增 量 为 负 。 相 应 地 ,由 P= x。eoE 一 (es 一 e0)Ei,(2.10.7) 式 可 改写 为 


一 工 。 
W.-- 间 P Edr (2.10.8) 


表明 引入 的 电介质 中 电场 能 量 密度 为 负 。 

由 于 电介质 的 运动 方向 是 使 静电 能 和 量 减 小 ,按照 (2.10.7) 式 ,如 果 s: >si, 由 介质 占 的 体 
积 rz 应 趋向 于 扩大 ,电介质 将 向 着 场 强 较 大 ( 介 电 常 数 较 小 ) 的 区 域 移动 , 即 被 吸 人 场 内 。 反 
之 , 若 ee< sl 介质 将 被 推出 场 外 。 

2. 静电 力 

下 面 介 绍 计算 静电 力 的 虚 位 移 法 。 

静电 力 原 则 上 可 用 库仑 定律 计算 ,但 实际 上 极为 繁琐 , 因 面 常常 希望 有 更 简单 的 办 法 。 联 
想到 力学 中 用 物体 位 能 的 空间 变化 率 来 计算 力 , 静 电场 中 也 可 以 用 电位 能 的 空间 变化 率 来 计 
算 静 电力 ,这 种 方法 称 为 虚 位 移 法 。 

对 于 一 个 任意 的 .固定 的 导体 系统 ,我 们 假想 第 i 个 导体 沿 着 x 方向 产生 一 个 微小 的 位 移 
Ar{ 所 谓 虚 位 移 ) ,而 其 余 导体 都 不 动 。 由 于 这 一 位 移 ,整个 电场 能 的 变化 为 AW.。 这 分 为 以 
下 两 种 情况 ， 

(1) 假 设 导体 系统 中 各 导体 上 的 电量 保持 不 变 , 这 相当 于 所 有 导体 都 与 电源 断 开 的 情形 。 
弃 然 没有 了 外 界 的 能 和 量 来 源 , 电 场 力 做 的 机 械 功 就 只 能 来 白 于 电场 能 量 的 减 小 。 故 应 有 

FAz= -ATW。 
负 号 表示 静电 力 下 做 的 机 械 功 来 自 于 电场 能 的 减少 。 因 而 
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F- ee (2.10.9) 

(2) 假 设 各 导体 的 电位 保持 不 变 。 这 相当 于 各 导体 与 电源 保持 连接 的 情形 ,因为 这 样 才能 

维持 恒定 电压 。 由 于 导体 i 位 移 了 Ax , 它 与 各 导体 之 间 的 电容 将 改变 ,从 而 各 导体 上 的 电量 
都 要 随 之 改变 ,为 此 电源 将 做 功 ,其 值 为 


AW. = DD Ag, 
7 


而 根据 (2.10.2) 式 ,电场 能 量 的 增 量 仅 为 AW。 = ag, , 它 只 占 了 电源 做 的 功 的 一 半 。 
根据 能 量 守恒 原理 , 另 一 半 就 是 对 导体 i 做 的 机 械 功 , 故 有 
Far = AW. = 去 忆 mag 


= 有 | (2.10.10) 
两 种 假设 下 的 计算 结果 当然 应 该 是 相同 的 。 
若 把 导体 视 为 一 个 质点 ,位 置 矢量 为 ,从 而 更 一 般 地 把 虚 位 移 写 为 dr , 则 有 
Frdr= +dW. 
根据 (1,5,2) 式 ,就 可 得 到 导体 受 力 的 更 -- 般 的 表达 式 : 
F=—Y W.|,- on {2.10.11) 
F=V W.|s- om (2.10.12) 


特别 ,对 于 电容 器 ,根据 (2.10.4) 式 ,在 一 、 二 两 种 假设 下 电容 器 的 AW, 都 只 会 是 由 电容 
的 变化 引起 的 ,因而 有 


A V Cl oe (2.10.13) 
-9 (EE)= veo (2.10.14) 

例 2.12 -个 半径 为 a .带电 量 为 Q 的 孤立 导体 球 被 切 成 相等 的 两 半 ( 图 2-31), 求 这 两 
半 间 的 相互 作 用 力 。 

解 ” 该 球 被 切 开 后 仍 是 等 位 体 , 设 为 ®, 球 面积 记 为 S; 我 们 先 求 单位 球面 的 受 力 f。 其 
方法 有 多 种 : 

方法 一 ,根据 (2.10.2) 式 ,该 带电 系统 的 能 量 为 


-1oe- 工 
W.= 去 Q8= 世 


F 


Q? 


drer 


把 上 式 代入 (2.10.11) 式 ,得 


a aW, 
JS lo dr ar 


QT-。IDE-=a 工 
25] =0, FDE =a. FpsE (2.10.15) 


方法 二 .该 孤立 导体 球 的 电容 为 C= 4rer|,-。: 代 人 (2.10.13) 式 ,得 


520 vo | 
(a) = DD: 


0 2¢ 


一 ar (去) 


本 4xr2” 8re rr 
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方法 三 ,计算 图 2-30 虚线 所 示 的 微分 扩张 体积 中 静电 能 量 的 变化 (参见 例 2,13)。 
最 后 ,单位 表面 受 的 静电 力 了 沿 z 方向 的 分 力 为 


下 
fe Ze <“- 支 [ 各 5 cs 


上 半球 面 A 受 的 合力 为 
«| f+ odA -a 上 (2 学 ?sin bdgdy 
rm 到 2 
le ) re pe 
到 图 2.31 切 成 阿 半 的 带电 导体 球 
例 2.13 图 2-32 是 一 个 任意 的 导体 表面 。 求 单位 表面 受 的 
静电 力 。 


解 我 们 先 规定 z 轴 沿 某 点 的 外 法 线 方 向 ,并 假设 导体 不 接 电源 。 假 想 某 点 处 的 表面 元 
AS 在 电场 力 的 作用 下 位 移 了 Ar。 由 于 导体 外 为 储 能 空间 ,导体 表面 向 外 扩张 AV = ASAr 
将 使 体积 元 AV 中 原 有 的 电场 能 变 为 零 , 因 而 使 电场 储 能 减少 : 


AW,= -二 DEAV= -二 posEASAz 


” 依 (2.10.9) 式 ,得 


‘| = 到 csEAS 


下 


f= FAAS= 本 ps 


图 2-32 任意 导体 
表 古 受 的 者 电力 正 值 表示 力 沿 着 x 轴 正 方向 ,是 使 金属 表面 向 外 扩张 的 力 。 


士 式 琢 明 ,(2.10,15) 式 实际 上 适用 于 任意 的 导体 表面 。 可 以 看 出 ,这 个 力 不 等 于 单位 表 
面 的 电 基 ps 与 场 强 E 的 乘积 。 假 这 并 不 与 库仑 定律 矛盾 ,因为 这 里 的 场 强 E 包括 了 面 元 上 
的 电荷 本 身 所 产生 的 电场 在 内 ,而 用 库仑 定律 计算 面 


元 受 力 时 的 电场 强度 是 除 受 力 面 元 以 外 的 其 他 电荷 7 
生 的 电场 。 

例 2,14 如 图 2-33 所 示 平 行 板 电 容器 中 填充 了 
一 部 分 介质 , 求 介质 受 的 力 。 

解 “宏观 介质 在 电场 中 受 的 力 实 质 上 是 介质 中 短 7 
观 极 化 电荷 所 受 电 场 力 的 合力 ,所 以 与 异体 受 的 电场 
功用 同样 方法 计算 。 

该 平行 板 电容 器 中 的 储 能 总 量 (忽略 边缘 效应 ) 为 

W.= eo 时 ) (1-xz)wd+ 生 c( 了) zed 
假设 极 板 的 电压 不 变 ,并 假想 介质 沿 x 轴 位 移 Az. 则 人 (2.10 10) 式 ,有 
JW 2 > 
本 


图 2.33 平行 板 电容 器 中 介质 片 的 受 力 


= 去 Ce ~ eo)E’ wd 
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也 可 以 采用 例 2.13 的 只 计算 微分 体积 Azzed 中 的 电场 能 变化 量 的 方法 。 
出 于 e> sw, 上 式 为 正 值 ,表明 静电 力 下 沿 z 轴 正 方向 , 即 介质 将 被 吸 人 电容 器 。 
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2.1 两 个 点 电荷 * 和 - 9 分 别 位 于 正 y 轴 和 正 x 轴 上 下 原点 为 a 处, 求 : 
QDZ 轴 上 任 一 点 处 的 单位 矢量 ar; 
人 @ 平 面 y=z 上 任 一 点 的 as。 
2.2 位 于 zy 面 的 带电 细 圆 环 以 原点 为 圆心 ,电荷 线 密度 为 mw , 求 : 
四 位 于 > 轴 上 任 一 点 的 点 电荷 g 受 的 作用 力 下 ; 

四 由 x 所 0 和 .x 实 0 的 半 个 圆 环 分 别 在 原点 产生 的 电场 强度 。 

;2.3 ”两 个 平行 的 共 轴 细 导 体 圆 环 相距 为 5, 半径 均 为 a。 移 电荷 g 至 两 个 回环 中 心 处 需 
司 的 功 分 别 为 殉 , 和 W;, 试 求 两 圆 环 所 带电 荷 Q; 和 Q,。 

2.4 ” 卢 瑟 福 在 191] 年 采用 的 原子 模型 为 :半径 为 r。 的 球体 积 中 均匀 布 着 总 电量 为 ze 
的 电子 云 , 球 心 有 一 正 电荷 ze( z 为 原子 序数 ,e 是 质子 的 电量 ), 试 证 明 他 得 到 的 原子 内 电场 
和 电位 的 表示 式 : 


tA 
2.5 如 题 2.5 图 所 示 的 两 个 轴线 平行 的 无 限 长 圆柱 面 之 间 有 体 密 度 为 p。 的 电荷 均匀 分 
布 ,其 余部 分 为 空气 ,无 电荷 ,a + c<5。 求 空间 各 点 的 电场 强度 。 
2.6 计算 在 电场 马 = gsy + az 中 把 一 个 一 2pC 的 电荷 沿 以 


下 两 种 路 径 从 点 (2,1, 一 1) 移 到 点 (8,2, -1) 所 做 的 功 ; AN 
加 河曲 线 x =2y?; ( 
加 沿 连 接 该 两 点 的 直线 。 > 


2.7 大 气 中 各 点 电场 强度 的 经 验 分 布 为 E = -a.Eo 
(Ae “+ Ber*),z 为 失当 地 的 地 平面 算 起 的 高 度 ;所 有 的 经 验 常数 


A .8.a 8B 皆 为 正 数 。 求 大 气 中 电荷 密度 的 经 验 分 布 ,并 问 它 是 正 题 2.5 图 
电荷 还 是 负电 荷 ? 


2.8 已 知 空间 电场 分 布 如 下 , 求 空间 各 点 的 电荷 密度 : 
pe 人 ) <e<a) 
lo (a<p) 

DE, =24 cos /7 ,=A sin 09/7,E, =0(r>0); 并 问 @ 的 场 源 是 何 种 电荷 系统 ? 

2.9 ”空间 存在 着 义 强 电场 EE, 试 证 其 电位 可 表示 成 B= -Er+ (为 任意 常数 ,r 
为 场 点 的 位 置 矢量 )。 

2.10 ”以 下 矢量 场 是 不 是 静电 场 的 一 种 可 能 的 分 布 ? 若是 , 找 出 其 电位 更 的 函数 式 ; 

DE=a, (yw -27)+arztary 

DA=ariytary tae Meosar (ah 为 常数 ) 
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2.11 以 下 标量 场 是 不 是 静电 场 的 一 种 呆 能 的 电位 分 布 ? 
Dlsinkr sinly)e ”  (h’=k +1) 
@p’ (cos ng + sin ng) 
Dr eosO, r cosO 
De Ycosh x (y>0) 
“2.12 如 果 不 引信 电位 ,静电 问题 也 可 通过 直接 求解 EE 的 微分 方程 来 解决 。 
全 求证 :在 有 源 区 和 无 源 区 玉 满足 的 微分 方程 分 别 是 
VE= Vpreo) (or=po+pn) 
和 ViE=0 
其 中 Vv 下 代表 a,V E+ ayV E+ ay EE.; 
@ 求 证 :EE 的 解 是 


全 


lf Vepr 
dreoj: R 


E= dr 


《提示 :可 分 别 求解 每 个 直角 分 量 的 方程 再 矢量 合成 ,也 可 由 EE= -VY® = -村 ,RR 


导出 。) 
2.13 有 一 半径 为 a 的 永久 极 化 介质 球 , 球 心 在 原点 ,均匀 极 化 强度 为 也, 平行 于 < 轴 ， 
球 外 为 空气 ,如 题 2.13 图 所 示 。 


HL 
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题 2.13 图 

外 求 束缚 电荷 面 密度 pps; 

@ 求 z 轴 上 任 一 点 由 东 缚 面 电荷 产生 的 电位 和 电场 强度 ; 

图 如 果 把 介质 的 分 布 反 过 来 一 一 球 内 为 空 胶 , 球 外 为 无 限 
大 永久 均匀 极 化 介质 一 一 中 .加 的 解答 会 如 何 变 化 ? 

2.14 半径 为 5 的 介质 球 内 有 一 个 同心 的 半径 为 a 的 球形 
空 腔 , 空 腔 内 和 球 外 为 空气 ,介质 的 介 电 常数 为 。, 极 化 强度 为 
P= a,kr ,与 7 为 常数 , 求 ; 

中 束缚 电荷 的 体 密度 的 面 密度 ; 

加 自 由 电荷 密度 ; 

鲜 空 腔 内 任 一 点 的 电位 。 

2.15 ”两 种 电介质 的 分 界面 为 =0 的 平面 ,e。 = 2,e, = 如 2.16 攻 
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3, 如 果 已 知 介质 1 中 : 
E'=a,2y-a,3rt+a.(S+z) 
我 们 能 求 出 介质 2 中 那些 地 方 的 瑟 , 和 D; 昵 ? 能 求 出 介质 2 中 任意 点 的 Ez 和 DD, 吗 ? 
2.16 在 y=0 的 介质 分 界面 上 电场 强度 的 矢 线 若 如 题 2.16 图 所 示 , 问 介质 分 界面 上 的 
束缚 电荷 om 应 是 正 的 还 是 负 的 ? 试 证 明之 。 
2.17 参见 题 2.17 图 所 示 由 A 、B 板 组 成 的 平行 板 电容 器 : A 板 电 位 为 U,B、C 两 板 接 
地 。 


人) 


题 2.17 图 

(图 (a) 为 板 间 介质 均匀 时 的 电力 线 、 等 位 线 分 布 。 问 电位 为 零 处 场 强 是 否 也 为 零 ? 为 
何 ? 并 用 2.7 节 的 图 解法 在 以 下 两 种 情况 下 计算 P 点 处 的 E( 假 设 介质 为 空气 ): 

OD 已 知 U=20kV,P 点 处 Al=0.8 cm; 

四 已 知 极 板 A 上 上 发 出 的 10 根 电力 线 相应 于 Q = 3.54x10“C 的 电量 ,P 点 处 Aw 一 
0.8 cm; 

(2) 设 极 板 A、B 间 为 介质 1(e1),B、C 间 为 介质 2(e:) ,图 (b) (c) 中 场 的 分 布 特点 如 下 : 

加 当 电 容器 内 为 高 电容 率 材料 , 即 e, 六 se: 时 场 的 分 布 如 图 (b) 所 示 : 介 质 分 界面 处 扑 
向 于 与 界面 相 切 , E10, Ea 隆 0; 
四 当 电容 器 外 为 高 电容 率 材 料 , 即 e1<e; 时 场 的 分 布 如 图 (c) 所 水 :介质 分 界面 处 记 趋 
向 于 与 反面 垂直 , Bi, = E20,2 区 为 等 位 体 。 

试 运用 静电 场 的 知识 对 以 上 现象 作出 解释 。 

2.18 半径 为 a 的 薄 导 体 这 的 内 表面 涂 了 一 层 绝缘 膜 , 球 内 充满 总 电量 为 Q 的 电荷 , 绝 
缘 膜 外 的 壳 上 又 另 充 了 电量 提 。 已 知 球 内 部 电场 为 =a,(r/a), 求 : 


中 球 内 电荷 分 布 ; 
四 球 壳 外 表面 上 的 电荷 分 布 ; 
@ 球 党 的 电位 ， 


图 球 心 的 电位 。 
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2.19 电场 中 有 一 半径 为 的 圆柱 体 ,已 知 圆柱 内 外 的 电位 分 布 为 
-0 (pa) 
2 
2=4(p-% jesy (pa) 
站 求 圆柱 内 外 的 电场 强度 ; 
回 这 个 图 柱 是 什么 材料 制 成 的 ?表面 有 电 和 此 吗 ? 试 求 之 。 
2.20 ”厚度 为 之 的 无 限 大 介质 平板 ,电容 率 为 e, 放 置 于 均匀 电场 Re 之 中 ,Eo 癌 板 的 人 
射 角 为 91 ,如 题 2.20 图 所 示 。 求 : 
加 使 多 =<f4 的 6 的 值 ; 
儿 板 的 两 表面 的 束缚 电荷 密度 。 
2.21 匀 强 电场 E, 中 放 入 -个 半径 为 a 的 介质 球 ( 介 电 
常数 为 e) 后 , 球 内 ,外 的 电位 分 布 变 为 


3eo 
Da = Ee, Evr cos 0 (rsa) 

> 是 2.20 图 
Eo 0 (rn) 


B= 一 开 or cos 0 十 2 


外 验证 球 表 面 的 边界 条 件 ,计算 球 表面 的 束缚 电荷 密度 ; 

@ 计 算 球 内 ,外 的 电场 强度 EF;、El, 并 问 r->% 时 EE, 趋 于 何 值 ? 为 什么 ? 

@@ 如 果 把 介质 的 分 布 反 过 来 , 即 在 分 布 着 匀 强 电场 E, 的 无 限 大 介质 (s ) 中 挖 一 个 六 答 为 
a 的 空 腔 , 球 内 、 外 的 电位 分 布 函数 更 更 是 何 形式 ” (提示 :可 参考 5.19 题 ,) 

2.22 电介质 透镜 可 使 电磁 场 平 直 化 ,如 题 2.22 图 所 示 。 透镜 的 左 侧 为 国 柱 而 的 “部 
分 , 右 侧 为 平面 。 若 1 区 中 位 于 圆柱 面 上 的 点 (po ,45",z) 处 El= ww5- av3, 为 使 3 区 中 的 EE， 
平行 于 xz 加, 透镜 的 介 电 常数 必须 是 多 少 ? 

2.23 在 各 向 同性 线性 但 非 均 匀 的 介质 中 , 问 以 下 的 等 式 中 
哪些 仍然 成 立 ; 

DVD= -ple; 

加 Da -Di = ps Es = EL 


@p= kp-u-lp 


本 €. 
er-1 
@pr- -EP 

Op La (orp pr) 


2.24 ”两 个 无 限 大 导体 平行 板 安 成 a 角 , 但 不 相 接触 , 电 讨 分 别 为 U, 和 Ut Ui < U,) 
如 题 2.24 图 所 示 。 求 空间 电位 电场 强度 分 布 和 板 上 的 电荷 分 布 。 


2.25 为 了 解 F( 法 [ 拉 ]) 是 一 个 多 么 巨大 的 单位 , 试 把 地 球 看 
成 是 一 个 半径 为 6.37x 106 m 的 导体 球 来 计算 地 球 的 电容 。 
2.26 同 轴 电 缆 内 、 外 导体 半径 分 别 为 a .5 ,电位 分 别 为 U.0 


内 外 导体 之 间 人 完满 不 均匀 介质 ,e(p) 一 AP 为 常数 ) ,已 知 介质 中 
没有 自由 电荷 是 2.24 图 
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导出 该 非 均匀 介质 中 关于 电位 的 微分 方程 ,并 解 之 ; 
0 EE 及 单位 长 度 上 内 ,外 导体 表面 的 白 由 电荷 电 基 ; 
名 求 内 呈 体 表面 的 来 缚 电 侧面 密度 ; 
名 求 单位 长 度 的 该 电缆 的 电容 、 
2.27 岗 个 同心 爹 属 尝 组 成 一 电容 器 。 内 ,外 这 半径 各 为 ri 、r;, 作 两 球 壳 间 与 球 心 成 立 
体 角 8 的 空间 充 以 介 电 系数 为 = 的 介质 ,其 它 部 分 为 空气 ,如 题 2.27 


阁 所 示 , 求 该 电容 器 的 电容 。 ， 
2.28 平行 板 电容 器 中 放 入 一 屋 。> sy 的 介质 后 ,电容 是 增 大 还 A 
是 成 小 了 ? 就 站 种 情况 作 册 解释， C7 
人 D 保 持 极 板 上 的 电量 不 变 ; 
加 保持 极 问 电压 不 变 。 
2.29 平行 板 电 容器 的 极 板 癌 相 妨 2 em, 其 中 有 1 cm 厚 的 玻璃 ,e 
一 7e6 ,市 穿 场 曝 为 ,=50kVjem; 其余 为 空气 ,其 击 穿 场 蝇 为 已 nr 题 2.27 图 
=30 kVims, 
加 天 在 极 问 加 电 斥 4 kw ,此 电容 器 会 不 会 击 穿 ? 
@ 者 将 玻璃 片 取出 , 问 会 不 会 市 穿 ? 
2.30 平行 板 电容 器 如 题 2.30 图 所 示 , 证 明 : 了 
人 已 知 极 则 电压 T7, 当 介质 的 电容 率 为 。 - e(z) 时 ,电容 
器 中 处 处 有 下 = /di 月 无 论 s(z ) 为 何 种 丽 数 日 电容 器 的 电 
容 均 为 


ot 
了 
C= 2) Cd 


@@ 已 知 极 板 电 景 Q , 当 介质 的 电容 率 为 e=e(3) 时 ,电容 
器 中 处 处 有 了 =: Q1S . 且 无 沦 e(y) 为 何 种 函数 电容 器 的 电容 均 为 
d 

c= wl 

2.31 同 轴 辆 柱 形 电 穿 器 内 外 导体 半径 分 别 为 gx 和 5 ,5 为 给 定 值 。 

人 O 当 外 加 电 庄 U 固定 时 , 问 a 为 何 值 可 使 电容 器 中 的 最 大 电场 强度 取得 极 小 值 .并 求 出 
人 

了 当 忆 知 介质 的 击 穿 场 强 上 ,时 , 问 a 为 何 值 时 电容 器 能 承受 极 大 电压 ? 并 求 出 该 极 大 

位 i 

2.32 一 个 半 和 会 为 & 的 导体 球 位 于 半 征 为 5 的 导体 球 过 内 ,两 球 同 心 ,内 球 电位 为 UU, 外 
壳 电 位 为 鹤 , 求 : 

Da 把 r 所 区 域 中 的 电位 分 布 ; 

加 内 外 球 之 间 的 电容 ; 

鲜 直 证 :在 ,5 给 定时 ,a 一 bj2 可 使 内 球 表 面 处 电场 达 极 小 值 , 并 求 出 该 极 小 值 。 

2.33 巾 半 径 为 -a 和 /一 的 两 个 金属 球 构成 的 电容 器 中 填充 着 两 层 介质 ,a 所 7 二 ro 
的 宗 间 中 电容 率 分 别 为 el 和 ss ,通过 计算 a 守 r 志 5 空间 中 的 静电 能 来 求 出 该 电 


2.34 将 半 答 为 R 的 金属 球 充电 , 球 对 于 无 穷 远 点 的 电位 为 1 000 V, 求 趋向 于 使 球 的 半 
.71 . 


径 改 变 的 力 。 
*2.35 ”用 直接 积分 来 验证 : 当 用 一 个 电压 为 U 的 电池 给 电容 器 充电 时 ,在 充电 电路 上 消 
耗 的 热能 等 于 电容 器 最 终 获得 的 静电 能 。 

2.36 平行 板 电容 器 中 有 一 层 电 介质 ,厚度 为 5 ,其余 为 空气 阶 , 厚 度 为 :。 如 题 2.36 图 
所 示 , 由 于 5+: 远 小 于 极 板 线 度 , 故 边缘 效应 可 以 忽略 。 两 极 
间 加 有 直流 电压 U。 

全 求 单位 面积 的 上 极 板 受 的 力 。 © 

人 句 受 力 的 方向 与 U 的 极 性 有 无 关系 ? 

2.37 平行 板 电 容器 的 极 板 为 正方 形 , 边 长 工 , 板 间 距离 4， 

将 其 竖 直 地 插入 相对 电容 率 为 6, ,密度 为 的 液体 电介质 中 , 试 题 2.36 图 
证 明 : 
人 D 当 电容 器 加 以 恒定 电压 U 时 , 液 面 升 高 


h -= 址 (Do() 
“四 当 电容 器 充 以 电量 Q 后 即 斯 开 电源 , 液 面 升 高 
_(e- DQ’ 
2pgeoL” 

"2.38 平行 板 电 容器 极 板 为 正方 形 , 边 长 工 , 当 相对 电容 率 为 e. 的 电介质 未 进入 电容 器 
时 开始 给 电容 器 加 以 恒定 电压 U; 当 电介质 进入 该 电容 器 的 一 半 时 断 掉 电源 ;电介质 又 继续 
进入 ,直至 充满 极 板 之 间 。 问 此 时 极 间 的 电位 差 $, 电 场 强度 和 极 板 电量 Q。 

2.39 平行 板 电 容器 极 板 为 正方 形 ( 边 长 20 cm) ,两 极 间距 离 为 1.5 mm, 下 板 固定 ,上 板 
吊 在 天 平 的 一 个 车 上 。 当 该 电容 器 极 间 加 以 150 V 电 压 时 , 问 天 平 的 另 一 臂 应 吊 上 多 重 的 硅 码 
方 能 使 电容 器 的 上 极 板 保持 原 位 置 不 变 ? 

2.40 有 一 根 很 长 的 同 轴 圈 柱 ,内 外 导体 半径 分 别 为 a 和 5, 对 其 加 以 恒定 电压 U。 假 想 


内 导体 被 轴线 向 外 拨 出 Az, 试 汪 它 将 被 Pavxeo UF /in 上 的 力 吸 回 原 位 。 
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第 3 章 恒定 电场 和 恒定 电流 场 


上 一 章 研究 了 静止 电荷 产生 的 电场 。 本 章 将 讨论 在 与 便 定 电源 构成 回路 的 导体 中 恒定 流 
动 的 电荷 的 电场 , 称 为 恒定 电场 。 

运动 的 电荷 既 产 生 电场 ,也 同时 产生 磁场 。 就 恒定 电流 的 电场 而 言 , 它 的 分 布 只 取决 于 电 
流 所 形成 的 电荷 ( 净 密 度 ) 分 布 这 一 散 度 源 ,而 与 电荷 是 否 流动 无 关 。 而 由 于 电流 连续 性 所 导 
致 的 动态 平衡 ,这 一 电荷 的 分 布 是 全 定 的 ;电荷 的 流动 速度 远 小 于 光速 ,因而 它 也 按 库仑 定律 
产生 无 旋 场 。 从 这 一 意义 上 说 , 便 定 电场 和 更 电场 是 同一 种 矢量 场 。 但 基 , 导 体内 存在 着 电 
场 ,电流 ,电极 之 间 的 介质 导电 的 现象 ,条件 又 是 与 静电 场 明显 不 同 的 ,并 相应 地 具有 一 些 特殊 
的 规律 和 应 用 ,因而 我 们 仍 将 它 单列 为 一 章 。 

由 于 导体 外 部 与 静电 场 几乎 完全 相同 ,本 章 将 主要 讨论 导体 内 的 情况 。 

本 章 所 说 的 导体 都 是 广义 的 ,是 泛 指 一 切 载 有 或 大 量 或 少量 的 自由 电子 的 媒体 ,也 称 导 电 
媒质 。 它 既 包 括 金 属 导体 ,也 包括 漏电 的 介质 。 其 电导 率 可 相差 10” 倍 以 上 。 

下 面 将 首先 介绍 与 电流 有 关 的 定义 和 关系 式 。 


3.1 电流 密度 ”传导 电流 


真实 电流 ( 指 由 自由 电子 ,离子 等 带电 粒子 所 形成 的 电流 ) 可 以 分 为 两 大 类 ,一 类 是 在 金 
属 ,电解 液 .半导体 , 非 纯净 水 ,大 地 ,不 良 介质 等 固态 或 液态 导电 媒质 (也 可 统称 导体 ) 中 的 电 
流 , 称 为 传导 电流 。 另 一 类 是 气体 及 真空 中 的 电流 , 称 为 运 流 电流 。 例 如 日 光 灯 、 霓 虹 灯 和 一 
些 新 式 节能 灯 中 都 是 气体 电离 所 形成 的 电流 ;显像管 等 阴极 射线 管 中 则 是 真空 中 的 电子 束 形 
成 的 电流 。 本 章 的 讨论 主要 是 针对 导电 媒质 中 的 传导 电流 。 

1. 电流 [强度 ] 和 电流 密度 

不 论 是 哪 一 类 真实 电流 ,我们 都 可 以 在 垂直 于 电流 流动 的 方向 上 取 一 个 任意 大 小 和 形状 
的 横 截 面 S。 如 果 在 包括 时 刻 的 时 间 间 隔 At 内 流 过 S 的 电量 为 Ag, 则 在 ;时刻 单位 时 间 
内 流 过 截面 $ 的 电量 


T= lm Ag (3.1.1) 


A Az 
称 为 上 时 刻 的 电流 [强度 ] ,单位 为 A( 安 )。 本 章 研究 的 电流 7 都 是 恒定 的 。 这 里 所 说 的 “ 便 
定 " 都 是 对 时 间 (而 非 空 间 ) 而 言 的 。 
如 果 截 面积 S 取 0, 就 是 体 电流 ;如 果 横 截面 是 一 条 线 (S =0) ,就 是 面 电流 ;如 果 横 截面 是 
一 个 点 (S=0), 则 称 为 线 电流 或 电流 经。 
对 于 体 电 流 和 面 电 流 , 都 还 有 一 个 电流 密度 的 概念 ,以 拱 述 电流 在 其 横 截面 上 的 分 布 。 在 
体 电流 的 横断 面 S 上 取 一 个 包含 某 点 的 面 元 , 则 可 得 到 某 点 处 体 电流 [的 面 ] 密 度 


J= 有 个 (Anm) (3.1,2) 
.3. 


若 在 面 电流 流动 的 表面 了 上 挨个 与 电流 方向 垂直 的 ,包含 某 点 的 线 元 ,如 图 31 所 示 , 则 
得 到 某 点 处 面 电流 [的 线 ] 密 度 


及 等 (Ajm) (3.1.3) 


面 电流 和 线 电流 概念 是 把 实际 情况 理想 化 了 的 , 即 面 电流 的 几何 
厚度 为 零 , 线 电流 的 截面 半径 为 零 。 因 此 ,不 能 用 面 电 流 密 度 的 概念 
去 衡量 体 电流 或 反之 ,否则 就 会 得 出 不 合理 的 结果 。 例 如 ,用 有 限 的 
J 去 除 以 其 横 截面 积 (S = 0) ,会 得 出 面 电流 的 体 密度 是 无 穷 大 ; 反 过 
来 ,车 用 有 限 的 体 电流 密度 去 乘 以 面 电流 的 没有 几何 厚度 的 横 截面 FE 
积 (S= 0) ,会 得 出 面 电流 密度 应 当 永远 是 零 。 

此 外 ,根据 1.3 节 关于 通 量 的 定义 , 体 电流 显然 是 其 电流 密度 的 四 31 外 电流 
通 量 。 


= [J ds (3.1.4) 


2. 电流 密度 与 电荷 密度 的 关系 
设 某 “点 电流 密度 为 ,电荷 密度 为 p, 其 速度 为 ,我 们 取 


5 Ea 包 会 该 点 在 内 的 一 个 小 民 积 ,如 图 3-2 所 示 。 显 然 ,在 Ar 时 间 
sp 内 ,这 个 柱状 小 体积 内 的 全 部 电荷 部 将 穿 过 底面 AS, 上 其 电 盘 为 
() Ag— PALAS 

故而 /= 
图 3-2 电流 密度 与 电荷 密度 了 = 四 (3.1.5) 
用 类 似 的 方法 ,对 于 面 电流 密度 和 面 电荷 密度 , 线 电 流 与 线 电荷 密度 ,可 以 得 到 
Js=psb (3.1.6) 
了 二 pt (3.1.7) 


(3.1.5) ~(3.1.7) 式 对 于 传导 电流 和 运 流 电 流 都 是 成 立 的 。 

还 应 当 指 出 ,(3.1.5) 一 {3.1.7) 式 中 的 o 指 的 是 载 流 子 的 密度 , 即 以 速度 v 定向 运动 的 
那些 带电 粒子 的 密度 。 例 如 ,在 金属 中 , 它 指 的 是 自由 电子 的 密度 ,而 不 包括 不 流动 的 金属 正 
离子 的 密度 。 另 外 ,如 果 图 3-2 的 小 柱 体 中 有 几 种 带电 粒子 ,每 一 种 的 密度 为 wm ,速度 为 0,， 
则 应 有 


J = Dow, (3.1.8) 

即 电流 密度 是 几 种 pu 的 矢 基 和 ,例如 正 、 负 离子 分 别 向 相反 方向 运动 的 运 流 电流 的 情形 。 

从 (3.1.5)~(3.1.7) 式 也 可 以 看 出 静电 荷 的 相对 性 质 :对 于 某 个 参照 系 是 静止 的 电荷 密 
度 分 布 e( 广 ), 对 于 另 一 个 与 之 有 相对 运动 (速度 u) 的 参照 系 来 说 , 就 变 成 电流 密度 分 布 
Jr ) 了 。 

3, 电流 密度 和 电场 强度 的 关系 

对 子 [广义 ] 导 体 中 的 传导 电流 而 言 ,实验 表明 在 电流 密度 和 电场 强度 之 问 存在 着 如 下 的 
关系 : 


J=aE {3.1.9) 
(3.1.9) 式 称 为 导体 的 本 构 关系 ,o 称 作 材料 的 电导 率 ,单位 为 Sm(1 S= 1/0, 称 作 西 门 子 )。 
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各 种 不 同 材料 的 电导 沸 列 于 到 3.1。 对 同一 种 材料 而 言 ,a 是 常数 ,但 会 随 温度 而 变化 。 
{3.1.9) 式 是 传导 电流 特有 的 一 个 关系 式 。 对 金属 而 言 , 它 也 可 由 金属 电子 理论 导出 。 金 
属 是 一 种 等 离子 体 , 即 金 属 中 的 自由 电子 密度 与 正 离 子 的 密度 相等 。 在 外 电场 的 作用 下 ,自由 
电子 在 其 无 规则 的 布 助 运动 之 上 又 适 加 了 一 个 与 外 电场 局 方 向 的 加 速度 eEjm(m 是 电子 的 
质量 ), 但 并 不 会 不 断 地 加 速 下 去 ,因为 自由 电子 运动 时 要 不 断 与 唱 格 上 的 正 离子 相 碰 撞 、 失 去 
动能 而 加 剧 离 子 的 振动 (在 必 闹 上 表现 为 热能 , 即 焦 丁 损 耗 ) ,因此 需要 电源 不 断 对 电子 做 功 . 
使 其 青 获 动 能 。 这 就 是 了 是 E 的 函数 的 根本 原因 。 
表 3.1 不 同 材料 的 电导 率 


材料 | 生生 率 (Shn) 材料 电导 率 oCSfm) 
| 很 6.14x 1 清水 10 3 
岗 ( 授 火 的 ) x10 酒精 3.3x10°4 
金 4.10x 107 节 绚 水 2x10 4% 
名 3.54x10 十 土 1075 加 
饮 .81x 107 变 压 名 10 
铁 | 10 誉 通 琉 璃 四 
钢 (0.5 -1.0) ua0 硬 析 上 10-4 一 10 下 
| 包 .48x 07 | 到 四 扬 乙 燃 <10°% 
水 绷 , 贸 结合 全 0.1x107 培 其 石 区 < 
一 般 来 说 ,材料 的 JE 两 数 关系 可 能 是 很 复杂 的 ,但 我 们 只 讨论 由 (3.1.9) 式 所 表示 的 最 
简单 的 -~ 类 , 即 各 向 同性 材料 。 此 时 o 是 标量 。 这 正如 静电 场 中 介质 的 极 化 强度 P 与 五 关系 
是 很 复杂 的 ,但 我 们 只 讨论 由 P= x。eoE 所 表示 的 各 向 同性 介质 。 这 里 我 们 采用 了 同样 的 研 
究 方法 。 
(3.19) 式 也 是 微分 形式 的 欧姆 定律 。 我 们 把 了 = 志 、 卫 = 了 .二 = 2 代入 (3.19) 式 即 可 


得 到 


4, 电流 密度 与 功率 密度 的 关系 
设 在 电场 力 的 作用 下 ,电荷 pAr 在 At 时 间 内 位 移 了 A!。 则 电场 力 对 该 电荷 做 的 功 为 
PAr "上 "Al。 故 单位 体积 的 功率 (Wi ) 为 


-给 5! -=pE 角 = pE=J:E (3.1.10) 


(3,1.10) 式 对 于 各 种 电流 都 是 正确 的 。 
对 于 传导 电流 而 言 ,(3.1.10) 式 表示 的 单位 体积 的 功率 也 就 是 变 为 热 的 功率 , 即 媒 体 的 焦 
耳 损耗 。 此 时 , (3,1. 10) 式 还 可 写成 如 下 形式 ， 


p=JE=oE? = (3.1.11) 
这 实质 上 是 微分 形式 的 焦耳 定律 。 
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5. 超 导 电 性 

导体 的 一 个 例外 或 极端 情形 就 是 超导体 。 

许多 金属 ( 锯 , 铅 、 钒 等 ) 和 合金 ,在 低 于 它们 的 临界 温度 (例如 包 为 9.26 K) 后 会 转变 为 超 
导 态 。 完 全 没有 电阻 的 状态 称 为 超 导 态 。 由 于 再 灵敏 的 仪表 精度 都 是 有 限 的 ,因而 无 法 严格 
地 用 测量 来 验证 电阻 为 零 , 只 能 说 :即使 有 电阻 ,超导体 的 电阻 也 不 会 超过 最 好 的 导体 的 电 
的 11105 。 因 为 电阻 为 零 ,o = co ,根据 J = oE ,就 无 需 电场 来 维持 电流 ,因而 超导体 内 部 玉 总 
为 零 。 一 旦 产生 电流 ,只 要 以 低温 维持 其 起 导 状 态 ,电流 就 不 会 减 小 。 例 如 , 有 人 在 超 导 铬 环 
中 激 起 的 儿 百 安 培 电流 在 两 年 半 内 都 未 发 现 可 党 察 的 变化 ,直至 撒 掉 维持 超 导 低 温 的 装置 。 
这 种 电流 称 为 持久 电流 。 又 由 于 电 限 为 堆 , 就 可 以 用 很 细 的 导线 通 以 极 大 的 电流 (例如 
10” Afnm ) 而 不 致 熔化 ,而 常态 下 使 铜 导线 熔化 的 电流 仅 为 100 Afmm 。 

超导体 的 理想 导电 性 让 以 使 电力 系统 发 生 革命 性 的 变化 。 超 导电 机 可 以 很 小 的 体积 和 重 
量 达 到 很 高 的 极限 功率 ,并 实现 远 距 离 的 “无 电力 损耗 "输送 (而 传统 的 超 高 压 输电 系统 损耗 可 
达 10% ) ,并 免 去 变 电 设备 ,高 压 铁塔 ( 改 为 地 下 管线 ) ,还 可 改 用 直流 输电 而 降低 成 本 ( 因 其 容 
许 电流 密度 更 大 生 设 计 简单 ), 有 许多 极为 诱 人 的 应 用 前 景 。 


3.2 恒定 电场 的 基本 方程 
一 、 电 流 的 基本 性 质 “全 电流 连续 性 方程 
所 有 的 实验 都 表明 电荷 是 守恒 的 ( 正 负电 荷 的 代数 和 不 会 增 减 )。 因 而 ,如 果 我 们 在 任何 


电流 场 中 取 一 个 任意 的 闭合 面 ,根据 电荷 守恒 原理 , 若 S 中 有 电流 的 净 流 量 流出 (人 ),S 所 
包围 的 体积 中 的 电量 就 应 当 减 少 (增加 ) , 即 


中 7 45 =- 旨 ( 积 分 形式 ) (3.2.D) 


人 


VJ= -只 《微分 形式 ) (3.2.2) 


(3.2.1) 和 (3.2.2) 式 就 是 数学 形式 的 电荷 守恒 原理 , 是 一 切 电流 都 应 满足 的 。 它 们 也 称 作 
[全 ] 电 流连 续 性 方程 。( 全 电流 指 包 括 位 移 电 流 在 内 的 所 有 形式 的 电流 , 详 见 第 6 章 ) 


二 恒定 电流 的 性 质 ”恒定 电场 的 基本 方程 


我 们 研究 的 电流 都 是 由 于 电荷 在 电场 的 作用 下 流动 而 形成 的 ,了 = 了 ( 忆 )( 超 导体 除外 )。 
因此 电场 也 必须 是 恒定 不 变 的 。 电 场 的 分 布 又 是 由 电荷 决定 的 ,因而 电荷 的 分 布 也 必须 是 恒 


定 的 ,故而 在 空间 的 每 一 点 都 应 有 92 =0, 对 任意 闭合 而 $ 包围 的 区 域 中 的 电量 Q ,也 都 应 有 


3 = 0; 从 而 电流 连续 性 方程 变 为 如 下 形式 ， 
中 了 :as = 0 (积分 形式 ) (3.2.3) 
VT=0 (微分 形式 ) (3.2.4) 
(3.2.3) 和 (3.2.4) 也 可 称 为 真实 电流 连续 性 方程 , 意 为 未 包括 位 移 电 流 。 
电流 连续 性 方程 (3.2.3) 在 电路 中 的 体现 就 是 克 硕 直 夫 第 一 定律 (KCL): 流 入 任 一 电路 节 
点 的 电流 代数 和 为 零 (这 可 以 从 图 3-3 清楚 地 看 出 )。 换 言 之 ,流出 任 一 节点 的 电流 一 定 等 于 
:76 ， 


流入 该 节点 的 电流 ,是 为 “连续 "。 由 此 也 可 兄 , 电 “路 "的 基本 定律 实际 上 是 被 " 场 "的 性 质 所 决 
定 的 ,是 由 场 的 定律 派生 出 来 的 。 

也 正 因 为 流入 和 流出 任 一 “节点 ”、 任 意 闭合 面 的 电流 都 达到 
了 动态 平衡 ,所 以 任 - 点 、 任 一 区 域 中 的 载 流 子 (例如 自由 电子 ) 
都 是 流 走 多 少 又 流 来 多 少 ,“ 收 支 相抵 " 面 达到 了 一 个 恒定 的 “ 依 
备 ”, 它 与 不 流动 的 正 离子 共同 形成 了 每 一 点 处 的 恒定 净 密 上 度 。 
所 以 ,(3.2.3) .(3.2.4) 式 所 表达 的 真实 电流 的 连续 同 电 荷 分 布 
的 恒定 (动态 平衡 ) 互 为 充分 必要 条 件 , 二 者 必然 是 同时 并 存 的 。 

一 个 孤立 的 导体 ( 指 未 与 电源 构成 回 略 的 导体 ) 在 更 电场 中 
总 会 在 一 瞬间 达到 静电 平衡 ,使 导体 内 处 处 EE =0。 这 是 导体 上 “四 33 电流 连续 性 方程 与 
的 电荷 产生 的 电场 彼此 之 间 、 并 与 外 加 电场 之 间 互 相抵 消 的 结 克 希 苟 夫 第 一 定律 
果 。 但 是 与 恒定 电源 ( 即 直 流 电 源 ) 构 成 回路 的 导体 中 ,由 于 电源 
的 持续 作用 ,电荷 始终 在 流动 , 却 水 远 达 不 到 静电 平衡 。 在 接 通 电源 后 的 短暂 过 渡 过 程 之 后 所 
达到 的 是 上 述 的 动态 平衡 (这 也 是 它 的 稳 态 )。 在 这 种 状态 下 ,整个 回路 中 所 有 处 于 动态 平衡 
的 分 布 电荷 所 产生 的 合成 电场 在 导体 内 并 不 是 零 , 而 是 一 种 时 不 变 的 电场 分 布 ,无 论 在 导体 内 
还 是 导体 外 。 我 们 不 妨 把 静电 场 的 电荷 分 布 与 恒定 电场 的 电荷 分 布 分 别 比 作 死水 池塘 和 活水 
池塘 。 死 水 池塘 中 每 一 滴水 都 是 静止 不 动 的 ,而 活水 池塘 的 每 一 滴水 (比喻 载 流 子 ) 都 在 恒定 
地 流动 ,但 是 二 者 在 "外观 "效果 上 是 一 样 的 。 

这 样 ,虽然 场 的 源 已 不 是 静电 荷 ,其 产生 的 却 仍然 是 静态 的 电场 ( 它 称 为 恒定 电场 ,是 因为 
“广电 场 "这 个 术语 已 经 特 指 由 静电 荷 所 产生 的 电场 了 ); 它 仍然 满足 静电 场 的 基本 方程 
{2.2.5) 和 (2.5.10), 仍 然 是 由 恒定 的 散 度 源 产生 的 无 旋 场 。 上 述 结论 有 一 个 前 提 , 就 是 要 满 
足 电 流连 续 性 方程 (3.2.3).(3.2.4) ,这 是 恒定 电 [ 流 ] 场 的 存在 条 件 , 也 是 求解 恒定 电流 场 问 
题 的 出 发 点 ,首先 要 满足 的 关系 式 。 也 因此 ,恒定 电场 有 不 同 于 静电 场 的 规律 ; 

在 导电 媒质 内 部 ,车 把 导体 的 本 构 关 系 代入 电流 连续 性 方程 (3.2.4) ,也 可 得 到 关于 的 
散 度 方程 9.oE =0, 它 和 旋 度 方程 YXxE =0 一 起 将 完全 确定 更 ,至 以 至 了 的 分 布 面 与 < 的 分 
布 无 关 ; 再 出 高 斯 定律 (2.5.10) ,可 事后 得 出 p 的 分 布 。 可 见 高 斯 定律 对 确定 或 求解 恒定 电 
场 的 分 布 不 起 作用 ,也 不 是 e 而 是 直接 次 定 着 导电 媒质 中 @ 一 E 一 J 的 分 布 。 但 由 
(2.5.10) 式 , 介 电 常数 。 的 分 布 却 影响 着 场 源 次 电荷 密度 o 的 分 布 ( 见 例 3.2)。 这 样 ,我们 应 
把 恒定 电场 的 基本 方程 按 导电 媒质 内 .外 分 别 归结 为 : 


导电 媒质 内 导电 媒质 外 

VxXE=0 VxXE=0 

V4-0 VD=0 

(J =0oE) (也 =) 
三 、 路 经 电源 内 部 的 环 量 


上 述 关于 恒定 电场 也 是 无 旋 场 的 论断 ,是 指 电源 以 外 的 区 域 。 当 我 们 取 的 闵 合 路 径 穿 过 
电源 内 部 时 , 环 量 的 计算 结果 就 不 同 了 。 电 源 内 有 一 种 非 静电 力 ,也 称 作 局 外 力 。 它 可 能 来 自 
机 械 能 、 化 学 能 、 太 阳 能 …, 由 于 它 也 使 电荷 受到 作用 力 , 从 而 也 等 效 于 一 种 电场 , 记 为 EE 。 
E' 是 非 保守 场 ,也 称 作 局 外 场 。 非 保守 场 与 库仑 电场 相反 , 它 不 是 使 正 ( 负 ) 电 荷 走 向 低 (高 ) 


电位 ,而 是 克服 库仑 力 (更 电力) 做 功 把 它 驱 使 到 高 ( 低 ) 电 位 去 ; 它 不 是 使 正 、 负 电荷 中 和 ,而 是 
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把 它们 分 天, 分别 搬运 到 下 ( 负 ) 极 ,从 亩 形成 并 维持 了 伍 定 的 场 源 电荷 ,这 种 源 则 产生 了 入 定 
的 朴 辣 电压 和 倒 定 的 @、E .J 分 布 { 而 场 与 源 如 何 分 布 则 首先 取决 于 空间 媒质 的 电导 率 的 分 
布 ， 这 正如 一 个 直流电 路 中 各 点 电压 取决 站 电阻 的 分 布 )。 

现在 计算 图 3-4 所 示 的 电流 回路 中 穿 过 电源 内 部 而 绕 电 路 
一 周 的 闭合 路 径 上 库仑 电场 (电荷 电场 ) 和 非 保守 场 的 总 电场 E 
+ 玉 ' 的 环 量 ,也 就 是 绕 行 一 周 时 两 种 场 对 单位 正 电 荷 所 做 的 总 
功 。 它 等 于 

中 + EY).dl = 中 -di + 号 -dl 
其 中 库仑 电场 五 是 无 旋 场 ,因而 上 式 第 一 项 为 零 。 第 二 项 中 ,由 
于 在 电源 之 外 并 不 存在 非 保守 场 ,因而 实际 上 只 需 在 电源 内 积 
分 。 而 电源 内 的 局 外 场 或 非 保守 场 对 单位 正 电荷 作 的 功 就 是 电 
动 势 (单位 为 V)。 故 有 : 
$BE+E)d=$E d= | ,Ed=e (3.2.5) 
c £ = 琶 内 


可 见 , 闭 合 路 径 穿 过 电源 内 部 时 ,总 电场 的 环 量 并 不 为 零 , 而 是 等 于 电动 势 。 但 只 此 不 路 经 电 
源 ,电场 的 环 量 就 恒 为 堆 。 
(3.2.5) 式 也 表明 ;电动势 等 于 非 保守 场 沿 闭合 路 径 的 积分 
oe = Ep'.dl (3.2.6) 


3-4 非 保 守 场 (局 外 场 } 、 
路 经 电源 的 环 量 


这 个 结论 实际 上 是 有 普遍 意义 的 ， 
(3.2.5) 式 在 电路 中 体现 为 克 希 荷 夫 第 二 定律 (KVL)。 我 们 把 它 变 换 一 下 形式 
“a d= = | 下 .at= [gar 


A ALB 


就 可 看 出 (在 集 总 电路 中 ) 沿 任 _ 一 回路 电动 势 的 代数 和 等 于 电压 降 的 代数 和 。 


由、 均匀 导体 
由 于 在 电源 以 外 的 区 域 中 恒定 电场 满足 基本 方程 wx =0, 就 可 以 引入 标量 电位 
E=-V® 
又 由 于 恒定 电场 中 满足 基本 方程 V'J =0, 在 均匀 导体 (均匀 导电 媒质 ) 中 ,根据 J=oE, 且 o 是 
常数 ,就 有 


VJ=VoE=o VE=0 


于 是 YE=0 (3.2.7) 
V'( -VB)=0 
Ym=0 (3,2.8) 


可 见 ,恒定 电场 中 在 导电 媒质 均匀 的 区 域 里 ,电位 满足 拉 普 拉 斯 方程。 
对 于 均匀 导体 ,(3.2.7) 式 还 表明 其 体积 中 电荷 净 密 麻 处 处 为 等 :V' 五 = 名 =0。 这 与 了 = 


pv 并 不 矛盾 。 因 为 后 者 式 中 的 p 指 的 是 载 演 子 的 密度 ,而 (3.2.7) 式 中 的 p 指 的 是 某 点 处 无 
限 小 高 斯 面 中 的 正 、 负 电荷 密 麻 的 代数 和 , 即 不 成 对 电荷 密 麻 或 电荷 净 密度 。 
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还 应 该 指出 的 是 ,均匀 导体 的 体内 电荷 净 密 度 处 处 为 零 的 情形 是 在 稳 态 时 才 达 到 的 。 在 
导体 刚 接 上 电源 后 的 过 滤 过 程 ( 暂 态 过 程 ) 中 是 有 电荷 进入 导体 内 部 而 净 密 度 并 不 为 零 的 。 这 
个 体 电荷 密度 按 指数 规律 衰减 ,体内 的 电荷 迅速 扩散 到 导体 表 耐 上 去 。 这 叮 以 如 下 证 明 : 我 们 
把 V-D=p,J -oF,D- seE 代入 电流 连续 性 方程 ,就 得 到 


a 
-gv I VoB -ov 2 LvD- Ep 
区 +2p=0 (3.2.9) 
这 个 一 阶 常 微分 方程 称 为 电荷 弛 天 方程 , 它 的 解 为 
p= pe Fpoet {3.2.10) 


其 中 时 间 常 数 c= s/o 称 为 电荷 的 弛 珠 时 间 , 单 位 为 s( 秒 )。 对 于 大 多 数 金 属 而 言 , 其 介 电 常 
数 和 eu 在 回 -- 个 数量 级 ,因而 弛 殉 时 间 是 非常 之 短 的 (而 “绝缘 体 " 例 如 云 冉 的 弛 阶 时 间 可 达 
10* s 之 长 )。 以 铜 为 例 ,o =5.80X107 Sfm, 代 人 上 式 ,可 得 到 
ts(36xX10 xX5.8xX10') :se1.5x10 9 (s) 

所 以 ,恒定 电场 中 的 均匀 导体 (导电 媒质 ) 达 到 稳 态 时 也 类 似 处 于 静电 平衡 时 的 导体 ,其 体内 电 
荷 密度 为 零 , 净 电 集 只 分 布 在 导体 表面 上 。 峙 而 , 便 定 电场 中 不 同 导体 (导电 媒质 ) 的 分 界面 上 
总 是 分 布 有 自由 电荷 的 。 与 静电 场 中 的 导体 不 同 的 是 ,这 种 稳 态 不 是 静电 平衡 ,而 是 在 导体 中 
的 恒定 电场 驱使 下 作 恒定 流动 的 电荷 所 形成 的 动态 平衡 状态 。 

值得 指出 的 是 ,方程 (3.2.9) 的 导出 并 未 用 到 VX E=0 的 假设 ,所 以 它 的 成 立 并 不 仅 限 十 
无 旋 场 。 在 - -个 给 定 的 点 ,电荷 净 密度 按照 (3.2.10) 式 一 经 衰减 到 零 , 就 保持 为 零 ,而 与 边界 
的 情形 无 关 、 在 均匀 介 电 常数 .均匀 电导 率 的 材料 中 稳 态 时 电荷 净 密度 为 零 ,即使 对 于 时 变 场 
也 是 正确 的 。 


3.3 ”恒定 电场 的 边界 条 件 


在 恒定 电场 中 不 同 导电 媒质 的 分 界面 处 ,由 于 界面 两 侧 电导 率 及 介 电 常数 的 不 同 , 当 电流 
倾斜 地 流 过 界面 时 会 随 着 届 折 而 发 生 突变 。 采 用 与 静电 场 中 两 种 介质 界面 处 同样 的 分 析 方 
法 ,把 [真实 ] 电 流连 续 性 方程 的 积分 形式 (3,2,3) ,也 即便 定 电场 的 通 量 方 程 ,用 到 两 种 导电 媒 
质 的 分 界面 上 ,就 可 得 到 恒定 电 [ 流 ] 场 的 法 向 边界 条 件 ， 


Jin = Jan 或 gEis= 0,E;, (3.3.1) 
从 与 巍 电 场 中 相同 的 环 量 方 程 (2.2.4) 和 高 斯 定律 ,又 得 到 与 静电 场 中 相同 的 两 个 边界 条 件 : 
Er=E; 或 nx(Ei-E,)=0 (2.6.7) 
Ds- Dan= ps 或 e1En = e2E2, (2.6.1) 

而 与 (3,3,1) 和 (2.6.7) 式 相应 的 ,用 电位 表示 的 法 向 和 切 向 边界 条 件 则 分 别 为 
“2 (3.3.2) 
B=, (2.6.8) 


(3.3.1) 和 (2.6.7) 式 表明 :恒定 电场 中 不 同 导体 的 分 界面 处 电流 密度 的 法 向 分 量 连 续 , 而 电场 

强度 切 向 分 量 连续 。 并 且 , 由 于 导体 内 外 都 是 无 旋 场 ,在 导电 与 非 导电 区 城 的 分 界面 上 也 应 最 

从 切 向 边界 条 件 (2.6.7)。 这 样 , 由 于 恒定 电场 中 导体 内 存在 着 电流 , 表明 存在 着 与 导体 表面 
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相 切 的 电场 ,在 导体 表面 的 外 侧 也 就 应 存在 切 向 电场 分 量 ,故而 导体 表面 的 电力 线 不 严格 垂直 
于 导体 表面 。 这 样 ,就 导体 外 表面 处 电力 线 的 形状 而 言 ,恒定 电场 与 静电 场 咯 朋 区 别 。 
此 外 ,根据 (3,3,1) 和 (2.6.1) 式 ,在 不 同 漏电 介质 的 分 界面 上 婚 存 在 有 束缚 面 电荷 om， 
也 存在 自由 面 电荷 ( 见 例 3.2) ,这 也 是 恒定 电场 与 静电 场 的 一 个 不 同 之 处 。 
恒定 电场 中 不 同 导 体 分 界面 上 电 [ 流 ] 场 的 折射 关系 (参看 图 3-5) 为 
tm 和 Jam_ coEu ci 
tanb jo/ op 上 Ex oa 
例 3.1 设 同 轴线 内 .外 导体 半径 分 别 为 = .5 ,填充 的 介质 略 有 
漏电 ,其 电导 率 o 为 非 零 常 数 。 求 漏电 介质 中 的 B、E .J 和 单位 长 
度 的 电导 。 
解 ”由 于 漏电 介质 是 均匀 的 , 故 $B 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 关 于 @ 
的 边界 条 件 应 这 样 考虑 :由 于 内 外 导体 中 存在 着 电流 ,故而 导体 的 
边界 两 侧 都 存在 切 向 即 轴 向 的 电场 分 景 。 图 3-6 中 是 把 电场 切 向 
分 量 寺 大 后 的 情形 。 但 由 于 良 导体 中 电场 极 微小 ,这 个 切 向 电场 与 
同 轴线 内 外 导体 之 间 的 径 向 电场 相 比 完全 可 以 忽略 ,因而 金属 表面 
仍 可 近似 看 作 等 位 面 :于 是 可 分 别 假设 内 、 外 导体 电位 为 U 和 0, 按 
照 2.7 节 所 介绍 的 方法 求解 一 维 拉 普 拉 斯 方程 而 得 到 


(3.3.3) 


图 3-5 不 同 导体 分 界面 
上 的 边界 条件 


m2 ? 
a 
a U 
E= -Vo= -a, =a,— 
"9p pln 6 
J=oE=a, ca 
pn 图 3-6 间 轴 线 中 的 恒定 电场 和 电流 场 
单位 长 度 的 同 轴线 总 漏电 流 为 
Lo= T°2rp= 2 
hn 一 
单位 长 度 的 漏电 导 为 
Go= 从 =2ro/n 生 (3.3.4) 


例 3.2 图 3-7 为 玫 克 斯 书 电容 器 , 它 有 两 个 平行 板 电 极 ,其 中 的 介质 分 为 两 层 ,电容 率 
分 别 为 和 63, 电导 率 分 别 为 nr 和 oc2。 设 极 板 面积 为 S, 求 该 电容 器 的 漏电 导 G; 在 外 加 电 
二 压 可 时 , 求 电容 器 中 的 电流 密度 以 及 两 种 介质 分 界面 上 

的 自由 电荷 密度 ps 和 束缚 电荷 密度 prs。 

解 方法 一 .麦克 斯 书 电容 嘎 可 看 成 两 个 并 联 着 电 
的 电容 器 的 串联 而 用 “路 "的 方法 求解 (从 略 ) 。 下 面 我 
们 采用 “ 场 "的 方法 来 解 。 

图 3-7 填充 两 层 湖 电 介质 方法 二 、 当 介质 分 界面 沿 等 位 面 即 竹 直 于 电流 线 时 ， 

的 平行 板 电 众 名 宣 假 设 电流 值 ,利用 电流 连续 性 , 按 1 一 J 一 E 一 U 的 思 
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路 即 可 得 G= 1/U 以 及 其 他 量 ;而 当 介质 分 界面 平行 于 电流 线 时 , 宣 假 设 电压 值 , 按 UE 一 
了 一 工 的 思路 求解 - 
方法 三 、 联 立 求解 与 场 的 两 个 基本 方程 相应 的 代数 方程 组 , 即 可 完全 确定 场 的 分 布 : 
1 ok =0,E, 
lLEdi+ Erdi=U 
ooU 
od tod 


由 
oU 
Ez cdi +ods 
goU 
odit+ od 


EA 
Gad1 + ods 


从 而 E;= 


J—-aE ob,= 
= 至 1 


J. 


Eo 


G2€1 — G1E2 
od1 +t od2 


1 E2 一 en €2 El 
万 | = 一 
1 5 Oy 


(3.3.5) 


上 


— go 
£1 


&1 
on 


pw=n'(P;~P)= 至 一 ce 门 ,一 
Las ae ooaU lee) ote eo 
oz a loditadi gdit od; 


可 以 看 出 ,由 于 在 不 同 导体 的 分 界 而 上 必须 满足 ], = Jo, 根据 (3.3.5) 就 势必 有 DDis 关 DD», 这 
是 因为 于 与 党 总 是 不 相等 的 。 所 以 ,导体 媒质 分 界面 上 总 是 有 自由 电荷 的 。 这 一 点 显著 不 同 


于 静电 场 中 电容 器 的 情况 :两 个 极 板 上 电荷 总 是 等 量 异 号 ,而 介质 分 界面 上 pos=0, 只 有 东 缚 
面 电荷 prs。 在 恒定 电流 场 中 催 个 极 板 上 的 电荷 异 号 面 不 等 量 ,所 差 之 电量 正 是 分 布 在 介质 
(此 时 成 了 “导体 ") 分 界面 上 的 自由 电荷 量 ; 
QQ= 5S(ps ~ pw)= SD ~ D2)= SPs 

这 些 电 荷 是 在 接 通 电源 后 的 暂 态 过 程 中 扩散 到 表面 或 界面 上 去 的 。 对 于 不 良 电介质 ,虽然 其 
电导 率 仅 是 金属 电导 率 的 大 约 1/10”( 表 3.1), 但 介质 中 的 漏电 流 与 金属 导体 中 的 电流 同样 属 
于 传导 电流 ,也 服从 本 构 关系 J= oF 及 其 他 基本 方程 ,因而 呈现 出 与 金属 导体 类 似 的 电荷 向 
表面 扩散 的 现象 ,只 不 过 电荷 弛 除 时 间 上 与 金属 有 量 的 差别 。 一 般 , 在 介质 中 的 漏电 流 可 以 忽 
略 的 场合 , 它 就 被 视 为 绝缘 介质 ,认为 其 中 分 布 的 是 静电 场 ;而 在 漏电 流 不 能 忽略 的 场合 ,该 介 


Pp 的 场 就 变 按 恒定 电场 和 电 


质 又 要 被 称 为 导体 。 这 同一 个 电容 器 (严格 说 已 不 能 算是 电容 髓 ) 叶 


流 场 的 问题 处 理 。 名 称 的 变化 反映 着 


问题 性 质 的 变化 。 


例 3.2 还 表明 ,恒定 电流 场 的 导电 媒质 


Ph J\E 以 至 更 的 分 布 与 c 有 关 而 与 se 无 关 。 由 


“路 "的 观点 可 帮助 理解 这 一 点 : 当 直 流 电路 中 两 个 串联 电容 未 并 联 电阻 时 ,其 上 的 电压 (以 至 
人 名. 分 布 ) 取 决 于 各 自 的 电容 量 ;而 并 联 电 有 阻 (CYR1 ,C2 /Rs) 后 ,C1 .Cs 上 的 直流 电压 就 
取决 于 民有 上 的 分 压 了 。 


3.4 恒定 电流 场 与 静电 场 的 比拟 


我 们 把 导电 媒质 中 的 恒定 电场 .电流 场 与 没有 自由 电荷 的 介质 中 的 静电 场 对 比 一 下 ,可 以 
.81 . 


看 出 它们 的 基本 方程 和 各 种 关系 式 有 着 完全 相同 的 数学 形式 : 


恒定 电场 静电 场 

VxE=0 VXE=0 

V1=0 Vv-D=0 

J=oF D=éeE 

= | .as g=| Dds 

; s 

;4 :一 了 

GU C7 


(上 而 把 书 D9 写成 | D dS 是 因为 这 里 的 亲 合 面 $ 是 包 肝 电容 的 菜 一 个 电极 的 ,而 根本 外 侧 


面 发 出 的 电 通 量 为 零 , 对 积分 无 贡献 。) 两 种 场 的 上 述 物理 量 之 间 有 着 形式 上 一 - -对 应 的 关系 : 
恒定 电场 E J I 了 G 
静电 场 E D 4g & Cc 
因而 在 相同 的 几何 条 件 下 两 种 场 的 求解 在 数学 上 是 同一 问题 ,从 和 而, 可 以 利用 求解 静电 场 来 得 
到 恒定 电流 场 的 解 (可 以 看 出 ,这 一 作法 并 不 限于 均匀 导电 媒质 ,而 只 要 求 与 的 分 布 规律 
相同 ); 另 一 方面 ,也 可 以 在 实验 上 用 恒定 电流 场 为 静电 场 "造形 ”。 

一 \ 用 静电 场 比拟 恒定 电流 场 

如 前 所 述 ,对 于 某 -. 便 定 电流 场 问题 ,如 果 同 样 边界 的 静电 场 问题 是 有 解 的 , 则 恒定 电流 
场 的 解 便 可 以 直接 写 出 ,只 要 把 静电 场 的 解 式 中 有 关 的 物理 量 代 换 成 恒定 电流 场 中 与 之 对 应 
的 物理 量 即 可 。 

璧 如, 如果 某 种 形状 的 (填充 着 介 电 常数 为 。 的 介质 质 的) 两 个 电极 之 问 的 电容 的 计算 在 静 
电场 中 是 已 经 解决 了 的 ,那么 ,同样 形状 的 电极 之 间 如 果 填 充 着 o 与 s 有 相应 分 布 的 导电 媒 
质 ,其 电导 就 可 以 从 电容 的 计算 结果 中 把 es 代 换 成 c 而 直接 得 到 。 例如 ,已 知 同 轴线 单位 氏 度 
的 电容 是 cr , 则 同样 几何 尺寸 的 同 轴线 间 位 长 度 的 漏电 时 必 为 G = 2 这 种 代 换 的 
合理 性 还 可 以 从 电容 和 电导 计算 过 程 的 完全 类 似 性 看 出 : 

[2 dS _| ds 


Pe-: df fe: al 
了 J dS je. ED 
U 下 五 .df 让 E-:ds 
应 该 指出 ,(3.4.1) (3.4.2) 式 中 分 母 的 计算 是 以 电极 1 、 2 背 为 等 位 体 为 前 提 的 ,而 恒定 电流 
场 中 电极 只 是 近似 的 等 位 体 。 但 是 电极 通常 都 是 由 金属 材料 制 成， 电导 率 很 高 ,因而 与 金属 表 
面相 切 的 电场 分 量 甚 小 ,所 以 这 种 近似 足够 精确 。 

还 有 一 点 应 指出 ;采用 静电 比拟 法 的 媒质 区 域 之 内 不 应 包含 电流 需 穿越 的 不 同 导电 媒质 
的 分 界面 ,例如 图 3-7 的 情形 。 因 为 3.2 节 已 指出 ,分 界面 处 和 DD 的 边界 条 件 形式 不 同 , 故 

.8 


(3.4.1) 


C= 世 =- 


(3.4.2) 


G= 


不 便 相 妃 比 拟 。 

转化 成 静电 场 问题 来 求解 恒定 电流 场 的 静电 比拟 法 在 省 电导 的 计算 ,接地 器 电阻 的 计算 
等 场合 是 十 分 便利 的 。 

例 3.3 接地 器 埋藏 很 浅 ,其 形状 可 近似 用 半球 形 代替 ,如 图 3-8 所 示 , 求 接地 电阻 。 

解 ”接地 电阻 是 指 接地 器 至 无 穷 远 的 大 地 电阻 (土壤 电导 些 设 为 =) 。 央 为 在 远离 电极 处 
电流 流 过 的 面积 很 大 ,而 接地 器 附近 则 流 过 的 面积 小 得 多 ,所 以 接地 电 阴 主要 在 接地 器 附近 ， 
电压 降 也 就 主要 在 接地 器 附近 。 人 的 一 个 跨 步 之 间 ( 约 0.8 m) 就 可 能 有 较 高 的 电位 差 ( 称 为 跨 
步 电 奈 ), 对 人 体形 成 危险 。 

用 静电 比拟 法 ,与 该 问题 相对 应 的 静电 场 问 题 足 计算 半球 的 电容 由 于 同样 形状 的 电极 
的 静电 场 分 布 与 电流 场 分 布 极为 相似 ,也 是 济 径 向 辐射 状 ,如 网 3-8 所 示 ,故人 而 该 半球 的 电容 
应 是 整个 -个 孤立 球体 电容 4mea 的 一 半 , 即 C=2reaj; 故 半球 的 电导 为 G =2xow; 

对 于 坦 地 和 较 深 的 接地 器 ,可 名 路 地 面 的 存在 而 视 为 孤立 球 0 。 
体 来 解 。 对 于 韩 地 不 太 深 ,不 能 忽略 地 面 的 影响 时 ,可 以 把 地 面 
作为 镜面", 求 接地 器 及 其 镜像 同性 电极 先 加 而 成 的 场 。 有 时 
也 采用 圆 伞 彤 棒 或 圆 盘 共 接地 岩 。 它们 都 可 用 静电 比拟 等 方法 
转化 成 相应 的 静电 场 问 题 来 解 。 


二 \ 用 模拟 法 求解 静电 场 


在 理论 计算 上 静电 场 的 解法 比较 成 熟 , 我 们 总 是 用 静电 场 来 比拟 恒定 电流 场 ;但 在 实验 
上 ,导电 媒质 中 的 便 定 电流 场 最 易 测量 且 等 位 线 ( 面 ) 可 以 测 得 很 准 ,所 以 总 是 用 但 定 电流 场 来 
模拟 静电 场 和 其 他 的 场 ,如 磁场 ,流体 中 的 流速 场 等 。 
根据 本 节 前 面 的 分 析 我 们 可 以 得 知 :一 组 电极 
3 在 略 能 导电 的 媒质 中 (电解 波 .导电 纸 、 土 壤 或 不 良 
介质 等 ) 造 成 的 便 定 电流 场 的 分 布 情况 和 这 一 组 电 
极 带电 后 在 均匀 介质 中 造成 的 静电 场 分 布 极为 相 
似 。 因 此 ,我 们 可 以 把 一 些 形状 不 规则 、 其 电场 难于 
分 析 、 测 量 的 电器 的 缩小 的 相似 形 置 于 电解 槽 中 ( 盛 
有 白 来 水 或 稀 硫 版 等 稀 弱 的 基 , 酸 、 臧 涛 液 ) ,加 以 低 
频 交 流 电 源 如 音频 电源 (以 消除 电解 或 极 化 的 影 
响 )。 也 可 用 导电 纸 代 替 电 解构 作为 导电 媒质 ,导电 
胶 代 替 金 属 电极 。 这 种 模拟 法 特别 适 于 为 平行 平面 
场 或 子午 平面 场 (例如 同 轴线 纵 训 面 上 的 场 ) 这 类 一 
维 场 造型 ,也 可 以 模拟 二 维 静 电场 。 峰 3-9 是 用 模 


图 3-8 半球 形 接地 器 


拟 法 确定 形状 复杂 的 电 钴 B 岗 围 的 电场 的 实验 装 

本 置 未 意图。 槽 中 盛 有 各 来 水。 还 应 注意 避免 梢 辟 形 

和 全 地 本 本 成 的 边界 条 件 对 被 测 场 六 成 明 吕 影响。 分 庄 状 应 滑 
1 一 电 访 表 ;2 -分 此 器; 到 电 庄 @ (i 1,2,…, n)。 于 是 ,只 有 当 探 针 探 的 

3 多 二 交 流 电源。 是 等 位 而 上 的 点 时 ,电流表 的 指示 才 是 零 : 探 针 


稍 偏离 该 等 位 面 , 便 不 指 零 。 如 此 就 可 以 逮 个 地 把 x 个 等 位 面 都 测 出 来 , 然后 再 按照 2.7 从 
的 作 图 方法 画 出 电力 线 分 布 。 
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司 全 3 


3.1 半径 为 a 的 均匀 极 化 介质 球 以 它 的 -条 直径 为 轴 匀 速 旋转 ,角速度 w ,该 轴 平 行 于 
球 的 极 化 强度 卫 , 求 : 
@@ 由 于 旋转 形成 的 面 电流 密度 分 布 ; 
名 通过 球 画 上 p= go 的 半圆 周 也 即 球 的 一 条 ”经线 " 的 总 电流 ; 
图 通过 这 条 “经 线 " 的 上 半 段 (0 委 2 迄 rz/2) 和 下 半 段 (r/2<9m) 的 电流 分 别 是 多 少 ? 
3.2 设 zy 面 上 存在 着 密度 为 = asy + az(A/m) 的 面 电流 ,计算 穿 过 表面 上 两 点 (2， 
1) 和 (5,1) 之 间 的 线段 上 的 所 流 。 
“3.3 一 个 半径 为 a 的 球 由 线性 .各 向 同性 .电导 率 为 o 的 均匀 导电 媒质 构成 。 已 知 球面 
电位 为 Boacos 9, @, 为 常数 , 求 球 内 各 点 的 电位 和 传导 电流 密度 。( 提 示 : z= rcos 9, 解 球 内 
电位 关于 z 的 一 维 拉 普 拉 斯 方程 。) 


3.4 如题 3.4 图 所 示 的 平行 板 电 容器 中 充满 线性 介质 ,o 是 常数 ， 三 =art+b(a、b 为 党 
数 )。 车 已 知 电容 器 中 伍 定 漏电 流 密 度 为 上 , 求 电容 器 中 的 空间 电荷 密度 po。 

3.5 ”填充 着 两 层 介质 的 同 轴 电 缆 中 介质 分 界面 为 同 轴 的 圆柱 面 ,内 、 外 导体 半径 分 别 为 
a 和 ,介质 分 界面 半径 为 <。 两 层 介质 的 电容 率 分 别 为 s, 和 e: ,电导 率 分 别 为 nr, 和 oz。 当 
外 加 电压 为 U 时 , 求 两 种 介质 中 的 电场 及 分 界面 上 的 自由 电荷 密度 。 

3.6” 设 半径 为 R, 和 R; 的 两 个 同心 球面 之 问 填 充 着 =m(L+ 攻 ) 的 材料 ,天 为 常数 ， 
求 两 球面 之 间 的 电阻 。 

3.7 在 高 频 电 磁场 中 ,导体 中 的 电波 趋向 于 导体 表面 ,有 (1 ~ 二) 的 电流 在 厚度 仅 为 6 
( 趋 肤 深度 ) 的 表层 导体 中 流动 。 若 电导 率 为 c: 

@ 求 1 的 正方 形 导体 片 的 电阻 Rs ( 它 称 为 表面 电阻 , 指 题 3.7(a) 图 所 示 方 向 的 电阻 ); 

@ 若 把 正方 形 换 为 题 3.7(b) 图 所 示 的 盛 形 片 ,分别 求 沿 厚度 方向 的 电阻 Ro、 两 圈 弧 面 间 
的 电阻 R 和 两 个 直 边 之 间 的 电阻 R'。 


37" 


(a) 


题 3.4 图 是 3.7 图 
3.8 有 一 电导 不 为 零 的 介质 的 介质 特性 和 导电 垢 都 是 线性 、 各 向 同性 的 ,但 都 是 非 均 勾 
的 。 证 明 当 介 质 中 存在 信 定 电流 时 ,体积 中 将 出 现 自由 电荷 ,密度 为 。 = 


3.9 ， 设 至 璃 的 电阻 率 p= 1029.m,e-=4.0, 求 其 电荷 怨 诛 时 间 r。 
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“3.10 六 电 在 上 =0 时 刻 击 中 一 个 半径 为 和 =0.1m 的 有 耗 介质 球 {s,= 1.2,c= 10 Sim)， 
把 1 mC 的 电荷 散落 在 球 上 。. 假设 := 0 时 电荷 在 球体 中 均匀 分 布 , 求 电荷 从 体积 内 扩散 到 表 
面 上 的 暂 态 过 程 中 任意 时 刻 的 电场 强度 和 电流 密度 分 布 。 

3.11 一 个 半径 为 0.4m 的 导体 球 当 作 接 地 电极 深 埋 地 下 ,土壤 电导 率 设 为 0.6 Sim, 假 
设 地 面 的 影响 可 以 忽略 不 计 , 求 该 接地 器 的 接地 电阻。 

3.12 在 电导 率 为 e 的 无 限 大 均匀 漏电 介质 里 有 两 个 导体 小 球 ,半径 分 别 为 r 和 x ,小 
球 闻 相 距 4(d 写 r,,d 淮 7;, 即 两 球 之 间 的 静电 感应 可 以 忽略 ) , 求 两 小 球 间 的 电阻 R。 

“3.13 厚度 为 a 的 无 限 大 均匀 导电 媒质 板 上 垂直 地 插 有 两 根 无 限 长 金属 立柱 形 电极 ,两 
圆柱 的 轴线 相距 了 ,半径 均 为 4 ,了 六 4; 两 极 间 的 电压 为 D, 求 两 极 之 间 的 电流 。 

“3.14 在 很 深 的 湖底 上 方 高 hh 处 悬浮 着 一 根 半径 为 a 的 极 长 的 直 导线 ,导线 平行 于 淹 
底 ,A 六 as 假设 湖底 为 平面 ,是 良 导体 ,湖水 电导 率 为 o, 求 长 度 为 上 的 一 段 导 线 与 湖底 之 间 
的 电阻 。( 提 示 : 需 利用 第 5 章 镜像 法 。) 
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第 4 章 恒定 磁场 


恒定 磁场 也 称 静 磁场 。 永 磁体 和 恒定 电流 产生 的 磁场 就 是 恒定 磁场 。 

我 们 在 第 2.3 章 曾 指出 ,静态 的 电场 仅 源 于 电荷 [ 净 密度 ] 的 分 布 p(x')。 这 样 ,虽然 恒定 
电流 回路 中 有 电荷 在 运动 ,但 由 于 它 所 形成 的 p(x ) 是 恒定 的 ,因而 它 呈现 出 的 电 效 应 却 与 静 
止 电荷 相同 。 而 磁场 正 是 反映 了 电荷 的 运动 所 带 来 的 效应 , 它 仅 源 于 有 定向 速度 的 那些 电荷 
所 形成 的 电流 分 布 J(r) 。 时 不 变 的 p( )( 散 度 源 ,标量 源 ) 和 时 不 变 的 J(r')( 涡 旋 源 、 矢 性 
源 ) 就 是 静态 场 的 两 种 源 。 这 两 种 源 产生 的 场 一 -静态 电场 (库仑 力 的 作用 空间 ) 与 静态 磁场 
《安培 力 或 洛 仑 效力 的 作用 空间 ) 在 恒定 电流 周围 同时 共存 却 彼此 独立 :它们 的 性 质 完全 不 同 ， 
但 许多 定律 公式 在 形式 上 却 是 对 偶 的 或 对 应 的 。 因 此 ,我 们 将 对 络 着 讲述 静电 场 的 顺序 和 思 
路 来 介绍 恒定 磁场 的 基本 物理 量 ,基本 定律 .基本 方程 及 基本 问题 和 解法 。 

人 类 发 现 磁 现 象 很 早 , 但 却 在 数 个 世纪 中 都 以 为 磁 现象 和 电 没有 联系 。 直 到 1819 年 奥 斯 
特 (Oester) 发 现 电流 对 磁 针 有 作用 力 , 紧 接着 1820 一 1825 年 间 安 培 又 发 现 了 电流 对 另 一 电流 
的 作用 力 的 定律 以 后 , 才 逐 步 认识 到 矿 现 象 的 本 质 是 电流 或 电荷 的 运动 产生 磁场 ,而 磁场 又 对 
其 它 电流 或 运动 的 电荷 有 作用 力 。 爱 因 斯 坦 的 狭义 相对 论 更 是 彻底 地 揭示 了 电磁 场 的 相对 
性 .统一 性 ,指出 磁场 是 电场 的 相对 论 效应 ,磁力 本 质 上 是 电场 的 一 种 作用 。 

磁 学 儿 乎 应 用 于 一 切 科 学 领域 。 恒 定 磁场 的 知识 不 仅 是 学 习 时 变 场 的 革 础 ,也 是 从 事 各 
行 各 业 都 必需 的 。 


4.1 磁感应 强度 ” 比 奥 - 沙 伐 定 律 ”磁力 


磁场 最 基本 的 特征 是 对 运动 的 电荷 有 作用 力 。 
描述 磁场 的 一 个 基本 的 物理 量 是 磁感应 [强度 ]。 


一 ,电流 产生 磁场 的 规律 一 一 比 奥 - 沙 伐 定律 


与 静态 电场 中 恒定 的 标量 点 源 一 一 元 电荷 产生 电场 的 公式 相对 应 的 ,是 恒定 的 矢 性 点 
源 一 一 电流 元 在 真空 中 产生 磁场 的 公式 : 
po ldiXar po IdIXR_ 
dB RR 
整个 线 电流 回路 产生 的 磁场 B 应 是 回路 上 的 每 个 电流 元 产生 的 dB 的 矢量 迭 加 一 一 矢量 积 
分 : 


Lol 1 
Ar dXV 毅 (4.1.1) 


一 Wolf diXar_ pol rf dxR__pof 1 
B= dB= RR dixv 丰 (4.1.2) 


式 中 的 上 5 称 作 磁感应 [强度 ], 也 称 作 磁 通 密度 ,单位 为 Wbfm? =T= 10'Gs( 韦 / 米 * = 特 =10* 
高 斯 ) ,po 为 真空 磁 导 率 , yo = 4xX10 ”Him( 享 / 米 )。 
(4.1.1) 式 就 是 比 奥 - 沙 伐 (Biot-Sovart) 定 律 。 与 (2.1.3) 式 比照 ,磁感应 也 与 距离 平方 成 
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反比 关系 ,与 场 的 源 成 线性 关系 ,服从 场 强 的 选 加 原理 ;但 是 在 方向 上 却 与 电场 的 规律 完全 不 
同 。 电 流 元 上 的 动态 平衡 电荷 产生 的 电场 dE 是 以 di 为 
球 心 发 出 的 径 向 射线 (图 4-1 中 的 虚线 ) ,而 Idi 产生 的 磁 
感应 dB 的 磁力 线 ( 图 4-1 中 的 实 线 ) 则 是 以 df 的 延长 线 
为 轴线 的 同心 图 ;空间 每 一 点 处 的 dB 与 dE 都 是 相互 垂 
直 的 。 

图 中 ax 总 是 由 场 源 Tdi 所 在 的 点 出 发 指向 某 场 点 的 
单位 矢量 。 


二 ,所 流 在 磁场 中 受 力 的 规律 一 一 安培 力 定律 


与 前 电场 中 点 电荷 受 力 公式 了 gE 相对 应 的 是 电流 。 国电 流产 生息 
元 受 外 加 磁场 妃 ( 即 不 包括 受 力 对 象 所 产生 的 磁场 ) 的 作 有 


力 的 公式 ， 
Ldlixa 
dps= Td x B= daxa$ 攻 全 
~ Tdlsx (dl X ar) 


(4.1.3) 式 中 的 被 积 函 数 仍 了 关于 D9 可 视 为 电流 元 dl 对 Pdl; 的 作用 力 的 计 


算 公 式 。 它 相当 于 静电 场 中 两 个 电荷 间 的 作用 力 公式 寞 多 an。 但 是 ,根据 双重 叉 积 的 计算 
规则 可 知 


_ po0 Ldl,X (Ldl Xar) po Ldlix (Ldls Xar) _,,. 
= 于 一 RE =dF» 


dF dn 

它 表明 两 个 电流 元 之 间 的 作用 力 不 符 合 牛顿 第 三 定律 。 这 是 因为 电流 元 根本 不 能 单独 存在 。 
由 (4.1.3) 式 ,整个 电流 回路 C, 所 受到 的 电流 回路 C, 的 作用 为 就 应 当 是 

Fs= dpo = 集中 中， Ben) (4.1.4) 


Co 

这 就 是 安培 经 过 大 量 巧 妙 的 实验 所 发 现 的 安培 力 定律 。 如 图 4-2 所 示 ， 由 于 这 种 力 是 分 布 力 
系 的 合力 ,不 仅 需要 测 出 各 电流 元 受 力 的 矢量 和 ,还 需求 出 合力 的 作用 点 ,因而 是 相当 困难 的 。 
级 50 年 后 , 它 曾 被 才 克 斯 书 称 为 “科学 上 最 光辉 的 成 就 之 一 "。 这 个 作用 力 当然 是 符合 牛顿 第 
三 定律 的 , 即 Fo = Fy。 像 静 电场 的 库仑 定律 一 样 ,安培 力 定律 是 静 磁 场 的 一 条 基本 实验 定 

c, 律 。 由 于 不 可 能 存在 单独 的 电流 元 ,所 以 从 认识 过 程 上 来 
yy、 、 说 ,事实 上 是 先 发 现 了 这 条 关于 整个 电流 回路 之 间 的 作用 力 
的 规律 ,其 中 包含 着 整个 电 访 回 路 产生 磁场 的 规律 (4.1.2)， 
然后 再 从 中 分 析出 关于 单个 电流 元 的 相应 公式 的 。 


三 ,分 布 电流 的 磁场 和 受 力 


如 果 把 在 一 个 体积 中 或 一 个 表面 上 流动 的 电流 看 成 是 
国 4.2 说 明寺 证 律 的 三 路 由 许多 细 的 电流 组 成 的 , 则 上 述 关于 线 电流 产生 磁场 的 公式 
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di 


(4.1.2) 就 可 以 推广 到 分 布 电流 的 情形 。 从 图 4-3 可 看 出 , 当 考 虚线 电流 的 横 蕉 面 时 , 线 电流 
元 就 相当 于 体 电流 元 或 面 电流 元 ,它们 都 是 矢 人 性 点 源 : 
Tdl=JdSdia. = Ja.dSdi~— Jdr 8 z 
Idi=Jsdi'dia. =Jsa.d! di =.JsdS 
上 两 式 也 可 以 用 如 下 方法 证 明 。 以 前 一 式 为 例 ,根据 和 放下 T 
{AxXB)XC=(4'C)B- (4:B)C 4 芭 由 
4 1 山 二 
Tdf=(jJds)di=(dSxqdfi)xJ+(CdS di 了 


而 ds/ di , 故 上 式 前 一 项 为 零 。 后 -- 项 中 d$'di= dr, 因 
图 4-3 体 电 流 元 与 面 电流 元 


而 有 

Idl=Jdr (4.1.5) 
辐 理 可 得 Tdl=JsdS (4.1.6) 
于 是 ,由 (4.1.2) 式 就 可 得 到 分 布 电流 在 无 限 大 空间 或 真空 中 产生 的 磁感应 : 
体 电流 B= -全 | dr (4.1.7) 
面 电流 B= 台 | {ds (4.1.8) 


从 原则 上 说 ,有 了 (4.1.2) (4.1 用 和 41.8) 式 训 多 了 任意 分 布 的 电 泊 的 科 扬 计生 
题 。 但 实际 上 用 这 些 公式 计算 并 不 总 是 很 容易 的 事 。 

同样 的 道理 ,关于 线 电流 在 磁场 中 受 力 的 公式 (4.1.3) 也 可 以 推广 到 分 布 电流 的 情形 : 
体 电 流 dF=1IdlxB=JXxBdr (4.1.9) 
面 电流 dF=1di1xXB=JsxBds (4.1.10) 


四 、 运 动 电荷 的 磁场 和 受 力 ” 洛 仑 兹 力 
电流 就 是 电荷 的 运动 ,J= pv 就 反映 了 这 一 事实 。 而 且 ， 
Id1=Jdr= pvdr =ab (4.1.11) 


说 明 电流 元 实际 上 可 看 作 是 点 电荷 的 “动量 "(与 质点 的 动 mw 类 比 )。 由 此 ,我 们 可 以 进 一 
步 将 电流 产生 磁场 .电流 在 磁场 中 受 力 的 公式 变形 为 运动 电荷 的 相应 公式 。 


把 (4.1.11) 式 代入 (4.1.,1) 式 , 当 电荷 的 运动 速度 v 远 小 于 光速 c( 即 B= 全 0) 时 ,根据 


(2.2.6) 式 ,可 得 到 
CE 
结果 清楚 地 反映 出 磁 效 应 本 质 上 是 因 电场 的 运动 而 产生 。 和 于 租 电 场 是 分 布 于 整个 空 闻 
入 所 以 电场 相对 于 所 论 空 间 区 域 的 运动 实际 上 意味 着 在 该 空间 区 域 中 电场 分 布 的 变化 。 它 
可 能 由 于 电荷 的 运动 所 引起 ,也 可 能 由 电场 中 的 某 种 扰动 而 引起 。 
(4.1.11) 式 也 反映 出 了 电流 在 磁场 中 受 力 的 本 质 : 
F.=IdxXB=goxB (4.1.13) 
这 表明 它 实质 上 是 运动 的 电荷 才能 受到 的 一 种 作用 力 。 因 此 ,我 们 在 这 里 也 可 以 仿照 电场 强 
度 的 定义 ,把 磁场 中 某 点 的 磁感应 强度 通过 以 垂直 于 该 点 磁场 方向 的 单位 速度 运动 的 单位 点 
.88 


dB= 


电荷 所 爱 的 作用 力 来 定义 : 


B=.F xa, {4.1.14) 
9 > 
如 果 空 间 同时 还 存在 电场 , 则 运动 电 倚 受 的 总 作用 力 应 为 
F=gE+goxB {4.1.15) 


这 个 表示 一- 个 运动 电荷 在 另外 的 运动 电荷 周转 所 受 的 力 的 一 般 表 水 式 就 是 洛 仑 兹 力 公 式 。 而 
(4.1.13) 式 所 表示 的 磁场 力 称 作 党 仑 兹 力 。 洛 仑 兹 力 有 许多 重要 玖 应 用 , 见 4.10 节 。 

另 一 方面 ,根据 电场 强度 的 普 适 定义 (2.1.1) 式 ,(4.1.15) 式 表达 的 作用 力 所 代 表 的 电场 
强度 为 


其 中 


E,=vxB (4.1.16) 
对 比 (4.1.12) 和 (4.1.16) 两 式 ,可 以 看 到 电场 和 磁场 的 联系 和 相对 性 (更 明显 而 全 面 地 反 
映 这 种 联系 和 相对 性 的 关系 式 见 第 10 章 )。 运 动 的 电场 会 产生 磁 效 应 ,而 另外 引 人 的 电荷 在 
这 个 磁场 中 运动 时 又 会 受到 “ 动 生 电 场 "E, 的 作用 。(4.1.12) 式 和 (4.1.15) 式 表明 :磁场 力 实 
际 上 是 一 个 运动 电荷 (g,b) 所 受到 的 另外 的 送 动 电荷 (qi , 01) 的 电场 力 ( 下 ) 的 一 部 分 (gE,)。 
在 这 个 力 (F) 中 ,与 受 力 电荷 的 运动 速度 无 关 的 部 分 是 通常 所 称 的 电场 力 , 而 与 受 力 电荷 的 运 
动 速度 有 关 的 部 分 就 是 所 说 的 磁力 。 但 “运动 "与 否 又 是 相对 而 言 的 ,故而 爱 因 斯 坦 在 1952 年 
曾经 这 样 回 顾 : “我 曾 确信 ,在 磁场 中 作用 在 一 个 运动 物体 上 的 电动 力 不 过 是 一 种 电场 力 婴 了 。 
正 是 这 种 确信 或 多 或 少 直接 地 促使 我 去 研究 狭义 相对 论 。 而 它 的 
确信 被 证 明了 是 正确 的 。 
下 面 是 几 个 用 比 奥 - 沙 伐 定律 及 选 加 原理 求 召 的 分 布 的 问题 |. 


以 及 关于 安培 力 的 问题 。 

例 4.1 一 自 长 为 /的 直 导 线 通 有 电流 1, 求 空间 各 点 的 磁 感 | 
应 。 z+ de 
解 ”采用 圆柱 坐标 ,使 Z 轴 与 直 和 导线 相合 ,原点 可 置 于 导线 | 


的 任意 点 。 从 对 称 关系 可 看 出 场 与 9 坐标 无 关 , 因而 将 场 点 置 于 ‘ 
9=0 平 面 上 并 不 失 普遍 性 。 这 样 , 场 点 的 坐标 为 (o,0, z), 源 点 


(电流 元 ) 的 坐标 为 (0,0,z ), 见 图 4-4 所 示 。 0 
将 积分 变量 居 林 能 用 常服 《 汤 上 从 标 ) 表 条 和 来， 网， 4 直线 电 注 产 生 的 的 计算 
Qidz 


R=apta(z-z), R=pseca 
Tdlix R=aslpdz” 

2 =z- ptana 

dz’ = —pd(tan a)= — psec ada 


于 是 


日 = 各 r Id1XR_, ke ~ lp*psec ada 
drJa RY 9 4 


a Psec a 
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= Lein a ~ sin oz) 


对 无 限 长 直线 电流 , /一 om , 故 si- 了 ,aa 一 -到 ,于 是 


pol 


i (4.1.17) 


B 


这 个 结果 与 无 限 长 直线 电荷 的 电场 E = a。 2 5 形式 上 相对 应 


方向 上 相互 垂直 。 电力 线 的 让 关 是 以 无限 长线 为 铀 线 的 加 凡人 
布 , 而 磁力 线 则 是 以 无 限 长 线 为 轴线 的 同心 圆 。 二 者 都 是 平行 平 
面 场 ,也 就 是 既 没 有 z 分 量 ,也 与 = 坐标 无 关 的 场 。 
例 4.2 求 电流 为 了 的 细 圆 环 (半径 为 a) 在 轴线 上 的 磁感应 。 
解 采用 圆柱 坐标 ,取现 环 的 轴线 为 2 轴 , 并 使 园 环 位 于 Z= 
0 的 平面 上 。 场 点 的 坐标 为 (0,0,z), 如 图 4-5 所 示 。 由 图 可 得 
dli=ayady 


R= -agtza,, R=(z ta 


2 了 到 


图 4-5 圆 环 电流 轴线 上 的 磁场 


dixR=aazdy+a.a’ dy 
3- 倚 中 LB = +a 『 ede | 
R *Jo 


o 


由于 圈 辐 的 对 大 性。 每 个 电 六 生产 生 的 感应 的 qa, 分 量 在 积分 时 互相 抵消 , 故 上 式 前 一 积分 
为 零 ,得 到 


ol fr ad tala f* 到 
B= Ax = a. JR | dp= a. Zar Fay (4.1.18) 
在 图 环 的 略 心 处 ==0, 故 有 
B=a Gl (4.1.19) 
例 4.3 线 电 荷 密度 为 wm 的 带电 线段 4B 绕 BA 延长 线 上 的 一 点 口 以 角速度 w 匀速 转 
B 动 。0 点 距 B 点 和 A 点 分 别 为 5 和 a , 求 O 点 的 磁感应 强度 ( 图 4-6)。 
|- 解 在 46 上 任 取 一 个 虐 O 点 为 7 的 线 元 dr , 线 元 的 电量 为 dq = 
| pdr。 当 AB 绕 O 点 旋转 时 ,dg 形成 环形 电流 ,其 电流 强度 为 
,7 ~ i dl=dg*f 一 秩 dr 
’ 
/ ‘ \ \ 根 据 上 题 的 结论 (4 1.19) 式 ,dT 在 O 〇 点 产生 的 磁场 为 
\ 0 1/ dB= Bd = =a, 名 笋 dr- 一 4 
、、、 故 整个 AB 线段 在 0 点 生 的 本 应 上 为 
一 pp 
图 4-6 例 4.3 题 图 B= | dB = 人 和 | a a 
例 4.4 两 根 无 限 长 直线 电流 1， 和 了 互相 平行 ,相距 为 4。 求 每 根 导线 单位 长 度 受 的 
力 。 


解 ” 设 两 线 电流 方向 相同 ,如 图 4-7 所 示 , 圆柱 坐 标的 = 轴 与 相合。 由 (4.1.17) 式 知 
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五 在 导线 2 处 产生 的 磁感应 为 


I 
B= 人 
了 db 受 力 为 
dpa = hdl Bi = (eX a) -oo 全 3 
导线 2 每 单位 长 度 受 力 为 有 
_dEa "po 
Pd hh 
同 理 可 求 得 导线 1 单位 长 度 受 力 为 Fa ~ 
TI 五 
Pa -0 


可 见 同 方向 的 直线 电流 之 问 为 吸力 ,电流 方向 相反 时 为 斥 “Bu 


力 。 特 别 地 , 当 工 = 工 , 有 
图 4-7 ”两 直线 电流 问 的 力 


因为 po =4xx 10 "Him, 如 果 4d=1m, 当 五 =2X107 7"N, 就 应 有 了 =1 人 A, 这 也 是 国际 单位 制 
(MKSA 制 ) 中 用 来 定义 1 A 电流 强度 的 方法 。 


4.2 ”恒定 磁场 的 基本 方程 
正 像 苑 电场 的 基本 方程 都 可 以 由 库仑 定律 导出 , 便 定 磁场 关于 通 量 和 环 量 的 基本 方程 也 
都 可 以 从 安培 力 定律 -> 比 奥 - 沙 伐 定律 导出 。 
一 .磁场 的 通 量 和 散 度 一 磁 通 连续 性 原理 
种 感应 (或 磁 通 密度 ) 3 穿 过 曲面 S 的 通 量 称 为 磁 通 [ 量 ], 用 外 表示 : 
$= J ,Brds 
其 单位 是 Wb( 韦 [ 信 ])。 磁 通 是 电磁 学 中 一 个 重要 的 物理 量 。 感 应 电动 势 .电感 .磁场 能 量 及 


电流 回路 在 磁场 中 受 力 的 计算 等 等 ,都 与 一 个 回路 包围 的 磁 通 有 关 。 
在 (4.1.2) 式 比 奥 - 沙 伐 定律 


of ol 
B(r)= -所 和 dr xy 中 
中 ,回路 C 上 某 点 (位 置 矢量 为 六 ) 处 的 df 是 个 常 矢量 ,而 尺 =|r- 六 | 是 个 随 场 点 的 位 置 矢 


量 7 而 变 的 标量 函数 ,因此 , 若 在 矢量 恒等式 (A2.3) 
VX(YF)=V TXF+YVYXF 


中 令 委 = 页 ;P=d1', 则 WY X= 走 V Xdf =0, 于 是 有 


dr fol a 1 
Vy) v= (vA) drxy 二 (4.2.1) 


将 (4.2. 了 D) 式 代 人 ,(4.1.2) 式 就 可 改写 为 
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Bn)= 名 vx 里 ) (4.2.2) 


出 于 沿 环 路 C 的 积分 是 对 df 即 对 源 点 坐标 进行 的 ,而 求 旋 度 是 对 场 点 坐标 进行 的 ,二 者 无 
关 , 故 可 调换 次 序 : 
BCD=Yx[ 人 7 时]-v xA (4.2.3) 
其 中 wolf di 
其 中 4= 村 中 页 (4.2.4) 
于 是 ,根据 场 论 中 旋 度 矢量 的 性 质 (1.4.11) 式 ,就 应 有 
Vv'B=0 (4.2.5) 
再 利用 散 度 定理 ,就 得 到 
$B.ds=0 (4.2.6) 


(4.2.5) 和 (4.2.6) 式 就 是 恒定 磁场 关于 通 量 和 散 度 的 基本 方程 ,也 称 作 磁 通 连 续 性 方程 。 磁 
通 连 续 性 是 一 条 普遍 性 的 原理 , 无 论 在 恒定 磁场 还 是 时 变 电 磁 场 中 , 它 总 是 成 立 的 。 

V'B 处 处 为 零 表 明 :磁场 中 没有 “喷泉 "或 “ 潮 口 ”, 也 即 没 有 散 度 源 。 因 此 ,磁力 线 必然 是 
无 始 无 终 也 水 不 会 相交 的 闭合 回 线 。 这 也 使 我 们 相信 不 存在 与 电场 中 的 电荷 相当 的 “ 磁 
荷 "*。 

二 ,恒定 裕 场 的 环 量 和 旋 度 一 一 真空 中 的 安培 环 路 定律 

先 考虑 真空 或 空气 的 情形 。 
正如 从 库仑 定律 出 发 ,利用 立体 角 的 概念 导出 了 静电 场 的 通 量 和 它 的 源 (电荷 ) 的 关系 ,这 
里 从 比 奥 - 沙 伐 定律 出 发 ,利用 立体 角 也 可 以 导出 恒定 磁场 的 环 量 和 磁场 的 源 ( 电 流 ) 之 间 的 关 


系 。 
首先 约定 ,我 们 说 空间 的 两 条 闭合 曲线 C! 和 Cz 套 连 , 是 指 其 中 任 一 条 闭合 曲线 能 穿越 


另 一 闭合 曲线 所 张 的 任意 曲面 ,这 样 的 两 条 闭合 曲线 必然 形成 锁链 状 的 扣 ( 套 ) 在 一 起 的 两 个 
环 


在 载 流 回路 C 的 磁场 中 任 取 一 个 积分 回路 C{ 如 图 4-8(a) 所 示 ] 来 计算 B 的 环 量 ,我 们 
用 和 dr 分 别 表示 C 和 C 上 的 线 元 ,利用 矢量 混合 积 的 轮换 性 可 得 


.dx = dxdr. 
中 d = 中 4rjJc R’ d= dnofe RY (4.2.7) 


设 PP 是 积分 路 径 C 上 的 场 点 , 载 流 回路 C“ 所 包围 的 表面 对 P 点 构成 一 个 立体 角 虽 。 从 相对 
运动 的 观点 ,P 点 沿 着 C 位 移 df ,相当 于 P 点 保持 不 动 而 回路 C "位移 一 di[ 参 图 4-8(a)]。 而 
整个 回路 C 平 称 -di 时 ,C' 包 围 的 表面 将 由 S, 变 为 S;, 表 面积 的 增 量 为 


dS’=S, ~ Si= 和 (一 dd 
它 是 图 4-8(a) 中 的 环形 带 状 曲面 (因为 - 由 .df 是 图 4-8(a) 中 阴影 所 示 的 面 元 ), 故 立体 角 的 
相应 增 量 是 


* 英国 物理 学 家 Dirac 以 及 荷兰 ,前 苏联 等 国 的 物理 学 家 认为 磁 单 极 ( 磁 荷 ) 应 该 存在 或 必然 存在 ,但 直到 目前 还 不 能 说 
从 实验 上 确认 了 这 种 预言 。 
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加 (一 dxdi) (一 eg) {dix dl ) an 
n= R’ = R’ 


图 4-8 BB 的 环 卉 计算 中 关于 Ag 的 计算 
(a 回 路 C 与 C 不 套 连 的 情形 ;(b) 回 路 C 与 C 赛 过 的 情形 。 
于 是 P 点 沿 着 C 移动 一 周 时 立体 角 的 总 增 量 应 是 


A0=$, do- (4.2.8) 


比较 (4.2,7) 和 (4,2.8) 式 ,得 


d= ol 
中 di= 全 Ag (4.2.9) 


可 见 B 沿 C 的 环 量 取 决 于 AQ。An 有 两 种 可 能 的 取 值 : 
(1) 积 分 回路 C 不 与 场 源 回路 C” 赛 连 ,如 图 4-8(a) 所 示 。 可 以 看 出 , 当 PP 从 某 点 开始 沿 
C 绕 行 一 周 回 到 始点 时 ,立体 角 又 回复 到 原来 的 值 , 故 AQ=0, 从 而 (4.2.9) 式 变 为 


中 adl=0 


《2) 积 分 回路 C 与 场 源 回路 C' 相 套 连 ,此 时 C 将 穿 过 C 包围 的 而 S ,如 图 4-8(b) 所 示 。 
回路 C 上 总 存在 一 点 O ,使 C 对 点 O 所 张 的 立体 角 介 为 零 。 当 场 点 PP 按 图 示 方 向 沿 回路 C 
线 行 一 周 回来 时 2 增 至 4x(P 穿越 5° 面 时 02=27x), 这 是 因为 P 点 由 下 向 上 穿越 S' 可 视 为 P 
点 不 动 而 S 自 上 向 下 掠 过 点 ,相应 于 从 0<0<27 的 范围 进入 2x<SQ<4r 的 范围 。 球 面 角 
由 0>4r 的 变化 可 借助 图 4-19 来 理解 : 当 8 由 0- 变化 时 , 球 冠 面积 S 对 球 心 张 的 立体 角 将 


由 0 增 至 口 = 4 号 = 4x(sr), 于 是 得 到 


I 
.Bedl= 约 -4r= pol 

上 述 两 种 情形 可 综合 为 一 个 公式 ; 
$ Bedi=po 31 (4.2.10) | 


其 中 于 了 是 与 回路 C 套 连 的 电流 的 代数 和 。: 的 方向 与 C 成 右 旋 
关系 时 为 正 ,反之 为 负 。(4.2.10) 式 就 称 为 安培 定律 或 安培 环 路 1 
定律 (积分 形式 )。 1 


对 于 分 布 电流 的 情形 , 风 1= | J'dS; 再 和 用 斯 托 克 斯 定理 ， ” “ 
就 可 从 (4.2.10) 式 得 到 安培 环 路 定律 的 微分 形式 : 图 49 
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VxXB=pf (4.2.11) 

恒定 场 的 安培 环 路 定律 隐 合 着 I 必须 是 恒定 的 (当然 也 就 是 闭合 的 ) 电 流 ,因为 将 (4.2.11) 式 
两 端 取 散 度 即 得 到 真实 电流 连续 性 方程 Y “J = 0。 

安培 定律 表明 磁场 中 存在 旋涡 (因为 9 x B 不 恒 为 零 ), 其 涡 旋 源 就 是 电流 。 恒 定做 场 施 


度 的 分 布 也 就 是 电流 密度 的 分 布 。 
综 上 所 述 ,可 得 到 真空 中 恒定 磁场 的 基本 方程 : 
积分 形式 微分 形式 
磁 通 连续 性 方程 : $ Bds=0 (4.2.6) VB=0 《4.2.5) 
安培 定律 ; Beal=p0l (4.2.10) VXB=pu0f (4.2.11) 


可 见 ,与 静电 场 是 有 散 无 旋 场 ,保守 场 相反 , 静 位 场 是 无 散 有 旋 场 . 井 保 守 场 。 

在 电流 分 布 具有 某 些 特殊 的 对 称 性 时 ,例如 无 限 长 的 自 线 或 回 柱 形 导体 上 的 电流 和 无 限 
大 均匀 电流 片 等 ,利用 安 增 定 律 都 可 以 大 大 简化 下 的 计算 。 

例 4.5 半径 为 a 的 无 限 攻 直 因 术 导体 通过 电流 1 计算 导体 内 外 的 B。 

解 “ 场 的 分 布 明显 与 p 和 > 无 关 ,磁感应 线 是 以 直 圆 柱 导体 的 轴线 为 轴线 的 同心 贺 , 它 
也 是 中 的 等 值 线 , 故 沿 着 磁感应 线 到 上 的 线 积分 最 为 简单 : 


n 了 2 
pa 时 中 Bdi=B2ro= 外 村 
c 


p>a 时 ,回路 中 包围 的 电流 为 !, 故 有 


了 
这 与 沿 无 限 长 直 导线 积分 所 查 的 结果 (4.1.17) 式 相同 。 了 3 在 圆柱 内 外 的 变化 见 图 4-9。 

例 4.6 ”两 个 相交 的 回 柱 ,半径 相同 ( 均 为 a) ,两 圆心 相 昕 为 ,通过 强度 相等 方向 相反 
的 电流 ,因而 相交 的 部 分 了 = 0。 证 明 相交 的 区 域 中 是 匀 强 磁场 。 如 图 4-10。 

解 ”由 上 例 ,两 圆柱 单独 存在 时 ,每 个 圆柱 内 的 磁感应 为 


B=-aoh 


J J 
Bn-a.xp 光 
B, =as2 -gp 学 


其 中 an 与 ap 分 别 是 以 O 和 OO， 为 轴 心 的 圆柱 坐标 系 中 的 单位 矢 
基 , 相 交 区 域 中 的 # 为 B, 和 也: 的 迁 加 ， 
= -ag a ce 图 4 10 流 过 想到 帅 琉 
B=-BitB-aX(p pm) 2 一 ex 二 两 个 相交 加 入 
可 匈 B 与 场 点 坐标 无 关 , 故 汶 均 甸 声 ,方向 与 C 和 x 轴 垂 直 。 当 两 贺 


柱 轴线 相 脂 很 近 时 ,相交 部 分 将 近似 于 一 个 圆柱 。 本 题 的 结果 为 在 圆柱 形 空 腔 内 产生 模 向 的 
{ 指 垂直 于 x 轴 的 ) 均 匀 位 场 提供 了 一 种 方法 。 
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4.3 矢量 磁 位 


上 …… 节 我 们 根据 比 奥 一 沙 伐 定律 证 明了 磁场 中 有 涡 旋 源 ,是 非 保 守 场 ,因而 磁场 中 不 能 无 
条 件 地 引信 标量 位 ;同时 ,也 证 明了 B 本 身 又 是 另 一 个 矢量 场 的 涡 旋 源 、 旋 度 场 , 该 矢量 场 为 : 


= tol 虹 相应 地 dA= (4.2.4) 


按照 1.4 节 的 论述 ， 志和 上 8 对 应 的 一 个 矢量 位 场 , 称 作 矢 量 磁 位 。4 的 单位 为 T*m 
( 特 米 ) 或 Wbjm( 韦 / 米 )。 在 磁场 中 引信 位 函数 同样 可 以 作为 求解 工具 ,简化 计算 。 

把 (4.1.5) 和 (4.1.6) 式 代 人 (4.2.4) 式 ,就 可 以 导出 在 体积 中 和 表面 上 的 分 布 电流 的 矢量 
磁 位 的 计算 公式 


体 电流 4= 你 | 交 Far da4= 捍 环 (4.3.D) 
面 电流 4 经 | 全 Jsds d4 = 名 as (4.3.2) 


可 以 看 出 ,用 以 上 三 式 计算 矢量 位 要 比 用 比 奥 - 沙 伐 定 律 计算 5B 来 得 简单 。 并 且 ,电流 元 
产生 的 矢量 位 d4 都 是 与 电流 元 平行 的 矢量 , 因 府 4 的 矢 线 也 是 与 场 源 电流 相 平行 的 矢 线 。 
例如 图 4-11、 图 4-12 所 示 的 4 线 都 是 与 直线 电流 平行 的 直线 ,图 4-13 中 的 4 线 都 是 与 圆 环 
电流 平行 且 共 轴 的 面 环 。 人 在 适当 选择 的 华 标 系 下 4 往往 只 有 一 个 分 量 , 而 B 一 般 不 只 一 
分 量 。 在 已 知 场 源 电流 分 布 求 场 经 的 问题 ( 称 为 场 源 问题 或 分 布 型 问题 ) 中 !. 当 直接 求 B 直到 
困难 时 ,利用 矢量 位 就 可 能 简化 计算 。 后 面 的 例题 将 演示 如 何 借助 矢量 位 来 求解 场 源 型 问 
题 。 


图 4-11 单 根 无 限 长 点 线 图 4-12 双 平 行 等 值 反 向 不 限 长 直线 
电流 的 呈 线 ,4 线 电流 的 矢量 位 饭 4 线 的 顶 视 图 
( 耿 线 是 等 本 线 的 证 明 》 “为 入 穿 和 级 面 :"， 为 入 穿 出 纸 面 - 


磁 通 也 可 以 利用 4 来 计算 . 根据 斯 托 克 斯 定理 , 穿 过 曲面 5 的 磁道 恰 是 要 沿 8 的 边界 
线 的 环 量 : 


本 | Bds~ | Vx4-ds -$Ad (4.3.3) 
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并 且 , 磁 通 线 和 磁感应 线 ( 互 线 ) 怡 是 4 的 等 值 线 。 证 明 如 下 :我们 沿 着 图 4- 11 所 示 的 由 两 条 
B 线 和 两 条 4 线 构成 的 矩形 回路 PQQ 下 计算 4 的 环 量 。 由 于 没有 磁 通 穿 过 该 回路 , 故 


和 
因 在 PP 和 QQ' 上 处 处 有 4 上 有 , 故 | ，= | =0, 因 而 必 有 
全 -dl = [a “dl = [a 


又 由 于 上 式 对 任意 的 P 一 Q(P 一 Q ) 长 度 都 成 立 , 且 4Z di ,4 Nd , 故 必 有 
= 有 
可 见 B 线 恰 是 等 4 线 。 而 在 静电 场 中 情况 下 相反 :EE 线 和 等 @ 线 是 处 外 对 直 的 ,EF 线 是 电位 
全 变化 最 快 的 方向 。 
此 外 ,从 对 比 还 可 看 出 ;计算 矢量 磁 位 的 公式 (4.3.1) (4.3.2) 和 (4.2.4) 与 计算 标量 电位 
的 公式 (2.3.7) .(2.3.8) 和 (2.3.9) 形 式 上 是 完全 对 应 的 。 因 此 ,可 以 套用 电位 更 的 计算 公 


式 , 代 换 有 关 的 物理 量 (二 ~ x ，p ~ 了 而 直接 写 出 茶 些 场 源 的 矢量 磁 位 。 例 如 , 单 根 的 以 及 
双 平 行 等 量 异 号 的 无 限 长 直线 电荷 的 电位 场 分别 为 。 


en 名 (2.3.14) = In (2.3.15) 
TE FED Pl 
让 而 间 根 的 以 及 届 平行 等 信友 向 的 无 限 长 直线 电流 的 矢 护 划 位 场 分 别 为 

au 人 ne (4.3.4) A 一 a 名 In 区 (4.3.5) 


不 和 A 分 别 如 图 4-11 和 4-12 所 示 。 然 后 ,B 可 由 B=V X A 立即 算出 。 

与 四 和 @' 参 考点 的 取 法 同样 ,A 的 参考 点 应 取 在 p= ou 的 圆柱 面 上 (pu 足够 大 ) ,4 的 参 
考点 是 在 p, = pa 的 平 而 上 。 通常 ,物理 上 称 为 “位 "的 量 的 “绝对 ” 值 常常 是 没有 意义 的 ,都 是 
相对 于 参考 点 的 “相对 " 值 。 
例 4.7 计算 通过 电流 为 了 .半径 为 a 的 小 圆 环 在 远离 圆 环 处 的 磁场 。 
解 ”要 计算 的 磁感应 如 不 仅 殷 于 在 圆 环 的 轴线 上 ,因而 直 搂 用 (4.1.2) 式 计算 比较 困难 。 
下 而 我 们 通过 矢量 位 4 来 计算 8。 采用 球 坐 标 , 球 心 位 于 圆 环 的 圆心 , 取 圆 环 的 轴线 为 = 轴 ， 
如 图 4-13 所 示 。 显 然 场 是 轴 对 称 的 ,4 与 9 坐标 无 关 , 故 而 把 场 点 放 在 p=0 的 平 而 上 并 不 
失 一 般 性 。 

由 习题 1.10 知 图 4- 13(a) 中 两 矢量 r= 05 和 + = OA 之 间 夹 角 的 余弦 为 

cos y=sin 1 sin cos pi — pi) + eos 1 cos 0 
由 于 外 = 9,8,=7j2,91=0,9:=9, 故 
cos Y=sin bcos 9 


内 


由 余弦 定理 得 
=(r*+a: ~2rasin Geos g) + 
由 (2.4.12) 式 
下 = 二 (1+ eos y+ +sin Geos 9 
又 di=adg(— a,sin 9 +a,ycos 9) 
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图 4-13 小 圆 环 电流 矢量 位 的 计算 
(a) 立 体 图 !(b) 图 (a) 的 情 视图 。 


其 中 前 一 项 积分 为 
广 a a, . 
-a (2 +sin beos 9 jsin gag=0 
后 一 项 积分 为 


fa a. na’sin 0 
a 人 (2 + sin Beos p joos ydp= ad, 一 


=a, 二 sin 人 
r 


于 是 得 到 


了 下 
4(r0= 人 中 开 =a 人 sing=ar 人 区 sng (ps=15) (4.3.6) 


F 式 中 4 可 改写 为 a 是 由 于 图 中 的 直角 坐标 系 并 非 是 国定 的 ,而 是 随 着 任 取 的 P 点 设立 
的 。 


和 4 的 方向 处 处 平行 于 圆 环 电流 ( 即 av 的 方向 ) 还 可 从 图 4-13(b) 中 得 到 几何 解释 :我 们 在 
环 上 了 到 两 个 分 别 位 于 + 9 和 - p 处 的 电流 元 ,位 置 关 于 z 轴 对 称 , 则 它们 在 场 点 了 产生 的 
d4 关于 y 方向 对 称 , 故 二 者 的 矢量 和 只 有 a, ,也 即 es 方向 的 分 量 244。=2dAcos p。 如 此 沿 
着 圆 环 C 成 对 地 到 电 流 元 ,每 一 对 电流 元 在 已 点 产生 的 d4 都 只 有 d4，。 分 量 ,于 是 
A,(r,0)= 人 2 dg= 人 sin 0 
与 (4.3.6) 式 结果 相同 。 由 4 可 得 B: 
a, 9 
BeV*A = sng 36 
=a, 多 oo G+ay Sesin 0 {4.3.7) 
(4.3.7) 式 只 适用 于 场 点 位 置 r 泡 a 的 情形 。 电 流 回 路 附近 的 场 同 (4.3.7) 式 将 有 很 大 差别 。 


LE 


(sin 84 Eo 


(rA,) 


村 于 已 知 电流 分 布 的 场 源 问 题 ,原则 上 都 可 按 (4.3.1) (4.3.2) 和 (4.2.4) 式 对 场 源 电 流 
积分 来 求 4 ,但 实际 问题 中 更 需要 的 是 求 出 满足 特定 边界 条 件 的 关于 4 的 微分 方程 的 解 ,这 
与 静电 场 中 需要 导出 关于 电位 的 微分 方程 是 同样 道理 。 下 面 我 们 来 导出 4 所 满足 的 微分 方 
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首先 需要 指出 ,满足 V Xx 4 = B 的 矢量 场 4 并 不 是 唯一 的 。 假 设 4 = 和 +V 到 ， 更 是 一 

个 任意 的 标量 场 , 则 有 
VXA’=Y XA+tVXVY=-YV*A=B 

可 见 , 凡 与 入 相差 任 一 个 梯度 场 的 矢量 场 4“ 的 旋 度 都 是 B, 但 是 它们 的 散 度 却 可 能 是 各 不 相 
同 的 。 因 而 ,我们 可 以 通过 限定 V '4 来 选择 确定 的 4。 这 正如 交 姆 填 兹 定理 指出 的 :一 个 矢 
量 场 4 须 由 V "A 和 V .A 唯一 确定 。 

对 9 .4 的 值 的 指定 (规定 ) 称 为 一 种 规范 。 在 恒定 磁场 中 ,总 是 令 

V.4=0 (4.3.8) 
(4.3.8) 式 称 为 库仑 规范 。 如 果 矢 量 场 4&' = A +Vy 符合 库仑 规范 : 
VA=VATV(V Y=V Y=0 

则 意味 着 标量 函数 更 必须 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 把 库仑 规范 (4.3.8) 式 代 人 矢量 恒等式 
(A2 .10) ,就 得 到 . 


VxXVXA=VV'A-V'VA=-VA4 
而 A 的 分 布 根 本 上 是 由 磁场 的 源 电流 决定 的 : 
YXVXA=VXB=pof 

于 是 得 到 VA= -pd (4.3.9) 
(4.3.9) 就 是 在 库仑 规范 之 下 矢量 磁 位 应 满足 的 微分 方程 一 矢量 泊 松 方程 。 它 适用 于 J 分 布 
连续 的 区 域 。 在 了 =0 的 区 域 (无 源 区 ) 中 ,4 显然 满足 矢量 拉 普 拉 斯 方程 

VA=0 (4.3.10) 
要 本 质 上 是 一 个 标量 算 符 。V 斩 (=V .YA4 ) 并 非 表示 矢量 场 可 以 求 梯 广 , 不 妨 只 视 为 一 个 记 
号 。 在 直 和 角 坐 标 下 对 一 个 矢量 场 进行 V* 运 算 表示 对 它 的 三 个 直角 分 量 分 别 按 (2.7.2) 式 进行 
运算 后 的 矢量 合成 ,因而 (4.3.9) 式 代表 着 如 下 三 个 标量 治 松 方程 : 


V = pol 
VA (4.3.11) 
V3.= 一 poJ- 


在 非 直角 坐标 下 ,根据 V XW XA=VV .入 一 WV "V4, 从 V XV X 信 的 展开 式 ( 可 能 多 达 数 
十 项 ) 中 去 掉 VV 4 的 展开 式 , 翻 下 的 那些 项 (再 加 以 适当 的 合并 ) 就 应 当 是 YA 的 表达 式 。 
而 ,在 非 直角 坐标 系 中 算 符 Y? 都 具有 极 复杂 的 形式 。 例 如 在 柱 坐标 系 中 
A - 坟 党 -入 )+a(va+ 六 -全 + ae 从。 
由 此 可 见 , 仅 对 于 直 组 坐标 分 量 (如 图 柱 坐 标 下 的 4. 分 量 ) ,矢量 泊 松 方程 能 分 解 成 该 分 量 的 标 
量 泊 松 方程 ,而 对 非 直线 坐标 分 量 (如 A ,AAA ) ,并 不 能 分 解 成 其 相应 的 标量 泊 松 方程 。 

在 不 同 的 边界 条 件 下 ,方程 (4.3.9) 将 具有 不 同 的 解 。 对 于 无 界 空间 ,可 以 证 明 (4.3.1) 式 
就 是 方程 (4.3.9) 的 一 个 特 解 。 因 为 已 知 (4.3.17) 式 是 4 在 无 限 大 空间 的 表达 式 . 故 现在 只 
需 证 明 它 满足 方程 (4.3.9)。 

在 4.2 节 中 我 们 已 经 让 明了 


Jdr JF 电 
x 站 = x| |= x [1 |=B 
7 7 a RJT VY Lr $n 
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从 而 解 式 (4.3.1) 满 足 V XV X 和 4=V XB= HoJ。 同 时 ,(4.3.1) 式 也 满足 库仑 规范 Y 4 =0: 
Jr adr] I€ dl pol 由 
via)=v [名 | RR ]=v [人 中 和 -= 扣 vl) 

积分 和 V ,运算 交换 次 序 是 因为 积分 是 对 源 点 坐标 进行 的 , 面 求 散 度 是 对 场 点 坐标 进行 的 ,二 


者 无 关 。 此 外 , 荣 个 源 点 处 的 di 在 9 -作用 于 下 时 是 一 个 常 矢量 , 故 V :dl= 0, 从 而 


到 人)=arv 责 + 走 v(anD=(v 友 ai 


再 利用 斯 托 克 斯 定理 ,并 注意 到 V x (V 责 ]=0, 就 有 


1 

故而 VXVXA= -VA=pof 
表明 (4.3.1) 式 表示 的 矢量 位 是 矢量 泊 松 方程 (4.3.9) 的 一 个 特 解 。 事 实 上 ,由 于 标量 泊 松 方 
程 (4.3.11) 和 标量 电位 的 泊 松 方程 (2.7.1) 形 式 完全 相同 ,因而 它们 的 解 式 (4.3.1)、(4.3.2)、 
(4.2.4) 和 (2.3.7) 一 (2.3.9) 形 式 上 完全 相同 是 必然 的 。 
我 们 说 (4.3.1) 是 一 个 特 解 ,是 因为 它 只 是 满足 “无 界 空间 "这 一 特殊 的 边界 条 件 的 一 个 
解 ,还 存在 许多 其 他 的 (满足 其 他 边界 条 忻 的 )4 也 满足 方程 (4.3.9)。 
面 的 例子 是 用 来 表明 B 的 各 个 矢量 磁 位 之 间 可 以 相差 一 个 任意 的 梯度 场 V 秋 ,只 要 标 
量 函 数 轨 满 足 V' 炎 =0, 这些 代表 着 不 同 的 电流 分 布 的 4 都 将 产生 一 个 完全 相同 的 磁场 B 
(这 类 似 于 静电 场 中 相差 一 个 任意 常数 的 标量 电位 更 都 对 应 着 一 个 完全 相同 的 电场 E)。 

图 4-14(a) .(b)、(c) 所 示 为 三 个 矢量 位 场 ,其 中 


A=l-By, 0, 0 
As={i 0 , Box, Ml 
二 1 
A.=1-FBoy, 去 Boz， 0 
yy ba 
< 一 一 、 / 
、 7 
= 
< 二 一 
~] > 
-圭一 出 机 
- ~、 了 ~ 


(a) by {0) 


图 4-14 产生 相同 的 匀 强 磁场 的 三 种 矢量 位 
(a)Aas(b) Aas:(c) A 
它们 之 间 都 相差 一 个 梯度 场 : 
A -A ={ Boy, Box, 0 |=Y(Bory) 
1 1 1 
4A.=| 二 Boy， 寺 Bez， 0 = (去 Bozy) 


但 它们 都 产生 同一 个 义 强 磁场 (其 旋 度 为 零 ): MM 
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a 
B=V XA,=VXA.=V x A. -ao 


而 且 , 由 于 Boxy) = ( 寺 Boay) -0, 三 个 矢量 位 者 服从 库仑 规范 : 
_9(Boy)_ 
9r 
故而 三 个 矢量 位 都 满足 V XV x 4 = -六 3 =0 即 矢量 拉 普 拉 斯 方程 。 

这 些 形式 上 不 同 的 矢量 位 是 由 不 同 分 布 的 场 源 电流 产生 的 ,这 就 表明 有 多 种 不 同 的 办 法 
来 产 和 同一 种 分 布 的 磁场 ,4,( A,) 所 对 应 的 源 电 流 是 在 平行 于 z(y) 轴 的 两 张 无 限 大 平行 平 
而 y= 土 Clz= 土 C) 上 沿 x(y) 革 正 , 负 方向 的 恒定 电流 ,4, 对 应 的 是 以 z 为 轴 的 无 限 长 螺 
线 管 中 的 电流 (也 可 看 成 是 在 图 柱 而 上 沿 圆周 流 动 的 电流 )。 为 了 形象 起 见 ,图 4-14(a)、(b) 
中 是 用 矢 线 的 长 短 来 表示 4 的 大 小 的 。 

一 般 来 说 ,作为 一 个 求解 工具 ,矢量 磁 位 在 恒定 磁场 中 远 不 像 标量 电位 在 静电 场 中 那样 有 
用 ,但 它 在 时 变 场 的 复杂 情况 下 却 是 十 分 有 用 的 ,是 计算 磁场 的 最 重要 的 辅助 函数 。 例 如 在 适 
当 的 集 标 系 中 ,4 的 矢量 波动 方程 可 分 解 为 标量 波动 方程 来 解 。 而 围绕 着 求解 标量 波动 方程 
已 发 展 出 许多 种 解析 方法 或 数值 解法 。 如 果 不 通 过 位 函数 而 直接 求解 场 矢量 的 波动 方程 ,将 
是 十 分 复杂 的 。 

标量 电位 比 矢量 磁 位 应 用 更 广泛 的 原因 还 在 于 : 

1. 电位 (实际 上 是 电压 ) 可 以 直接 测量 ,从 而 给 人 们 一 种 实际 存在 的 感觉 而 铀 位 目前 主 
要 是 作为 一 个 数学 工具 ; 

2. 电位 场 与 电场 (在 各 电位 场 之 间 可 相差 一 个 任意 常数 的 意义 上 ) 是 一 一 对 应 的 ,而 磁 矢 
位 场 与 磁场 则 不 然 ( 参 见 图 4-14); 

3. 电位 可 由 电场 的 线 积分 @。= | 忆 .d! 直接 求 得 ,而 用 也 的 积分 表示 和 却 比较 复杂 。 


VA=Y'A,=V:A.= 0 


4.4 磁 偶 极 子 


将 上 一 节 例 4.7 中 小 圆 环 电流 回路 的 磁感应 的 表示 式 (4.3.7) 同 静电 场 中 电 侦 极 子 的 电 
场 的 表示 式 


E=a, —R 32c08 g+m — Mssin O 
dreor dreor 
对 比 ,可 以 看 出 它们 之 间 的 相似 。 因 此 ,我 们 可 以 称 一 个 小 圆 环 电流 回路 为 磁 偶 极 子 。 乘 积 
JS 称 为 磁 偶 极 子 的 磁 偶 极 矩 ,简称 磁 矩 ,单位 为 Am ( 安 ' 米 ?), 用 矢量 ?> 
pw 表示 ,其 方向 与 面 元 矢量 $ 的 方向 一 致 : 
pm=1S (4.4.1) 1 


如 图 4-15 所 示 , p 的 方向 与 电流 1 的 方向 成 右 施 半 系 。 
(4.3.8) 式 所 示 的 磁 偶 极 子 的 磁感应 线 的 分 布 与 电 偶 极 子 的 电力 线 
分 布 是 相同 的 。 如 图 4-16 所 示 , 但 是 一 者 有 一 根本 不 同 点 :电力 线 都 是 起 “而 1。 吉 要 于 
于 电 侦 极 子 的 正 电荷 , 止 了 负电 蓓 ;而 磁感应 则 全 部 是 与 小 团 电 流 穴 连 的 
闭合 曲线 。 
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Ca) Cb) 
图 4-16 电 俩 极 子 和 磁 偶 极 子 


{a) 电 偶 极 子 的 电力 线 ;(b) 磁 偶 极 子 的 磁感应 线 。 


* 参看 图 4-17, 按 照 推导 电荷 系统 的 电位 多 极 展开 式 (2.4.13) (2.4.14) 式 同样 的 步 又 ， 
也 可 以 利用 之 级 数 或 者 勒 让 德 多 项 式 从 


a(n 名 | Ted 
导出 分 布 电流 系统 的 矢量 位 多 极 展开 式 : 
4(n)= 忽 宫 志 | T(r)r Plo0s 0)de 


AH Ja 和 rraodr+ 


47r 


名 | REL A 


4rr” 
=Am+Apt+Aot+t" (4.4.2) 
中 4u ,4p、4o 分 别 表示 磁 单 极 距 . 偶 极 距 、 四 极 矩 …… 所 产 
生 的 矢量 位 。 磁 偶 极 子 、 四 极 子 …… 可 统称 磁 多 极 子 。 
电位 多 极 展开 式 (2.4.13) 中 的 单 极 抢 代表 电荷 系统 正 、 负 
电荷 抵消 后 所 剩余 的 单一 极 性 ( 正 或 负 ) 的 电荷 ,而 磁场 中 “N 
极 " 和 “S 极 "总 是 成 对 出 现 的 。 昌 前 还 没有 确切 证 据 表明 存在 
磁 单 极 即 磁 茶 ,因而 矢量 磁 位 中 的 单 极 逢 理应 为 零 。 这 一 点 在 
恒定 电流 的 情形 可 以 这 样 证 明 :因为 恒定 电流 总 是 闭合 的 ,我 
们 把 分 布 的 体 志 流 想像 成 许多 细 的 电流 回路 C ,其 电流 为 1; 
由 Jdr=Ldl ,得 


fof pd 
hn = 把 | rr)dr 2 站 Ld 


图 4-17 矢量 磁 位 多 极 展开 式 的 推导 


-ea = 
2 关于 


我 们 也 可 以 证 明 ( 从 略 ), (4.4.2) 式 中 的 偶 极 项 与 (4.4.3) 或 (4.3.6) 式 是 一 致 的 , 即 : 


x 
oa oSl sin 8 
T. 


一 -oo Yr’: = 
A0= 43 Ir) ra de ,各 


与 电位 多 极 展开 式 的 情形 类 似 , 我们 也 可 以 证 明 偶 极 项 4 与 图 4-17 中 原点 位 置 的 平移 无 
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关 , 而 只 取决 于 r 中 电流 的 分 布 。 四 极 矩 以 上 的 项 本 书 将 不 讨论 。 
下 面 我 们 导出 另外 几 种 计算 磁 偶 极 子 的 场 的 公式 ,并 继而 导出 一 般 ( 任 意 形状 ) 电 流 回 路 


的 标量 磁 位 。 
(4.3.6) 式 是 侯 偶 极 子 的 矢量 磁 位 , 它 还 可 以 写成 
= ar 名 各 rsin 9= 弓 守 a, x 三 = 一角 psxv (4.4.3) 


利用 矢量 恒等式 (A2.3), 并 注意 到 po 为 常 矢量 ,V 'p。 一 0,V Xp。=0, 就 有 


pt 
于 是 得 到 做 侦 极 子 的 4 的 又 - -表达 式 


4= 佐 Yx 台 (4.4.4) 
并 相应 得 到 磁 偶 极 子 的 如 的 又 一 表达 式 
B=V XA= 急 V XVX 人 名 (4.4.5) 


根据 矢量 全 等 式 V XV x = VV * -Vs 并 注意 到 70 时 V 站 0,V? 2 一 0, 就 有 


vr) 


7 
将 其 代入 (4.4.5) 式 ,就 得 到 


5 


1 
£ 
< 
SE 
一 二 


dr 人 rr 
= po Va (4.4.6) 
这 表明 磁 侦 极 子 的 B 可 以 用 一 个 标量 场 (标量 磁 位 ) 的 梯度 表示 ,这 个 标量 函数 为 
ae= 二 ao (4.4.7) 


dQ 是 电流 回路 所 包围 的 面积 S 对 场 点 所 张 的 立体 角 。 由 (4.4.6) 式 可 以 得 出 的 结论 是 ; 侦 极 
子 的 电流 回路 形状 不 同时 ,只 要 其 而 积 对 某 点 所 张 的 立体 角 
相同 , 则 在 该 点 的 也 就 相同 。 所 以 ,只 要 pw 相同 ,我 们 就 可 以 
任意 假定 回路 的 形状 而 不 影响 分 析 结 果 。 这 个 结果 是 意料 之 
中 的 。 因 为 从 距离 足够 远 的 地 方 看 过 来 时 ,回路 已 近似 一 个 
点 ,回路 的 形状 当然 就 不 再 起 作用 了 。 

这 里 对 非 保守 场 引入 标量 位 是 有 条 件 的 ,是 限于 电流 以 外 
即 Y xB=0 的 区 域 。 这 一 点 将 在 4.7 节 详细 曾 述 。 

(4.4.6) 式 可 以 用 来 推导 一 个 大 回路 电流 的 磁感应 。 图 
4-18 表示 一 个 任意 形状 的 电流 回路 C ,将 它 划分 成 许多 (N 
个 ) 小 网 孔 C, , 则 按照 1.4 节 证 明 斯 托 克 斯 定理 时 的 作法 , 沿 het 
宏观 回路 C 的 电流 I 可 以 看 成 是 沿 所 有 小 环 路 C (i = 1,2， | 


”102 ， 


…,NN) 的 电流 1 相抵 消 的 结果 。 因 而 在 空间 某 -- 场 点 P 的 磁感应 也 应 当 等 于 所 有 小 回路 C 
构成 的 磁 偶 极 子 在 该 点 的 dB 的 矢量 积分 , 即 


B= 全 | (号 二]- -各 vV (dn) 


4r 小 R’ dx js 
式 中 的 积分 是 对 源 点 坐标 ,而 求 梯 记 是 对 场 点 坐 你 进行 的 ,二 者 无 关 , 故 可 相互 交换 次 序 ; 
8--y( 生 [aoj--y( 各 9) (4.4.8) 


式 中 的 Q 是 曲面 S 对 场 点 P 所 张 的 立体 角 。 
虽然 上 式 所 适用 的 回路 形状 是 任意 的 ,但 任意 回路 的 立体 角 的 计算 往往 是 困难 的 。 
例 4.8 利用 (4.4.8) 式 重新 计算 例 4.2, 即 计算 圆 环 电流 
轴线 上 任 一 点 的 磁感应 。 
解 ” 以 场 点 为 图 心 ,RR 为 半径 作 一 球面 (图 4-19), 圆 形 回 


路 C 在 球面 上 截 出 的 球 冠 面积 为 : 
S=2rRh=2xR{R- Reos 0)=2xR(R- 2) 
0= 襄 = 于- RV a te 


交合) 


到 
六 
~ 
Ie 
RS 
+ 
| 
1 
四 


图 4-19 图 形 回 路 立体 角 的 计算 


4.5 介质 的 磁化 ”介质 中 的 安培 定律 ”磁场 强度 


除了 真空 以 外 ,所 有 物质 在 恒定 磁场 中 都 会 被 磁化 。 被 磁化 的 介质 产生 的 磁场 欠 加 在 原 
磁场 上 ,使 其 增强 或 前 弱 。 

介质 分 子 中 的 每 个 电子 和 原子 核 都 在 自 旋 , 电 子 还 同时 绕 核 旋转 ,这 些 都 相当 于 小 环形 电流 
的 磁 侦 极 矩 ;所 有 这 些 磁 矩 的 矢量 和 就 是 一 个 分 子 的 磁 息 。 因 而 从 磁 效应 上 看, 每 个 介质 分 子 可 
等 效 成 一 个 磁 矩 为 p,, = 工 $; 的 磁 偶 极 子 。 但 是 ,这 个 环形 电流 是 束缚 在 分 子 里 的 ,不 像 自 由 电 
子 形成 的 宏观 流动 那样 能 被 测量 到 ,因而 它 称 作 束 缚 电流 或 磁化 电流 。 这 就 是 介质 的 分 子 电流 
模型 (安培 模型 )。 于 是 ,一 块 介质 就 等 效 为 一 个 真空 中 分 布 着 磁 偶 极 子 的 空间 。 在 外 加 磁场 的 
作用 下 ,这 些 原来 取向 凌乱 的 磁 矩 取向 趋 于 一 致 ;或 是 介质 分 子 原来 不 存在 固有 磁 矩 , 受 感应 而 
产生 感应 磁 矩 ,从 而 在 宏观 上 显现 出 磁 效 应 。 前 (后 ) 一 种 磁化 机 制 就 是 顺 ( 抗 ) 磁 质 的 情形 。 

首先 引信 磁 化 强度 M{ 单 位 为 Aim, 安 / 米 ) 这 一 物理 量 ,以 便 从 宏观 上 描述 介质 的 磁化 程度 ; 
它 定义 为 


(4.5.1) 


其 中 六 p。 是 Ar 中 所 有 分 子 磁 簿 的 矢量 和 , M 家 示 某 点 处 单位 体积 中 的 总 磁 夭 ,因而 M 也 是 一 
个 分 布 函数 。 若 N 为 分 子 密度 ,pu 为 该 点 处 分 子 的 平均 磁 矩 , 则 应 有 
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M= lm Peer - Np,, (4.5.2) 
如 果 已 知 介质 中 磁化 强度 M 的 分 布 ,由 于 MAr 相当 于 一 个 小 磁 偶 极 了 于 的 磁 算 ,根据 磁 偶 极 子 
的 矢量 位 公式 (4.4.3), 就 有 


d 和 一 - 捍 Mx {9 页 )dr 


“二 R 
把 所 有 体积 元 的 磁 偶 极 矩 MAr 产生 的 d4 选 加 到 一 起 ,就 是 整 块 介质 产生 的 矢量 位 : 
4=] aa =- 估 arx (yjd = 各 ,Mx (v 汪 jar (4.5.3) 
上 式 利用 了 V = -Y ,其 中 V 表示 是 对 源 点 坐标 微分 。 利 用 矢量 恒等式 (A2.3), 得 
MxV 让 = 页 V XM-vV'x 著 


再 利用 矢量 恒等式 (A2.13), 有 


(ve = (Km 


Kxor YY XM tof Mxn 
4= 各 | 一 全 二 dr + Pe Re ds (4.5.4) 


把 (4.5.4) 式 与 (4.3.1) (4.3.2) 对 照 ,可 看 出 V “x M 和 Mxz 分 别 对 应 着 体 电流 密度 和 面 电流 
密度 。 若 分 别 用 所 和 Js 表示 ,并 把 Y 写成 V , 则 有 
束缚 体 电流 密度 J =>V XM (4.5.5) 
束缚 面 电流 密度 Jms = MxXn (4.5.6) 
这 样 , 磁 介 质 的 磁 效 应 就 可 以 用 介质 的 磁化 电流 即 体积 内 分 布 的 束 妾 体 电流 和 介质 表面 上 分 布 
的 一 层 束缚 面 电流 来 代替 。 于 是 ,除了 利用 磁 偶 极 子 的 矢量 位 公式 (4.5.3) 以 外 ,我 们 也 可 以 利 
用 (4.5.4) 式 对 分 布 的 束缚 体 电流 和 面 电 流 积分 来 算出 仅 由 介质 产生 的 磁场 ( 即 不 包括 使 介质 磁 
化 的 外 加 磁场 )。 

从 (4.5.6) 式 看 , 柚 介 质 表面 上 总 会 有 束缚 面 电流 的 。 在 均匀 磁 介 质 体 积 内 ,如 车 不 存在 自 
由 电流 ,也 是 不 会 有 束缚 体 电流 的 。( 而 非 均 匀 磁 介质 另 当 别 论 。 对 其 中 束缚 体 电流 的 分 析 方 法 
类 同 于 2.5 节 对 非 均 甸 电介质 中 束缚 体 电荷 的 分 析 。) 图 4-20 所 示 的 一 块 均匀 介质 说 明了 这 种 
情况 :体积 中 处 处 有 两 个 相反 方向 的 电流 相抵 消 ,而 介质 表面 上 的 分 子 电流 都 朝 同 一 个 方向 流 ， 
抵消 不 掉 而 形成 一 层 宏 观 的 面 电 流 。 


于 是 得 到 


同 静 电场 中 计算 束缚 面 电 荷 时 一 样 ,这 里 也 可 以 在 一 个 以 S 
(分 子 磁 矩 的 面 元 ) 为 底面 ,长 di 的 微观 柱 体 中 用 “计数 ”的 方法 
证 明 束 缚 电流 的 面 密度 为 (4.5.5) 式 ,并 进而 导出 体 密 度 为 
(4.5.6) 式 (从 略 )。 

根据 场 的 选 加 原理 ,把 束缚 电流 所 产生 的 矢量 位 (4.5.4) 先 
加 到 使 它 磁化 的 外 加 磁场 的 矢量 位 (4.3.1) 和 (4.3.2) 上 去 ,就 得 
到 所 有 的 源 电流 共同 产生 的 矢量 位 ,也 即 存在 介质 时 的 总 场 的 矢 
量 位 


图 4-20 均匀 介质 中 的 


束缚 电流 示意 图 和 = 如 
4 


J+J, Hof Jst+Jns 
| dr+ RdS (4.5.7) 
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可 以 看 出 ,(4.5.7) 式 中 J, 与 村 的 地 位 是 完全 相当 的 ,因而 在 使 用 真空 中 的 安培 定律 计算 有 介质 
存在 的 磁场 时 应 当 把 束缚 电流 jn 也 计 入 。 这 样 ,介质 中 安培 环 路 定律 的 微分 形式 应 为 
VXB= pd+h,) = tu VY XM 
国 vx (BM)=7 
如 果 引 入 一 个 辅助 物理 基 


HM (4.5.8) 
它 称 为 磁场 强度 ,单位 为 Ajm( 安 / 米 ) 或 A/cm( 安 /厘米 ), 就 得 到 一 个 更 简洁 的 式 子 
VxH=J (4.5.9) 


它 表明 五 的 涡 施 源 仅 是 自由 电流 ( 指 传导 电流 )。 再 根据 斯 托 克 斯 定理 ,就 得 到 下 的 环 量 , 它 仅 
取决 于 回路 C 包围 的 自由 电流 ; 
中 .Ba=1 (4.5.10) 


(4.5.10) 和 (4.5.9) 就 是 介质 中 的 安培 定律 的 积分 形式 和 微分 形式 。 等 式 右 端 已 不 再 出 现 
束缚 电流 , 它 的 影响 已 包含 在 辅助 物理 量 吾 之 中 了 。 也 就 是 说 ,有 介质 时 的 磁场 强度 是 外 加 磁 
场 受 到 介质 的 磁场 影响 后 的 场 。 与 电场 中 电介质 的 作用 不 同 的 是 ,这 个 影响 往往 是 增强 原来 的 
磁场 。 

磁场 强度 的 另 一 种 单位 是 Oe( 奥 斯 特 ) 。 换 算 关系 为 
1A/m=0.01 A/cm=4rX10 Oe 
1A/cm=1.256 Oe 
为 了 便于 分 析 , 还 必须 找 出 B 和 五 之 间 的 更 简单 的 关系 。 理 论 和 实验 指出 ,除了 铁 磁 介质 ， 
他 各 向 同性 材料 的 M 一 吾 ,从 而 M 一 互 .B~ 再 都 存在 线性 关系 ( 铁 磁 介质 在 一 定 条 件 下 也 可 
近似 看 成 线性 关系 ) : 


M= xaH (4.5.11) 
x 称 为 磁化 率 ,是 一 个 无 量 纲 的 常数 。 顺 ( 抗 ) 磁 质 的 x。 为 正 ( 负 ) 数 ,真空 中 的 x, =0。 把 上 式 
代入 (4.5.8) 式 ,得 
B=pllt x )H=puH= pH {4.5.12) 
中 r= (+ Xn) po = pp0 (4.5.13) 
称 为 磁 导 率 ,单位 为 Hm( 享 / 米 )。 


p= 1+ yn (4.5.14) 
po 


称 为 相对 磁 导 率 ,是 一 个 无 量 岗 的 常数 。 由 于 顺 磁 质 和 抗 磁 质 的 x 都 很 小 ,因而 他 们 的 上 和 po 
都 相差 其 微 ,大 约 在 10 ?数量 级 。 在 工程 上 通常 把 顺 磁 质 和 抗 磁 质 ( 即 除了 铁 磁 介 质 以 外 的 各 向 
同性 介质 ) 的 相对 磁 导 率 都 认为 是 kw, = 1。 铁 磁 介质 的 y 相当 大 ,可 达 10 ,通常 用 召 一 吾 曲线 来 
表示 材料 的 也 和 五 的 关系 。 


综 上 所 述 ,恒定 磁场 的 基本 方程 为 : 
磁 通 连续 性 方程 无 散 性 ) 中 B-4S 一 0 (4.2.6) VB=0 (4.2.5) 
.105 . 


安培 定律 ( 非 保守 性 ) $ Hdi=1 (4.5.10) VxH=J (4.2.9) 


本 构 关系 B=pH (各 向 同性 介质 ) {4.5.12) 
例 4.9 环形 铁心 嵌 线 管 的 铁心 截面 半径 a 过 小 于 环 半 径 R, 环 上 均匀 密 绕 N 焉 线圈 , 电 
流 为 1 铁心 磁 导 率 为 wk。 全 计算 螺 线 管 中 的 B 和 磁 通 8B。 名 如 果 在 环 上 开 一 个 宽度 为 + 的 小 
切口 (如 图 4-21 所 示 ), 电 流 及 臣 数 都 不 变 ,假设 铁心 的 y+ 也 不 变 ,再 求 铁心 中 和 空气 孙 中 的 如 
和 五 。 
解 ”加 因为 < 福 民 ,可 认为 铁心 截面 上 的 场 近似 是 均匀 的 。 沿 
铁心 的 轴线 取 五 的 线 积分 ,由 安培 定律 ,有 


中 于 .di= H-2xR = NT 
。 


-NI 2 
有 ER Borg 
2 
更 = 有 "re = 


包 当 环 上 并 一 小 切口 时 ,由 于 上 很 小 ,可 认为 如 仍然 均匀 分 布 < 2 
在 S= na: 的 截面 上 ,边缘 效应 可 以 忽 赂 。 由 于 磁 通 连续 (磁力 线 ’ 
数目 不 变 ) ,切口 中 的 B 和 铁心 内 的 B 相等 ,但 两 者 的 H 相差 很 。 由 4.21 有 空气 贮 的 环形 


大 ,分 别 为 于 一 二 和 H = 旦 故 有 铁心 则 线 管 
‘ 
中 Hidf=H (rR- i) + Ht= NI 
BOrR- 1)+ B=NI 
加 和 


_popT 


DB _ pa 
2rRiot (pe po)t 2rR+(Cp.- Dz 


HR 
NI 

H -ZR 

由 于 久光 [县 值 比 未 切 上 时 下 降 许 多 。 又 由 于 二 网 厂 ,磁场 强度 的 线 积分 信 将 主要 是 气 阶 部 
分 的 二:。 磁 路 (由 铁心 构成 的 .磁力 线 集中 的 通路 称 作 磁 路 ) 中 的 上 述 现象 与 电路 的 情况 很 相 
似 : 在 良 导 体 构成 的 电路 中 即使 插入 很 菏 的 一 片 绝缘 物 , 电 流 也 会 大 大 下 降 , 只 亚 极 征 小 的 漏电 
流 , 且 电场 强度 的 线 积 分 值 即 电压 降 将 主要 降 在 这 个 薄片 上 。 但 是 ,从 物理 性 质 上 说 ,由 十 不 存 
在 磁 荷 和 传导 磁 荷 的 物质 , 碰 的 导体 ( 铁 磁体 ) 并 不 与 电 的 导体 相当 ,而 是 相当 于 介 电 系 数 很 大 的 
介质 : 


D=eE+P ~ B=uHt+uM 
在 电 的 导体 中 ,电场 强度 玉 =0 时 ,同时 也 有 P=0,D=0; 而 铁 磁体 中 ,磁场 强度 H=0 时 B= 
mmM 却 很 大 ,Mr 更 大 。 
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4.6 恒定 磁场 的 边界 条 件 


处 于 磁场 中 的 磁 介 质 表面 上 一 般 都 存在 束缚 面 电流 , 它 会 产生 附加 的 磁场 而 导致 8 也 越 
过 不 同 介 夺 的 分 界面 时 发 生 突变 。 因 此 ,应 当 用 场 方程 的 积分 形式 来 导出 分 界面 上 的 边界 条 件 ， 
它 实质 上 是 恒定 磁场 的 基本 方程 在 介质 界面 上 的 特殊 形式 或 极限 形式 。 恒 定 磁 场 与 静电 场 对 边 
舞 条 件 的 推导 方法 完全 相同 。 
上 .号 的 法 向 分 量 的 边界 条 件 
由 于 们 通 连续 性 方 种 中 .28.d5 一 0 与 不 包 轩 自 由 电 共 时 的 高新 定律 中 Dd =0 形式 上 完全 
相同 , 故 可 参照 图 4-22(a)( 与 医 2-16 完全 类 同 ) 而 直接 写 出 : 
A"(BB-B)=0 或 Bo=Bu (4.6.1) 


(b} 


图 4-22 恒定 磁场 边界 条 件 的 推导 
(a) 推 导 B, 的 边界 条 件 ; 《b) 推 导 H, 的 边界 条 件 。 


2. 的 切 向 分 量 的 边界 条 件 
按照 静电 场 中 由 $ Ed =0 推导 出 吾 的 切 向 边界 条 件 同样 的 方法 , 取 一 个 同样 的 这 矩形 回 
路 忆 跨 越 在 界面 处 [如 图 4-22(b) 所 示 ], 若 界面 上 的 自由 电流 面 密 度 为 J ,s 为 府 矩 形 面 的 法 线 ， 
则 穿 过 该 回路 C 的 面 电流 就 应 为 J。"sAl。 根 据 介质 中 的 安培 定律 和 Al = s X rm, 就 有 
中 H-dl= HA — HAl=nx(H, - H,)'sA! =Js:sAl 


于 是 有 nxX(H~- 瑟 )=Js 或 也 -于 = 大 (4.6.2) 
介质 的 界面 上 一 般 没 有 自由 面 电流 ,此 时 ,上 式 就 变 为 
nxX( 隔 ~-H)=0 或 于.-H=0 (4.6.3) 
综 上 所 述 ,在 恒定 磁场 中 介质 的 分 界面 上 8 的 法 向 分 量 连 续 , 面 百 的 切 向 分 量 连续 ( 当 J 
=0 时 )。 
3. 折射 关系 
图 4-22 的 两 种 介质 中 的 场 量 是 共 面 的 ,因而 有 
tm _Bu/B,_ pH pn (4.6.4) 


tmb By/B, pH po 
如 果 介 质 1 为 空气 ,介质 2 为 铁 磁 物质 ,由 于 pepo<yez, 故 9. 忒 9。。 只 要 9 比 90' 至 少 小 1， 
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一 般 外 就 不 会 超过 1, 因而 空气 中 磁感应 线 总 是 几乎 垂直 于 铁 磁 体 表面 的 ,而 铁 磁 介 质 则 像 是 
在 “收拢 "磁力 线 ,使 其 顺 着 磁铁 走 , 因 面 如 图 4- 23 示 的 铁 磁 球 壳 能 起 到 磁 屏蔽 的 作用 。 与 静电 
屏蔽 的 区 别 是 , 感 屏 蔽 是 不 彻底 的 。 加 厚 屏蔽 层 可 以 提高 屏蔽 程度 。 更 好 的 办 法 是 双重 屏蔽 。 
如 果 两 屏蔽 层 之 间距 离 相当 大 ,可 以 想象 总 屏蔽 程度 接近 两 个 单 层 屏蔽 程度 的 莱 积 。 
4. 用 失 量 往 表 示 的 边界 条 件 
首先 ,我 们 把 矢量 微分 算 子 也 像 场 量 一 样 分 解 为 法 向 和 切 向 的 两 个 算 符 ， 
Y=Vrd+V。 


在 直角 坐标 下 ,假设 分 界面 为 xy 面 , 则 


9 9 a 
Va 有 + VE a. 了 


从 而 B, 一 Vx 4,( 这 也 可 由 旋 度 矢量 总 是 垂直 于 旋涡 
面 看 出 )。 由 Bu = Bn 可 导出 A 一 Ax + C。 又 因 B， 
值 有 限 ,在 相距 为 零 (Ah-*0) 的 分 界面 两 侧 之 问 不 可 能 
积累 出 矢 位 差 , 故 必 有 C=0, A = A2.。 否 则 ,就 会 有 3 
Adaz~co, 意 味 着 B. 一 2。 

其 次 ,根据 库仑 规范 Y'4 =0, 4 为 无 散场 , 即 


中 4.ds =0, 故 而 界面 处 应 有 Au 一 Az。 图 4-23 有 磁 屏蔽 亮 时 的 磁力 线 
综 上 所 述 ,用 矢量 位 表示 的 边界 条 件 应 为 
4= 4 (4.6.5) 
(4.6.3) 式 用 4 表示 时 应 为 
(yxA).=T(V XA,), (4.6.6) 
Ht 2 
4.7 标量 磁 位 


虽然 磁场 是 有 旋 场 ,但 对 于 便 定 磁场 来 说 ,其 涡 旋 源 仅 是 恒定 电流 ,因而 在 有 恒定 电流 分 布 
的 曲线 .表面 和 体积 之 外 ,就 会 处 处 有 V x 吾 = 0( 这 与 时 变 场 中 的 情况 是 完全 不 同 的 ), 从 面 可 以 


引入 标量 位 作为 求解 工具 , 令 


H= -V8. (4.7.1) 
Gp 称 为 恒定 磁场 的 标量 [ 磁 ] 位 ,单位 为 A( 安 )。 上 式 中 的 负 号 是 为 了 与 静电 场 的 标量 电位 相对 
应 面 入 为 地 加 入 的 。 
在 均匀 介质 内 ,x 与 空间 坐标 无 关 , 可 导出 标量 磁 位 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 
VB=uV:H= -pV(V®,)= -pVD,=0 


故 VB, =0 (4.7,2) 
这 与 电位 的 拉 普 拉 斯 方程 完全 相同 ,并 且 标量 磁 位 与 标量 电位 的 边界 条 件 形式 上 也 相同 ; 
Hi=HalJs=0) = $nu= Bw (4.7.4) 


如 果 场 源 电流 不 在 研究 的 区 域 之 内 ,而 又 已 知 磁场 的 边界 条 件 ,这 类 问题 就 可 学 试用 标量 磁 位 来 
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求解 ,2.7 节 和 第 5 章 介绍 的 拉 普 拉 斯 方程 的 解法 都 适用 。 以 下 即 为 一 例 。 
“ 例 4.10 图 4-24(a) 所 示 为 一 个 沿 z 轴 臣 数 密度 均匀 的 细 导 线 密 绕 而 成 的 球形 线圈 ,其 总 
臣 数 为 N, 通 以 电流 了 , 球 半径 为 R。 
外 求 这 些 密 绕 线 图 所 形成 的 面 电流 密度 天; 
四 该 球形 线 图 可 形成 图 4-24(b) 所 示 的 磁场 分 布 , 称 为 “ 磁 通 球 ”。 试 求解 球 内 外 的 磁场 。 


1 


图 4.24 磁 通 球 
(8) 沿 2 轴 臣 数 密度 均匀 的 球形 线 图;(b)“ 磁 通 球 "的 磁场 强度 。 

解 名 沿 = 轴 均 匀 的 工 数 密度 为 N/2R,z= roos 9,1dz|,-r = Rsin gdg= diosin 9, 故 密 绕 线 

图 在 球面 上 形成 的 等 效 面 电流 为 
和 = 全 也 a 如 sn0 
@ 因 球 内 ,外 都 无 电流 ,边界 条 件 J 已 知 , 故 可 求解 标量 位 的 拉 普 拉 斯 方程 。 令 球 内 \ 外 的 标量 
磁 位 和 磁场 强度 分 别 为 @.。、Ge 和 再 | 、H,。 这 里 需要 利用 球 坐 标 下 的 分 离 变量 法 求解 球 内 , 
标量 位 的 拉 普 拉 斯 方程 而 得 到 的 通 解 (5.3.7) 式 ， 
B= lA + Br "JP, (ens 0) (5.3.7) 

然后 从 中 找 出 满足 本 题 的 边界 条 件 的 特 解 。 

由 于 场 源 Js 只 存在 于 有 限 的 区 域 , 故 "一 co 时 应 有 名 ,。*0, 因 而 吕 wz 不 应 含有 ”项 ;由 于 
线圈 绕 法 是 沿 < 轴 正 负 两 半 对 称 的 , 故 在 球 外 的 场 应 如 同一 个 侦 极 子 的 场 。 根 据 图 4-16 和 
(2.4.2) 式 ,应 有 


Ga =o0s 0 (r>R) 


这 说 明 应 在 (5.3.7) 式 中 取 n=1 由 (2.4.15) 式 , 知 Pi(oos 9) = oos bg。 又 因 一 -0 时 Bw 天 %, 故 
gm 不 应 含有 > "项 ,于 是 由 (5.3.7) 式 得 
Pu=Ar oos8 (r<R) 
A、B 为 待定 常数 。 由 (4.7.1) 式 ,得 
Hi=-V®Ba=—A(a,os -a sind) 
-VB =S(a,200s 0+ os sin 0) 
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设 妹 内 外 皆 为 空气 ,由 法 向 边界 条 件 (4.6.1), 知 本 ,= 王 , 即 本 ,= 了 于,(r= 及 ), 故 
-A=2B/R’ 


本 题 js 天 0, 故 不 满足 (4.7.4) 式 。 由 切 向 边界 条 件 (4.6.2), 得 a, X (瑟瑟 )=a 部 sin 0, 即 


由 上 两 式 联 立 解 得 A= - 荐 ,B= IE ,于 是 


垣 = 庶 (aes 6 — aosin 0) = eo. (r<R) 


3 
也 = 总 (全 ) (a,200s 0+ aysin 0) (r>R) 


可 见 球 外 和 磁 偶 极 子 的 妃 相 同 , 球 内 为 匀 强 磁场 。 与 此 相对 比 ,长 直 螺 线 管 中 的 场 只 是 在 端 部 效 
应 被 忽略 后 的 近 拟 义 强 磁场 。 

利用 标量 磁 位 求解 的 一 个 最 简单 的 例子 如 图 4-25 所 示 。 其 
中 的 两 个 磁极 是 铁 制 的 ,需要 计算 空气 中 的 磁场 。 因 为 铁 的 /六 
1, 面 B 垂直 穿 过 界面 时 是 连续 的 , 故 铁 中 的 磁场 强度 瓦 远 小 于 下 
空气 中 的 及。 车 将 是 忽略 不 计 , 则 每 个 磁极 就 是 一 个 等 标量 磁 
位 体 ,因而 以 铁 磁 物 质 为 边界 面 的 问题 中 ,磁极 表面 可 认为 是 @。 
的 等 位 面 , 其 间 的 磁场 强度 的 求解 方法 与 静电 场 完全 相仿 。 臂 如， 。 图 4.25 .对 三 极 间 的 声 
若 图 4 25 中 两极 的 标量 磁 位 值 分 别 为 Un 和 - Un, 扰 略 边 缘 效 
应 ,就 有 


LU) 20, 
Ha 
此 外 ,在 4.4 节 中 我 们 还 指出 , 磁 侦 极 子 (小 贺 环 电流 ) 以 至 任意 形状 的 大 电流 回路 在 均匀 介 
质 中 的 场 可 以 用 回路 对 场 点 张 的 立体 角 的 梯度 来 计算 ， 


B= -v (io) (4.4.8) 
H= -v (aa) (4.7.5) 
从 而 电流 回路 的 标量 磁 位 场 为 
_ 了 
B= (4.7.6) 


静电 场 中 的 标量 位 是 与 积分 路 径 无 关 的 . 单 值 的 (即便 定 的 .保守 的 ), 而 恒定 磁场 的 标量 位 
如 果 是 在 包围 着 电流 的 空间 中 , 却 是 与 路 径 有 关 的 ,多 值 的 。 例 如 ,考虑 豆 沿 图 4-26 所 示 的 三 
种 路 径 的 线 积 分 。 设 P 为 标量 位 @. 的 参考 点 。 按 照 安培 环 路 定律 ,有 


4 mai | Hdl= | H:di+1=®,+1 
PIQ pr 1P 


Hdi=2I—> | Hdi= | H-di+21= ,+21 
PD Pp IP 
显然 ,如 果 从 Q 点 起 对 了 的 方向 而 言 右 ( 左 ) 螺 旋 = 周到 了 点 ,@, 值 就 会 加 上 nT( - zD)。 换 言 
之 ,对 同一 点 Q 而 言 ,的 取 值 有 无 穷 多 个 ,它们 彼此 之 间 相 差 一 个 常数 nT(n=0, ++1, +2， 
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…)。 但 由 于 县 = -WO。,G。 的 多 值 性 并 不 会 影响 厂 场 的 解 ,所 有 仅 相差 一 个 常数 的 标量 磁 位 
所 对 应 的 磁场 瑟 吾 都 是 完全 相同 的 。 在 实际 问题 中 ,可 用 设置 
“ 隔 诺 "或 称 " 履 谭 "就 是 电流 回路 所 张 的 任意 一 张 曲面 ,如 疼 4- 
26 中 阴影 所 示 ) 欧 方法 ,使 下 的 积分 路 线 不 能 构成 与 电流 回路 大 
连 的 闭合 路 径 来 首 锡 6。 出现 多 什 性 。 

与 静电 场 的 另 一 区 别 是 ,由 于 运动 电荷 (电流 ) 受 的 磁力 总 是 
与 b.B 生 直 的 ,因此 ,除非 引入 人 想 磁 荷 , B= | 于 dl 不 表示 下 


场 力 做 的 功 , @,, 也 不 其 有 位 能 的 含意 ,只 是 作为 求解 的 数学 工 ”图 4-26 王 沿 路 径 1.2.3 的 环 攻 
具 。 


在 静电 场 中 ,对 于 电介质 极 化 所 产生 的 标量 电位 可 以 利用 束缚 体 电荷 pe = -Y ' 卫 和 束缚 面 
电荷 pm = Pn 按 (2.5.5) 式 计算 。 如 果 我 们 把 介质 磁化 所 产生 的 磁场 解释 成 是 磁 荷 产生 的 , 且 
介质 体积 中 的 束缚 磁 荷 密度 为 p,, = - Y 'M ,表面 上 的 束缚 磁 荷 密度 为 pos = Mn, 由 于 电磁 场 
中 有 关 的 公式 形式 上 完全 相同 ,我 们 就 可 以 比照 (2.5.5) 式 直接 写 出 介质 中 的 磁 荷 所 产生 的 标量 
磁 位 : 


_1 pusdS 1 站 en 1 aq ic 工 有 MT 
6- 汉中 之 + 二- 封 ， dS 起 | Rd 4.7.7) 


已 知 介质 中 磁化 强度 M 的 分 布 时 就 可 依 上 式 计算 Go。 

对 于 介质 中 的 磁 矩 ,事实 上 也 存在 着 两 种 解释 。 一 种 是 安培 的 分 子 电流 模型 ,一 种 是 磁 荷 模 
型 , 即 认为 磁 候 极 矩 也 像 电 侦 极 矩 那样 是 由 一 对 等 量 异 号 的 磁 荷 产生 的 。 虽 然 到 目前 为 止 尚未 
确认 磁 荷 的 存在 ,但 这 种 假设 却 可 以 作为 一 种 简化 理论 分 析 的 工具 。 例 如 ,在 恒定 磁场 中 均匀 磁 
化 的 介质 球 的 磁 荷 分 布 与 静电 场 中 均匀 极 化 介质 球 的 束缚 电荷 分 布 在 数学 形式 上 完全 相同 ,而 
根据 习题 5.18 的 计算 ,后 者 在 球 外 产生 的 场 等 效 于 一 个 电 侦 极 子 的 场 ,在 球 内 为 匀 强 电场 ,于 是 
我 们 就 可 直接 写 出 前 者 在 球 外 产生 的 场 等 效 于 一 个 磁 偶 极 子 的 场 ,在 球 内 为 匀 强 磁场 。( 如 果 不 
是 利用 磁 葆 而 是 用 球面 上 的 磁化 电流 作为 场 源 , 则 还 须 像 例 4.10 那样 去 求解 关于 @。 的 边 值 问 
题 ;或 是 按 比 奥 - 沙 伐 定律 积分 , 它 只 能 算出 球 的 轴线 上 的 场 ,轴线 以 外 任意 点 的 场 是 很 难 计算 
的 。) 

特别 ,在 时 变 场 的 求解 中 ,常常 利用 磁 荷 等 对 偶 的 物理 量 把 场 方程 写成 对 个 的 形式 ,然后 根 
据 对 偶 性 原理 套用 电 ( 磁 ) 场 的 解 直接 写 出 磁 ( 电 ) 场 的 解 ,从 而 减少 运算 量 , 并 便于 记忆 。 


4.8 电感 


电路 理论 中 已 介绍 过 电感 器 件 ,这 里 将 从 场 的 观点 阑 明 电感 概念 的 本 质 。 

在 以 下 的 讨论 中 ,假设 载 流 回路 本 身 和 空间 的 介质 都 是 线性 的 ,多 区 线圈 都 是 均匀 密 绕 的 ， 
并 先 假定 回路 都 是 无 限 细 的 。 

根据 比 奥 - 沙 伐 定律 ,一 个 电流 回路 在 空间 产生 的 B 是 与 场 源 电流 了 成 线性 关系 的 ,因而 空 
间 任 一 回路 所 包围 的 磁 通 也 是 与 了 成 正比 的 。 设 回路 C 所 产生 的 磁 通 (以 磁力 线 代表 ) 中 与 另 
一 回路 C; 套 连 的 磁 通 (磁力 线 ) 为 B,C; 的 还 数 为 N;, 则 多 := Nz 瑟 称 为 [互感 ] 磁 链 。 比 例 系 
数 
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2 
Me (4.8.1) 


定义 为 回路 Ci 对 C; 的 互感 [系数 ] ,单位 为 H。 反 过 来 ,车 回路 C 中 通 有 电流 1 ,产生 的 磁 通 
也 会 有 一 部 分 同 C, 相 套 连 而 形成 磁 链 .区 , 则 回路 C> 对 C, 的 互感 系数 就 是 


Ms- 了 


某 N 奋 载 流 回路 C 所 产生 的 磁 通 6 必然 全 部 与 C 相 套 连 而 形成 [ 自 感 ] 磁 链 也- NB( 因 为 导 
线 无 限 细 目 均 义 密 绕 )。 鲍 同 回路 C 自身 电流 的 比值 . 
工 = 于 (4.8.2) 


I 

就 定义 为 回路 C 的 自 感 系数 ,单位 同 互感 。 

互感 和 自 感 都 是 与 回路 电流 大 小 无 关 的 \ 仅 取决 于 线圈 的 几何 参数 (大 小 .形状 .相互 位 置 )、 
更 数 和 空间 介质 的 一 个 常数 。 

定义 式 (4.8.1) (4.8.2) 仅 在 恒定 场 . 缓 变 场 的 情况 下 才 是 有 意义 的 ,因为 炎 和 了 须 是 同一 
时 刻 的 。 

正 像 电 容 这 一 参数 的 引 人 可 以 使 电场 的 求解 转化 为 电路 的 计算 而 简化 ,电感 的 引 人 也 具有 
同样 的 意义 和 作用 。 利 用 = 个 载 流 线圈 磁 链 的 计算 公式 ( 它 与 “多 导体 系统 ,部 分 电容 "一 节 的 
(2.9.6) 式 相对 应 ) 


= MtMht tM = DM GO=1,2,.,n) (4.8.3) 
生 


也 可 以 把 恒定 破 场 的 问题 ] 一 B 一 阔 、W, 转化 为 电路 计算 的 简单 问题 [一 、W。 
电厂 的 计算 公式 可 由 其 定义 式 导出 。 先 讨论 两 个 单 下 回路 问 的 互感 (参看 图 4.27)。 当 加 
路 Ci 通 有 电流 [时 , 它 在 回路 C; 中 的 磁 链 为 ; 


Ya= 上 mm “dS; = 中 4 di 
2 


其 中 Aiz 为 回路 电流 在 dls 处 的 矢量 位 , 它 等 于 


po dn 
hn 4 Pe R 


图 4-27 两 回路 间 互 感 的 计算 


吉 Val fh. hd dl 
-Ye dd 好 
Ma 
同样 也 可 以 求 得 
_ Yap dla*dh 
M» = -fp em (4.8.4) 
可 见 Me= Ma = M (4.8.5) 


(4.8.4) 式 称 为 诺 依 曼 (Neumann) 公 式 。 
自 感 的 计算 公式 可 从 诺 依 曼 公 式 直 接 得 到 。 以 图 4-28 所 示 的 一 个 单 硬 数 圈 为 例 。 如 果 我 
们 把 电流 工 看 成 是 集中 在 导线 的 轴线 C1 (图 中 虚线 ) 上 的 细 电 流 , 而 把 计算 磁 通 的 加 路 C; 取 作 
沿 该 线圈 的 内 侧 壁 的 细 回 路 ,就 可 利用 计算 互感 的 公式 (4.8.4) 来 计算 自 感 : 
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yf € dd 


如 果 CC; 分 别 为 N,N; 臣 的 线圈 , 则 (4.8.3) 式 中 沿 C1( Cs) 的 同样 的 线 积分 就 到 进行 
NiCN,) 周 ,因而 有 


MeN N, (4.8.7) 
而 计算 自 感 时 相当 于 N = Ni = N 的 情形 , 故 有 
了 ccJN2 (4.8.8) 


当 Ci 与 C; 重合 ,(4.8.6) 式 计算 的 就 是 无 限 细 导线 回路 的 自 感 。 但 实际 的 导线 总 是 有 非 
零 截 而 的 ,(4.8.6) 式 所 表示 的 自 感 系数 只 计算 了 图 4-28 中 线 轿 的 内 侧 可 
壁 所 包围 的 磁道 ,也 就 是 同 导线 中 的 金 部 电流 相 套 连 的 ,位 于 导线 外 部 
的 磁道 ( 记 为 亚 ,), 故 也 称 为 外 自 感 (Lx )。 在 导线 内 部 也 存在 着 说 通 ， 
它们 只 与 部 分 电流 相 套 连 。 导 线 内 部 的 磁 通 ( 记 为 和 , ) 与 导线 电流 了 的 1 
比值 定义 为 内 自 感 (La)。 为 了 把 Ln 也 计 人 ,我 们 把 电流 了 划分 成 许多 
很 细 的 线 电 流 JdS ,以 多 表示 疗 每 根 JdS 套 连 的 总 磁 通 , 密 一 下 + Ys。 
如 果 定义 与 了 套 连 的 平均 磁 通 为 


图 4-28 外 自 感 的 计算 


更 = 于 | ywds (4.8.9) 
则 
柬 = 
为 与 1 套 连 的 平均 内 磁道 。 于 是 ,一 个 实际 线圈 总 的 自 感 为 
= 时 = 字 + 蛙 =- 守 + 喜 | JY.dS=Ln +Ln 


Jy.ds+ 主 | J¥,dS (4.8.10) 


其 中 外 自 感 La = 于 等 问 于 (4.8.6) 式 ,内 自 感 为 


让] yas- 字 (4.8.11) 

例 4.11 求 双 线 输 电线 单位 长 度 的 自 感 。 已 知 导 
线 半径 为 4, 导线 间 的 距离 DD 淆 4, 如 图 4-29 所 示 , 并 
假设 大 地 的 影响 可 以 忽略 。 

解 设 导线 电流 为 1。 我们 可 利用 矢量 位 来 计算 
磁 通 , 沿 着 长 1 米 、 宽 了 D 米 的 矩形 而 积 S 的 边界 线 即 
C:1 一 2 一 4->4 一 1 来 计算 4 的 环 量 。 根据 
(4.3.5) 式 ,A = 信和 改 在 2 一 3 和 4->1 两 线段 


图 4 -29 到 线 传 给 线 的 自 感 上 4 .df =0, 只 需 考 虑 单位 长 的 线段 1>2 和 3 一 4。 把 
这 两 改 上 的 矢量 位 值 分 别 记 为 A 和 A; , 则 


一 A a ml D-a tl a 和 二 了 一 
WV= 中 Adi=sAl -A= Irn a 2rd «lh a 


我 们 也 可 直接 用 8 来 计算 矩形 面积 S 上 的 磁 通 。 在 两 导线 所 成 的 平面 上 ,两 根 电流 ( 视 为 
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无 限 长 直线 ) 所 产生 的 磁感应 怡 与 该 平面 垂直 , 且 方 向 一 致 , 故 合成 的 场 为 
国 olfl ,1 
4=B+ 玉 = 作 (上 + 
与 单位 长 度 的 导线 套 连 的 外 磁 通 为 穿 过 图 4-29 中 阴影 所 示 面 积 的 磁 通 : 
Deglill 1 wT Dp- 
.=| BS =| 各 (+15)dr= 各 入 


Tm 开 
故 单位 长 度 的 外 自 感 为 


Ln- 灶 = 的 nn (4.8.12) 
再 求 La。 在 工 频 (SOHz) 时 ,直径 不 超过 1 cm 的 导线 内 电流 的 分 布 还 基本 上 是 均匀 的 ,因而 


J= Tjxa” 。 近 似 按 无 限 长 直 导 线 计 算 , 载 流 导线 内 的 磁感应 为 


wfnp Holo _ AT 
2rp 2 2xa:® 


为 了 计算 导线 内 部 的 磁 链 下。 ,我们 把 导线 截面 划分 成 -个 个 半径 为 .厚度 为 dp 的 圆 环 ,如 图 
4-30 所 示 , 流 过 每 层 圆 环 的 轴 向 电流 为 JdS = J2npdp, 单 位 长 度 导 线 上 和 该 薄 层 电流 套 过 的 内 
磁 通 为 

mp)= [Bds = | 扰 ! prldp = -#7) 
再 由 (4.8.10) (4.8.11) 式 ,可 得 


五 = 一 
,= | (pdS = 4 起 a es ef (a 局 )2rxodp 
a 2 ppdo=! 
La=- 严 = 角 (4.8.13) 


图 4-30 内 自 感 的 计算 


故 两 根 导线 的 内 自 感 为 ,= 侈 x2= 名 ,从 而 单位 长 度 的 自 感 为 


sa (4.8.14) 


由 于 D 半 a, 因而 一 般 会 有 n> 证 ， 所 以 单位 长 度 双 线 输电 线 的 自 感 可 以 近似 认为 就 是 外 自 感 
Lune 

由 于 实际 导线 并 非 无 限 细 引 起 的 磁 通 计算 问题 ,不 仅 对 自 感 系数 
存在 ,对 互感 系数 同样 也 存在 ,只 不 过 工程 上 实际 上 是 近似 把 导线 作为 
无 限 细 来 计算 互感 的 。 

例 4.12 两 个 共 轴 的 ,互相 平行 的 一 还 圆 线圈 相 降 为 4 ,半径 分 
别 为 a 和 5, 且 da( 图 4-31), 求 互感。 

解 我 们 先 以 小 线圈 C, 为 源 来 计算 它 对 C, 的 感应 。 根 据 
{4.3.6) 式 , 当 R 小 a 时 ,小 线圈 上 产生 的 矢量 位 为 


4-31 两 个 加 线圈 的 互感 
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沿 着 大 线圈 是 4 的 等 值 线 , 故 有 
2 
面 。 = 中 A'db=A'2nb= a 


4rR 


(sin 9)2rp 


VE 
M= -am 人 (4.8.15) 
我 们 也 可 以 大 线圈 C, 为 源 来 计算 互感 。 根 据 (4.1.18) 式 , 圆 环 电 流 在 其 轴线 上 产生 的 磁 感 
应 为 


由 于 d 兴 a, 故 可 认为 R=v b+di ,sin 0= 


bb’ 
+ 有) 到 
因为 < 全 da ,可 近似 认为 C 包围 的 小 圆 面积 中 B 近似 都 相等 , 故 有 


B 


= = a Li 2 
YB pt a 


re 
ME 


4.9 磁场 能 量 磁场 力 


1, 磁场 能 重 

本 节 将 从 电流 在 磁场 中 受 安培 力 的 基本 现 像 出 发 来 导出 载 流 系统 的 能 量 。 正 像 电 荷 系统 的 
更 电 能 是 在 建立 电荷 系统 (把 点 电荷 从 彼此 相距 无 限 远 移 近 ) 的 过 程 中 外 力作 功 所 赋予 的 , 栽 流 
回路 系统 的 磁场 能 最 也 是 在 建立 这 个 系统 (把 载 流 回路 从 彼此 相距 无 限 远 移 近 ) 的 过 程 中 外 加 电 
源 做 功 所 赋予 的 。 

我 们 先 假设 载 流 回路 的 导线 无 限 细 , 并 假设 回路 线 围 为 刚体 。 

今 有 电流 回路 Ci ,在 外 磁场 B 的 作用 下 产生 位 移 。 不 必 限 于 平 动 , 故 C 上 各 点 的 位 移 安 - 
可 以 是 不 同 的 。C 上 的 电流 元 1.di 受到 的 磁场 力 为 f= Tdlx 书 , 则 使 线 电 流 元 1 di 位 移 df 
时 磁场 力 做 的 功 为 


fd = (dxB)-d =1B:(dt xdl)= 1B:ds 
于 是 外 磁场 使 整个 阿 路 C, 位 移 所 做 的 功 为 
dA = .df = 可 B-dS= dw, 
6 日 


Cr 


其 中 S 为 Cl 位 移 df 时 所 扫 过 的 环形 表面 ,如 图 4-32 所 示 。 更 为 其 NS 
~ 、 > 


他 电流 回路 产生 的 与 C 套 连 的 磁 通 。 我 们 下 面 称 其 为 互感 磁 通 。 。 必 
设 空间 只 有 两 个 回路 C, 和 C;, 则 从 相对 运动 的 观点 ,也 可 以 看 成 是 
C, 未 动 而 C, 发 生 了 相反 的 位 移 -dl ,于 是 磁场 对 C 所 做 的 功 为 
dA:a = J,dP, 
显然 ,磁场 在 C, 和 C; 的 相对 位 移 中 做 的 功 是 个 唯一 的 客观 存在 ,与 、 轩 4-?2 关联 声 力 使 电流 
主观 的 看 法 无 关 , 故 应 当 有 加 路 Ci 位 移 
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dA = dA =dA = 了 = 去 (nd 到 + hdy,) 


同 理 , 若 载 流 系 统 包括 三 个 线圈 , 则 Ci 的 人 和 df 也 可 看 成 是 Ci 未 动 而 C 和 Cs 发 生 了 相反 


的 位 移 一 df ,而 外 磁场 对 C 和 Cs 作 的 功 为 dA + d43 = Iid 吾 ;+ 有 id 到 , 故 应 当 有 
dA1=dAs +dA; -dA -td 4 dV + ld + Tdw) 
依 此 类 推 , 对 ?个 载 流 回路 的 系统 就 有 
4 到 吉 Dam (4.9.1) 


下 面 来 探讨 磁场 做 功 和 磁场 能 的 变化 有 什么 关系 。 假 设 各 回路 的 电流 在 位 移 过 程 中 
保持 不 变 。 由 于 各 线 图 相对 位 移 使 互感 系数 发 生变 化 ,名 线圈 中 的 互感 磁 通 必然 随 之 变化 而 
产生 反 电 动 势 。 为 保持 1 不 变 , 回 路 C, 必须 外 加 电源 克服 回路 中 的 反 电动 势 , 并 平衡 掉 
回路 中 的 电阻 造成 的 电压 降 ， 


在 dt 时 间 内 电源 输入 C, 的 能 量 为 

wbdt= TRd+ bd, 

天 Rdt 是 使 回路 Ci 发 热 损 耗 的 能 量 。 对 于 ”个 线 电流 回路 的 系统 ,各 电源 输入 磁场 的 总 能 
量 为 


dW = SL dy (4.9.2) 
根据 能 量 守 昼 原理 ,应 有 
dW, =dW, +dA 
把 (4.9.1) 和 (4.9.2) 代 入 上 式 ,得 
da 一 d4= 却 办 5d 双 (4.9.3) 
可 见 , 在 保持 各 回路 电流 不 变 的 假设 下 ,线圈 位 移 后 磁场 能 量 的 增 量 恰 与 磁场 对 线圈 位 移 做 的 
功 数值 相等 ,各 占 电源 供给 的 能 量 的 一 半 。 

但 是 ,在 线圈 位 移 过 程 中 ,作为 刚体 的 线圈 并 未 变形 ,因而 本 身 的 自 感 磁 通 并 未 变化 ,所 以 
上 式 的 dW。 实际 上 只 代表 互 有 有 能量 的 变化 。 候 设 我 们 需要 计算 的 是 x 个 回路 系统 的 互 有 能 
量 , 则 须 假设 起 始 状态 时 = 个 回路 彼此 相距 无 限 远 ,互感 磁 通 本 =0(j 二 1,2,…,n), 而 最 终 
状态 为 n 个 回路 分 别 具 有 互感 磁 通 芋 |、 到 ; ……、 到 , 。 全 过 程 中 保持 各 回路 电流 五 不 变 , 这 
样 ,根据 (4,9.3) 式 ,这 个 系统 各 回路 间 最 终 的 互 有 能 量 就 应 为 

wa= [aw, = 二- pA (4.9.4) 


下 而 考虑 实际 的 载 流 回路 。 它 们 的 导线 截面 并 不 为 零 ,因而 总 会 有 一 些 磁力 线 只 套 连 上 
了 导线 的 部 分 电流 ,因而 前 而 谈 及 的 穿越 某 回路 的 互感 磁 通 实际 上 是 不 确定 的 。 此 外 ,我 们 所 
要 计算 的 也 不 只 是 系统 的 互 有 磁 能 ,而 是 总 磁 能 ,因而 (4.9.4) 式 还 不 能 用 于 磁 能 的 实际 计算 。 
以 下 我 们 将 这 样 解决 上 述 困 难 :我 们 把 一 条 实际 导线 看 作 mz 根 载 有 电流 和 AS (4 =1,2,… 
加 ) 航 细 导 线 组 成 的 。 这 样 ,x 个 实际 线圈 的 系统 就 可 看 成 是 mn 个 线 电 流 回族 的 系统 。 于 是 
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(4.9.4) 式 计算 这 个 系统 的 互 有 能 量 

Wa = A (4.9.5) 
按照 (4.9.4) 式 的 含义 ,上 式 中 的 到 应 是 指 电流 AS; 之 外 的 mn -1 个 线 电流 回路 所 产生 
的 与 该 电流 回路 套 连 的 互感 磁 通 ,但 当 m 一 时 每 根 导线 将 变 得 无 限 细 ,J,ASi 本 身 所 产生 
的 自 感 磁 通 与 区 相 比 已 微乎其微 。 因 而 可 认为 用 就 是 及 AS 这 个 电流 加 路 所 套 连 的 全 部 
mn 根 电流 产生 的 磁 通 ( 自 感 和 互感 磁 通 )。 而 且 ,把 实际 导线 这 样 划分 成 许多 细 线 ,使 得 任 一 
实际 导线 中 除了 一 根 AS; 之 外 的 其 余 m -1 根 线 电流 产生 的 与 该 J 人 AS 套 连 的 磁 通 都 被 作 
为 互感 磁 通 而 得 以 计 人 , 而 实际 上 它们 就 是 实际 回路 C; 所 产生 的 自 感 磁 通 。 这 样 , 回 路 G 
的 自 有 能 量 就 以 互 有 能 量 的 形式 被 计 人 了。 于 是 ,n 个 载 流 回路 的 总 磁 能 W 应 是 阅 一 时 
(4.9.5) 式 的 极限 ; 


S, 为 回路 C, 的 导线 模 截 面 , 注 意 式 中 的 ] 是 仅 分 布 在 截面 $ 上 的 ,而 于 则 是 同 线 电 流 Jd5 
套 连 的 所 有 电流 产生 的 磁 通 。 这 一 计算 公式 实际 上 是 不 方便 的 。 如 果 利 用 (4.8.9) 式 定义 的 
一 个 实际 回路 套 连 的 平均 磁 通 ,(4.9.6) 式 就 可 写成 如 下 形式 : 


WwW = 二 51 再 (4.9.7) 
如 果 把 实际 的 粮 电 流 理解 为 套 连 着 平均 碟 通 更 的 无 限 细 的 电流 ,就 可 把 (4.8.3) 式 代入 上 
式 ,得 到 用 电感 系数 表示 的 系统 的 总 磁 能 
Ws = 让 DD MLD, (4.9.8) 
3=1 k=1 
对 于 只 有 两 个 回路 的 系统 ,用 上 式 计算 磁场 能 量 是 最 为 方便 的 。 此 时 = 2, 故 有 Mn = 
I ,Mx = 工 i, Mu 一 Ma = M, 从 而 得 到 


1 
W, = 起 JsJYdS (4.9.6) 


Wo= 坝 B+ B+ ML (4.9.9) 
当 n=1, 显 然 有 
Wo 二 DLP (4.9.10) 


与 电容 的 电能 公式 二 CU? 和 物体 动能 公式 到 mu 相对 照 ,有 时 人 们 也 把 工 称 为 电磁 容量 或 


电磁 惯量 (如 同 m 是 物体 惯性 大 小 的 度量 )。 于 是 ,一 个 回路 的 自 感 系数 也 可 以 利用 它 通 有 恒 

定 电流 时 的 磁场 能 量 来 计算 

2W, 
FE 

从 (4.9.6) 和 (4.8.9) 一 (4.8.11) 式 可 看 出 ,这样 计算 的 自 感 能 够 把 内 自 感 也 无 遗漏 地 计 人 , 因 

为 W。 中 也 包括 位 于 导线 内 部 的 磁场 能 Wn ,而 Wn 与 导线 内 部 的 磁场 一 一 磁 通 相 联 系 。 


我 们 也 可 以 利用 矢量 位 来 计算 W。。 把 到 = 中 4 .di( 其 中 4 为 所 有 个 电流 产生 的 


工 = (4.9.11) 


合成 矢量 位 在 C, 上 的 取 值 ) 代 人 (4.9.7) 式 ,就 得 到 
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Wo JED 4 (4.9.12) 
若 考 起 导线 的 戴 面 不 为 零 ,利用 dl _ 1d 就 可 以 把 上 式 推广 到 分 市 电流 的 情形 ; 

wa= 寺 | 六 aadr (4.9.13) 
这 一 用 电流 及 矢量 磁 位 表示 的 厂 能 公式 和 用 电荷 及 标量 电位 表 下 的 电场 能 公式 W。 = 
十 和 pdr 是 相对 应 的 。(4.9.13) 式 的 积分 体积 不妨 扩大 到 全 空间 ,因为 没有 电流 的 空间 


对 积分 的 贡献 为 零 。 也 正 因为 如 此 ,容易 给 人 造成 -- 种 错觉 , 即 没 有 电流 的 空间 就 没有 磁 能 ， 
磁 能 只 存在 于 有 电流 的 地 方 。 事 实 并 非 如 此 。 

下 面 我 们 从 (4.9.13) 式 导 则 用场 量 表示 的 磁 能 计算 公式 。 把 了 = VX 阳 及 矢量 恒等式 
《A2.5) 代 入 (4.9.13) 式 右边 并 利用 散 度 定理 ,可 导出 ; 


二 Adr = 去 | ax EDdrz= 半 | LHCV XA) -VAX Hldr 


= 二 ffBdr -3 (AxH)dS 
当 扩张 为 全 空间 时 ,上 式 后 一 积分 的 于 零 。 这 是 因为 的 边界 面 (不 妨 设想 为 球形 ,半径 为 
RR) 的 面积 SSR* ,而 Acc 直 ,HecTs 之 故 。 于 是 得 到 


= 村 | HBdr (4.9.14) 


体积 = 去 示人 多 空间。 上 式 表明 ,凡是 场 不 为 零 的 空间 就 对 磁 能 有 贡献 , 磁 能 是 场 的 能 量 ,而 被 
积 涌 数 可 视 为 磁场 能 量 密度 (下 式 中 后 两 个 等 号 仅 适 用 于 各 向 同性 介质 ): 
oo 二 8 二 -区 (4.9.15) 
从 电力 储 能 (可 用 于 每 日 供电 调 峰 ) 的 角度 , 表 4.1 显示 ,在 各 种 实际 可 行 的 方式 中 ,磁场 
所 能 达到 的 能 量 集中 程度 最 高 (当然 这 也 是 借助 超导体 的 超 强 持久 电流 才能 实现 的 )。 


表 4.1 各 种 储 能 方式 的 能 量 密度 


W. 


情 能 方式 能 量 密度 (kwW-hymm ) 
磋 场 ， 1oT 一 11 - 
电场 ， 105 kV/m - i 0.01 
- 水 库 ， 高 100m 0.27 | 
”才气 ，0am .| 5 
热 水 ， 100t T 18 


例如 储存 10: kWh 电 能 所 需 的 磁场 (10 工 ) 的 体积 仅 约 为 1 000 m*。 一 个 直径 为 100 m、 截 面积 

为 5 m 见 方 的 超 导 线 螺 绕 环 就 大 致 够 了 。 但 对 本 书 着 重 讨论 的 电磁 波 而 言 , 以 均匀 平面 波 为 

例 ,空间 电场 和 磁场 的 能 量 密 度 是 相等 的 。 

2. 磁场 力 

两 个 载 流 回路 间 的 作用 力 原 则 上 可 用 安培 力 定律 计算 ,但 实际 上 很 不 方 使 ,因而 常常 希望 

用 磁场 能 量 对 空间 的 变化 率 来 计算 力 , 也 就 是 采用 由 位 移 法 。 在 并 述 该 方法 时 ,我 们 将 回路 看 
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成 刚体 , 因而 受 外 力 时 可 当 作 质 点 对 待 。 

假设 在 N 个 截流 回路 的 系统 中 有 一 个 回路 C 在 位 场 力 了 的 作用 下 产生 了 微小 位 移 dr， 
如 图 4-33 所 示 ,而 其 余 回 路 位 置 固定 不 变 ， 则 每 个 网 北 中 套 连 的 做 通 和 通过 和 四 路 的 电流 者 
会 有 一 个 相应 的 微小 变化 d 亚 ， "di tk 1,2,…,N). 于 是 , 依 (4.9.7) 式 ,磁场 能 量 的 变化 为 


awW, = 上 >aG WW ) = > (hd, + Widic) (4.9.16) 
各 回路 的 电源 在 dz 时 间 内 为 二 
动 势 所 做 的 功 , 即 电源 输入 这 NN 个 载 流 回 路 系统 的 能 量 人 小 
为 Ca 


do 一 > 全 dd 
根据 能 量 守 恒 原 理 ,电源 做 的 功 应 等 于 夏 场 能 的 增 量 和 使 C™ 
回路 C 位 移 做 的 机 械 功 (假设 回路 中 没有 电阻 ,因而 没有 
焦耳 损耗): 


AN 图 4-33 用 庶 位 移 法 计算 
Dy ad =dWa + /dr (4.9.17) 磁场 力 的 示意 图 
1 

下 面 分 两 种 情况 讨论 。 

(假定 各 回路 包围 的 磁道 业 ; 保持 不 变 , 即 dg = 0( 这 可 以 在 C 位 移 的 过 程 中 调节 各 
回路 的 电源 电压 来 做 到 )。 此 时 各 回路 中 不 感 生 反 电动 势 , 因 员 各 电源 不 必 克 服 反 电动 势 做 
功 ,(4.9.17) 式 左 端 为 零 。 这 样 ,机 械 功 的 来 源 只 能 是 磁场 能 的 减少 ,因而 得 到 

4 {4.9.18) 


太 = ds 
， dx | -as 
(2) 候 设 各 回路 电流 ix 保持 不 变 , 即 dis = 0( 这 也 可 以 在 C, 位 移 的 过 程 中 调节 各 回路 电 
源 电压 来 做 到 )。 这 种 情形 本 节 前 部 已 论述 过 ,更 (4.9.2) 一 (4.9.3) 式 。 或 者 ,也 可 把 dz = 
代入 (4.9.16) 式 而 得 到 同样 的 结果 
dW = 到 pp dW 


它 表明 破 能 的 增 量 恰 占 电源 输入 该 系统 的 能 量 的 一 半 。 由 于 能 量 人 守恒, 另 一 半 必 症 被 破 场 用 
来 对 回路 作 机 械 功 dA 了 , 即 dW。- dA = ar, 故 有 
= (4.9.19) 


dx | -em 
分 别 假设 也 或 i 不 变 所 导出 的 磁场 力 计算 式 都 是 在 假设 某 一 回路 发 生 同 样 的 位 移 的 情 
况 下 得 出 的 ,这 丙种 方法 计算 出 的 结果 应 当 是 相同 的 。 
由 于 刚体 线圈 可 视 为 质点 ,其 位 移 可 更 一 般 地 表示 为 dr ,磁场 力 做 的 功 可 表 为 | dW | = 
Fdr, 于 是 ,与 静电 场 中 间 理 ,(4.9.18) 和 (4.9.19) 式 可 更 一 般 地 表 为 : 
F= ~ VW, |y_ or (4.9.20) 
F = Wh |, -on (4.9.21) 
在 N -2 的 简单 情形 ,由 (4.9.9) 式 可 看 出 磁 能 的 变化 仅 是 由 M 的 变化 引起 的 , 故 (4.9.21) 式 
可 写成 


P=V Wl -Dl VM (4.9.22) 
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当 N=1, 由 (4.9.10) 式 ,! 为 常数 时 刺 . 的 变化 仅仅 由 上 的 变化 所 引起 ,于 是 (4.9.21) 式 变 为 


A (4.9.23) 

采用 了 地 表达 式 (4.9.20)、(4.9.21) 后 ,应 位 和 说 不 仅 限 T 表 示 受 力 对 人 的 到 所 受 

磁力 的 形式 也 更 多 样 。 例 如 ,车 Wa。= Wo(9), 则 = + VW。(p) = 十 ay 二 ”家 示 概 力 
对 象 转动 dp 角 时 会 受到 力矩 Fp。 


“ 例 4.13 ”理想 导体 平板 上 方 有 一 与 板 平 
行 的 无 限 长 直 导 线 如 图 4-34 所 示 。 导 线 半径 为 
a, 导线 的 轴线 与 板 面相 距 为 D/2 ,导线 所 载 电流 
自 平 板 返 回 。 求 作用 在 导线 单位 长 度 上 的 力 。 

解 ” 本题 须 借 助 第 5 章 的 镜像 法 。 假 想 板 
下 方 与 上 方 导线 对 称 的 位 置 上 有 一 同样 的 导线 ， 
但 电流 与 工 反 向 ,由 于 这 样 一 对 导线 的 系统 不 改 
变 原来 的 边界 条 件 (导体 板 面 上 日, = 0) ,这 个 系 
统 的 上 半边 磁场 就 是 原 题 的 磁场 ;上 方 导线 所 受 的 由 板 面 电流 产生 的 作用 力 等 于 镜像 电流 对 
它 的 作用 力 。 假 设 DD 汐 尺 , 即 导 线 离 板 足够 远 ( 意 味 着 可 以 忽略 导线 与 导体 板 之 间 \ 也 即 与 镜 
像 导线 之 闻 的 相互 感应 ), 则 可 利用 例 4.11 的 结果 (4.8.12)。 根 据 (4.9.23) 式 ; 


图 4-34 例 4.13 图 


正信 表示 导线 所 溉 的 力 朝 z 正方 向 , 故 为 斥 力 。 上 式 与 Idi 及 = 历 a 鲍 结 果 一 到 
如 果 导 线 距 板 夯 很 近 , 则 值 必 须 采用 根据 镜像 法 得 到 的 更 精确 的 结果 。 根 据 (5.4.7》 


式 并 利用 In(z -Vx -1)= 一 ln(zx+V x 一 1), 可 得 到 双 平 行 无 限 长 直 导 线 间 单位 长 度 的 电 
容 ; 
C= 27E0 一 TE0 万 ~ 
到 
2 全 a arccosh 计 Ing 
n -一 
D_ /DY _, 
2 (3) 和 
而 双 平 行 无 限 长 直 导线 间 的 电感 可 套用 上 式 直接 写 出 
D (2) -ee 
= 多 和 = 如 arooosh 卫 = 了 
2 VE 
由 此 得 到 
Pp dd py Dy 
了 vio= 了 (ae 过) 。 = =a.) ( 动 ) 1 


物理 量 这 样 代 换 是 由 于 双 平 行 线 的 静电 场 和 六 磁 场 间 具有 对 偶 性 [参见 (2.3.15) 和 (4.3.5) 式 ]: 
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1 _U_ BD SP ne 
Co pr pr 2reo Pp 


= 时 = A A i ET 
2r 


因而 必 克 应 的 移 理 量 “一 代 执 妈 可 。 如 果 令 任 一 导线 如 导线 2 为 零 位 点 ,将 B,、A, 按 上 述 
古 、 有 4 的 公式 计算 ,还 可 得 到 ， 


LCo= 全 备 =voes= 支 (e 为 光速 ) 


这 是 一 个 真空 中 的 完 纯 导 体 双 平 行 线 单位 长 度 的 电感 电容 之 间 的 一 般 关 系 式 , 它 与 导线 的 截 
面 形状 无 关 。 

例 4.14 图 4-35 所 示 的 磁 能 转换 器 由 磁 路 组 成 , 磁 路 下 部 的 零件 ( 衔 铁 ) 可 以 在 xy 两 个 
方向 移动 , 求 作用 在 这 个 零件 上 的 磁场 力 。 

解 一 段 长 1、 截面 S. 磁 导 率 jy 的 磁 路 的 磁 阻 


沿 z 方向 的 
潭 度 为 5 


= -工交 一 “区 
其 中 已 加 正如 电流 总 是 走 电 轿 最小 的 路 ~ 
征 , 磁 通 也 是 走 磁 阻 最 小 的 路 线 。 由 于 磁铁 的 py 一 = 
避 , 气 险 中 的 线 应 季 直 于 磁铁 表面 ,因而 衔 铁 处 于 
如 图 所 示 的 位 置 时 ,磁力 线 的 分 布 应 如 图 所 示 ; 且 在 网 435 例 4.14 图 


磁铁 中 ,= 是 一 0,W; = 讨 14E 一 0, 磁 场 能 主要 分 布 在 气 除 中 。 设 左 ( 右 ) 例 的 气 辽 体 积 . 气 


隙 中 的 磁 通 和 磁场 强度 分 别 为 V,、®) .Hi( V。、$, .日 ,) ,根据 磁 通 连续 性 原理 ,应 有 
®i=BiS1 = poHi(a— x)b= pH = B,S,= ®, 


故 | 

由 安培 定律 (Hi+H)y=nl 

联 立 解 出 Hi -7 oH 
-az) 


uy 


两 边 气 隙 中 的 磁 能 总 共 为 
W(x sy) = 直 po( ER Vit+HiV,) 


pals 7) (a-z)w+ 6] 


pon Pbr(a- zx) 
2ay 
由 (4.9.21) 式 , 衔 铁 受 力 为 
F =VW | om 7 a en 


QW 
Tay 


+a. 
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0 2 a a, -e700, ]=aF, +aF, 


从 上 式 可 看 出 ,下 总 是 负 值 , 即 总 是 向 上 的 吸力 ;7 < af2 时 FF, 为 正 , 即 向 右 ; 而 六 > </2 时 
下 为 负 , 即 向 左 ; 改 街 铁 的 横向 受 力 总 是 力 图 使 它 维持 企 模 向 的 正中 央 位 置 。 不 难 证 明 , 对 于 
一 定 的 y 值 ,这 是 系统 磁 能 最 小 的 位 置 .磁力 对 衔 铁 作用 的 过 程 中 伴随 着 磁 能 的 减少 。 磁 场 
能 量 也 像 静 电能 基 一 样 , 总 是 自动 趋向 于 减 小 ,以 求 系统 的 稳定 。 

在 计算 衔 铁 的 受 力 时 ,我 们 用 的 是 就 截流 回路 导出 的 受 力 公式 。 这 正如 在 静电 场 中 我 们 
计算 介质 的 受 力 时 根据 的 是 对 导体 推出 的 受 力 公式 。 这 是 因为 介质 位 置 的 变化 也 问 样 导 丝 场 
能 景 的 变化 。 


“4.10 空间 的 运动 电荷 与 电磁 场 的 相互 作用 


本 章 前 面 主要 介绍 了 传导 电流 的 磁场 以 及 恒定 磁场 对 传导 电流 问 路 或 铁 磁 介质 的 作用 
力 ;本 节 将 扼要 介绍 空间 运动 的 电荷 的 电磁 场 以 及 恒定 磁场 ,静电 场 对 空间 运动 电荷 的 作用 。 


一 、 带 电 粒子 在 恒定 磁场 和 静电 场 中 的 运动 


4.1 节 中 曾 指出 ,电流 受 力 的 本 质 是 运动 的 电荷 在 磁场 中 受 力 , 它 称 为 洛 仑 效力 . 用 洛 仑 
效力 分 析 带 电 鞍 子 在 恒定 磁场 以 及 静电 场 中 的 运动 轨迹 在 各 个 领域 有 着 广泛 的 应 用 ,例如 回 
旋 如 速 器 .动量 分 析 器 .速度 选择 器 \ 质 谱 仪 . 阴 极 射线 管 ,等 等 。 

在 这 一 讨论 中 不 考虑 带电 粒子 本 身 对 场 的 影响 。 

设 带电 粒子 的 电量 和 质量 分 别 为 g、m ,根据 FL= qv Xx B, Fi 总 是 与 v 垂直 的 , 故 磁力 个 
对 粒子 作 功 ,也 不 会 改变 。 的 大 小 ,只 会 改变 带电 粒子 的 运动 方向 。 考 虑 以 下 两 种 情况 : 

当 吕 NB, 记 为 上 ，, 则 下 =0, 无 论 磁场 均匀 或 非 均匀 ,粒子 均 以 ur 作 匀速 直线 运动 ; 

当 LB, 记 为  , 则 下 上 ui ,使 粒子 以 速度 "， 作 匀速 圆周 运动 , Fi 为 向 心力 ; 

2 


> vr 
=,g0XB|=q01B=p 襄 


由 此 可 算出 圆周 运动 的 半径 


mL ve 
= -了 4.10.1 
R= 和 = 训 (4.10.1) 
严 
和 周期 
工 - ZR Znm = -2 {4.10.2) 


可 见 粒子 的 圆周 运动 半径 R 随 着 粒子 速度 v 的 增 大 而 同时 加 大 ,而 周期 (以 至 角速度 “) 
与 粒子 的 速度 无 关 , 只 取决 于 粒子 的 荷 质 比 gfm 和 磁场 B。 加 旋 加 速 器 就 是 利用 这 个 原 
理 。 
1. 回旋 加 速 器 
参看 图 4-36。 遍 平 使 a6 处 在 纵向 的 匀 强 磁场 B 的 横断 面 上 ,在 使 a.6 之 间 加 以 了 1 了 
的 交 变 电压 wx 。 电 子 每 半 周 飞 过 “ 心 盒 之 间 的 缝隙 时 适 逢 电压 反 向 而 得 到 加 速 ,每 转 -- 周 被 
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加 速 两 次 ;进入 盒 内 后 则 因为 无 电场 而 保持 原 速 。 转 动 半径 尺 与 。 成 正比 地 不断 增 大 ,达到 
-~ 害 数 值 时 ,粒子 就 县 有 足够 的 动能 去 豪 击 靶 子 ,引起 核反应 。 用 这 种 方法 ,所 加 电压 “无需 
太 高 ,只 要 念 半径 足够 大 ,磁场 足够 强 , 获得 的 粒子 动能 就 相当 大 。 

当 粒 子 速 度 加 大 到 与 光速 相 比 不 可 忽略 时 ,按照 爱 因 斯 二 
的 质 重 -速度 公式 : 


如 二 me Vi- ve 

随 着 粒子 质量 的 增 大 , 荷 质 比 gjm 将 减 小 。 按 照 (4.10.2) 式 ， 
个 将 增 大 ,因而 交 变 电压 x 的 频率 应 随 之 逐渐 降低 ,使 与 粒子 ° 
的 个 的 增 大 同步 。 同 时 ,考虑 到 巨型 加 速 器 磁铁 太 重 , 恨 据 。 图，36 回旋 加 如 关 示 意图 
(4.10.1) 式 ,9 采用 不 断 增 蝇 B 而 维持 R 不 变 的 办 法 。 这 样 ， 
就 可 以 把 磁铁 做 成 包围 a、b 盒 的 环 状 来 减 小 重量 ,而 产生 的 也 是 纵向 匀 强 磁场 (如 4.3 节 所 
述 )。 采 用 这 种 原理 的 设计 叫 作 同步 稳 相 加 速 器 。 前 苏联 在 20 世纪 50 年代 就 已 建成 能 把 质 
子 加 速 到 能 量 高 达 一 百 亿 电子 伏特 (10"eV) 的 同步 稳 相 加 速 器 。 其 环形 磁铁 平均 直径 达 56 m 
( 约 合 周 长 175 m) ,磁铁 总 重 36 000 t。 

传统 的 电磁 铁 是 技术 上 效率 最 低 的 设备 之 一 。 不 但 笨重 ,能 量 也 大 部 分 变 成 了 热 损耗 ,又 
需 用 大 量 的 水 或 油 来 冷却 。 由 3.1 节 的 介绍 ,超导体 可 产生 超 强 .持久 电流 ,因而 可 形成 超 强 
力 "永久 "磁铁 。 用 超导体 做 线圈 的 几 公斤 重 的 超 导 电 磁铁 就 能 产生 B= 5T 的 磁场 ,而 用 传统 
的 中 型 电磁 铁 则 要 重 达 20 t。 由 于 摆脱 了 生 重 和 热 损耗 ,美国 的 费 米 实验 室 用 超 导 电 磁铁 制 
做 的 环形 加 速 器 周 长 达 到 了 6.2 km, 能 把 粒子 加 速 到 一 万 亿 电 子 伏 特 (10"eV) 的 高 能 量 。 
回旋 加 速 器 是 带电 粒子 的 速度 只 具有 ui 分 量 的 例子 。 
2. 磁 聚 焦 
当 粒 子 的 运动 方向 任意 时 ,可 分 解 为 wu 和 vw, 两 个 分 晤 ,而 粒子 的 运动 轨迹 则 应 为 匀速 直 
线 运动 和 圆周 运动 之 合成 一 一 螺旋 线 。 
4-37(a) 表 示 阴 极 射线 管 中 的 电子 束 的 磁 公 焦 原理 。 一 个 螺 线 管状 的 微 聚 焦 线圈 产生 
的 是 均匀 轴 向 磁场 B.。 从 电子 枪 射 出 的 电子 是 四 散 的 。 图 中 a、5、c 是 三 个 典型 的 飞行 方 
向 。 显 然 , 只 有 其 初速 度 中 其 有 横向 ( 邯 垂 直 于 B. 的 ) 速 度 分 量 w 的 那些 电子 才 会 受到 洛 仑 
药力 下 ,= ev,B, 的 作用 。 而 vy( 即 wv) 则 不 受 磁 场 的 影响 。 


图 4-37 磁 聚 焦 
(g 磁 聚焦 线 匡 图 (hb) 图 (a) 的 电子 轨迹 端 视 陪 。 


图 4-37(b) 中 的 瞄 个 小 圆周 表示 图 4.37 (a) 中 电子 a 和 < 的 运动 轨迹 的 端 视 投影 ， 


(4.10.1) 和 (4.10.2) 式 分 别 表示 其 圆周 运动 的 半径 和 周期 ,由 它们 还 可 求 出 圆周 运动 的 角 速 
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度 为 


和 2B 
w= 和 质 = 委 = 与 (4.10.3) 
螺旋 运动 的 螺 距 为 

A =v.T = A, (4.10.4) 


如 果 从 电子 枪 发 出 的 电子 的 横向 速度 w 都 比 纵向 速度 v, 小 得 多 , 则 所 有 电子 从 电子 枪 
出 发 到 靶 面 的 湾 越 时 间 t= Ljv. 将 基本 相同 。 因 此 ,我 们 可 以 把 磁场 B. 的 强度 调整 到 使 i 
= n(n 为 整数 ) , 则 所 有 电子 到 达 葛 面 时 都 将 转 过 整数 个 圆周 面 聚 焦 到 一 点 。 


二 、 空 间 电荷 产生 的 电磁 场 
一 一 麦克 斯 韦 、 洛 仑 兹 .牛顿 定律 所 支配 的 空间 电磁 场 随时 间 的 演变 


上 面 的 讨论 中 没有 考虑 空间 运动 电荷 本 身 所 产生 的 电磁 场 ,下 面 专门 探讨 一 下 这 个 问题 。 
由 于 源 的 分 布 随 着 电荷 的 运动 面 不 断 变动 ,使 得 场 也 不 是 恒定 的 , 因 面 不 仅 需 要 洛 仑 效力 公 
式 ,还 需 用 到 麦克 斯 书 方程 ,并 需要 回顾 牛顿 定律 。 

现在 我 们 用 更 一 般 的 电流 表达 式 了 = pv 代替 1.6 节 列 出 的 麦克 斯 韦 方程 组 中 表示 传导 
电流 的 cE 项 ,可 得 到 


3H__1 
Ei 六 xE) (4.10.5) 
于 -iv xa (4.10.6) 
p=V'eoE (4.10.7) 
0=V°p0H (4.10.8) 

由 非 相 对 论 形式 的 牛顿 定律 以 及 洛 仑 效力 公式 ,有 
m=g(E+tvXpol) (4.10.9) 


假设 在 z = fo 的 初始 时 刻 真空 中 的 场 分 布 (r,t0)、 王 (7,to) 及 所 有 电荷 的 速度 b(r,to) 都 
是 已 知 的 , 则 to 时 刻 电荷 密度 ,电流 密度 的 分 布 也 就 是 已 知 的 ; 
plr,to)=V "eoE(r,to) 
Trsto)=plr, to vr, to) (4.10.10) 
由 已 知 的 EE(7,40) ,下 (r,to) 可 求 出 V XB 和 V x 五 (因为 V x 运 算 只 对 空间 坐标 求 导 ) 以 及 


强 ,把 它们 和 (4.10.10) 式 代 人 (4.10.5)\(4.10.6) 就 得 到 


ra+rao0=Etria+raze| ， (4.10.11) 


Hr ta) = Hr + hE| (4.10.12) 


(rio) 


(4.10.13) 


9 
pv(r,to +At)= (r,t0) + ArD 
tir) 


沿 着 时 间 轴 的 时 间 点 to + nAs (n=1,2,…) ,重复 进行 上 述 步骤 ,就 可 得 到 任意 时 刻 的 空间 电 
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磁场 分 布 。 从 这 一 意义 上 说 ,麦克 斯 韦 方程 、 洛 仑 效力 公式 和 牛顿 定律 是 对 真空 中 电磁 场 和 它 
的 源 的 相互 作用 作出 了 完整 的 描述 (参见 电动 力学 的 专著 ) 。 当 然 ,导电 媒质 (导体 ) 中 带电 粒 
子 对 场 的 响应 方式 比 (4.10.9) 式 更 为 复杂 ,需要 用 传导 电流 的 本 构 关系 = oF 来 取代 ,但 该 
关系 式 仍然 反映 了 洛 仓 兹 力 定律 。 


习 烽 4 


4.1 四 根 无 限 长 直 导 线 1 .2.3、4 垂直 于 xOy 平面 ,分 别 位 于 点 (0,0)、(a,0)、(a ,4a)、 
(0,a)。 导 线 1.3 通 以 电流 14, ,导线 2.4 通 以 电流 - Ia. , 求 位 于 (a ,a) 点 的 导线 上 每 单位 长 
度 受 到 的 磁力 。 

4.2 试 证 : 

中 在 勾 强 磁场 B 中 , 载 有 恒定 电流 的 任意 闭合 回路 C 受 的 合力 为 零 ; 

`@ 如 果 C 所 界定 的 平面 $ 与 平行 ,C 将 受到 一 个 方向 与 S 面 平行 的 力矩 。 

4.3 如题 4.3 图 所 示 的 回路 通 有 线 电 流 T ,此刻 正 有 一 点 电荷 经 过 O 点 ,速度 为 au， 
求 它 受 的 磁力 。 

4.4 题 4.4 图 所 示 的 呈 直 角 拐 弯 的 导线 中 通过 电流 为 1, 导线 两 端 向 远 处 无 限 延 长 , 试 
求 图 中 A 点 处 的 磁感应 召 。 


题 4.3 图 题 4.4 图 

4.5 一 个 半径 为 a、 相对 电容 率 为 6, 的 非 磁性 圆柱 体 处 二 均匀 磁场 B 中 ,了 平行 于 该 
柱 的 轴线 。 若 圆柱 以 角速度 w 绕 轴线 旋转 , 求 ， 

@D 由 于 旋转 而 在 圆柱 中 产生 的 极 化 强度 P; 

@ 长 工 的 一 委 圆柱 而 上 出 现 的 面 束缚 电荷 电量 。 

4.6 ”两 个 相同 的 线圈 各 有 N 在 ,半径 为 5, 同 轴 , 相 互 隔 开 既 离 4 ,电流 了 以 相同 的 方向 
流 过 这 两 个 线圈 。 

@D 求 两 个 线圈 中 点 处 的 B(= a,B,); 

@ 证 明 在 两 线圈 中 点 处 dB./dz = 0; 

@ 求 出 5 与 4 之 间 的 关系 ,使 中 点 处 中 B.jdz:=0, 并 证 明 
此 时 在 中 点 处 Bidx? 也 为 零 。 如 题 图 4-6 所 示 。 

4.7 一 个 长 召 线 管 ,半径 为 4, 长 度 工交 a, 奋 数 为 N, 通 
过 电流 , 求 管 的 轴线 上 任 一 点 的 B。 

4.8 半径 R 的 小 球面 上 有 沿 9 方向 流动 的 均匀 面 电流 ， 
其 密度 为 Js, 求 球 心 处 的 BB。 

4.9 如 题 4.9 图 所 示 , 电 流 密度 均匀 的 长 圆柱 导体 中 有 一 题 4.6 图 

”125 ' 


平行 的 吴 柱 形 空 腔 , 计算 各 部 分 的 磁感应 强度 ,证 明 空 腔 内 磁场 是 均匀 的 。 

4.10 ， 阴 射线 管 中 的 均匀 仿 转 磁场 是 由 放置 在 管 颈 上 的 一 对 按 余弦 规律 绕 制 的 蒜 线 圈 所 
产生 的 。 此 时 可 将 管 颈 视 为 无 限 长 ,圆柱 的 表面 上 电流 密度 按 Js = a-Jnoos p 变化 , 试 证 明寺 
线 图 产生 的 磁场 是 均匀 的 。 

4.11 ”如果 场 源 电流 都 分 布 在 有 限 的 体积 * 中 , 试 证 (4.1.7) 式 可 


0 VXJTCr) 
Bn)- 扰 | 一 一 dr 


4.12 下 而 的 矢量 场 中 ,哪些 是 可 能 的 磁场 分 布 ? 如 果 是 , 求 电流 


分 布 。 

DB= or 题 4.9 图 
@B = - kya, + kra, 
@B =aAp 
4.13 ”磁场 B 的 分 布 用 阅 柱 坐标 可 表示 为 如 下 形式 : 

fo (0 之 o<a) 

B= 知 全 av (a<pb) 
el 
和 oa (b<p) 


求 空间 各 点 的 电流 密度 J。 如 何 产生 上 述 磁场 ? 

4.14 电量 Q 在 以 原点 为 球 心 .半径 为 a 的 球体 积 中 均匀 分 布 。 现 在 使 该 球 绕 = 轴 以 
角速度 匀速 旋转 ,假设 电荷 的 分 布 不 受 旋转 的 影响 , 求 = 轴 上 任 一 点 的 4。 

4.15 题 4.15 图 所 示 的 矩形 线圈 中 电流 为 二 ,矩形 边 长 分 别 为 和 2。 

人 @@ 求 远 处 一 点 Pr) 的 4 ,证 明 它 可 写成 (4.4.4) 式 的 形式 ; 

加 由 4 求 了 ,证 明 它 可 以 写成 (4.4.6) 式 的 形式 。 

4.16 ， 求 几 种 图 形 电流 的 磁 偶 极 矩 ,这 些 圆 形 电流 是 以 下 的 电荷 运动 形成 的 : 

人 一 个 点 电 区 9 以 角速度 作 半径 为 e 的 圆周 运动 ; 

加 具有 均匀 面 电荷 密度 p, 的 球 半径 为 a, 绕 其 一 条 直径 以 角 
速度 w 匀速 旋转 。 

(提示 :总 的 磁 矩 是 每 个 细 圆 环 电流 磁 矩 的 矢量 迭 加 。) 

4.17 ” 铁 制 无 限 长 导线 的 半径 为 a, wx. = 1 000, 通 有 恒定 电 

流 1, 求 : 
之 四 空间 各 点 的 了 和。 若 改 为 钢 导 线 ,a、1 不 变 , 问 吾 .B 有 
何 变化 ? 
题 《.15 图 加 空间 各 点 的 磁化 强度 M ,束缚 体 电 流 密度 Ji 

四 导线 表面 上 的 束缚 面 电流 密度 Js 。 

4.18 一 根 极 细 的 直 铁 杆 和 极 萍 的 贺 铁 盘 放 在 均匀 磁场 B。 中 ,使 它们 的 轴 与 Bo。 平行。 
若 已 知 B=1T, 铁 件 的 ws =5 000, 求 上 述 两 个 铁 件 中 的 号 和 互 。 

4.19 在 介质 的 分 界面 y=0 平 面 上 瑟 的 矢 线 如 题 4.19 图 所 示 。 此 时 介质 分 界面 上 必 
有 束缚 面 电流 , 设 为 Jus = a.Jus。 问 Js 是 正 值 还 是 负 值 ? 并 证 明之 。 
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4.20 在 ye= 1 500ya 的 铁 磁 体 中 靠近 与 空 气 的 交界 面 处 ,倘若 Bi =1.5 WhjnY ,其 方向 
与 法 线 夹 角 2 = 35”, 试 求 ; 

名 铁 表 面 和 空气 中 H, 的 大 小 和 方向 (提示 : 当 台 很 小 时 ,可 利 
用 gsetan 0); 

名 面 束 缚 电流 密度 。 

4.21 ”半径 为 a 的 均匀 永久 磁化 介质 球 ,磁化 强度 为 M: 

外 求 球 内 和 球 表面 上 的 磁化 电流 (束缚 电流 ); 

“加 求 磁 蓓 面 密度 ,并 利用 5.18 题 均 匀 极 化 介质 球 的 束缚 电荷 

产生 的 静电 场 分 布 直接 写 出 FF 的 分 布 。[ 提 示 : 根 据 (4.7.7) 和 


(2.5.5) 式 , 储 荷 产生 的 百 的 分 布 应 与 束缚 电荷 产生 的 卫 的 分 布 题 4.19 岁 
相当 。)】 
4.22 个 半径 为 a 的 磁 介 质 球 的 磁化 强度 为 
M= (4z?+ 卫 )a。 


求 磁化 电流 所 .Js 和 磁 荷 ou .pos。 

4.23 ”为 了 对 亨利 (H) 这 一 单位 是 多 么 巨大 有 一 个 概念 , 试 计算 一 个 直径 2 cm .长 度 为 
1 m、600 夏 的 长 直 空 心 螺 线 管 的 自 感 。( 提 示 : 螺 线 管内 五 = n,n 为 每 米 臣 数 .) 

“4.24 两 个 同 轴 的 圆柱 导体 壳 半径 分 别 a 和 8(a<B), 壳 厚度 近 于 零 , 内 、 外 壳 通 以 等 什 

上 反 疝 电流 ja, 和 一 Ja.。 

中 求 空间 各 处 4 的 分 布 ， 

四 若 内 导体 同 外 导体 是 在 无 限 远 处 财 合 的 ,利用 4 求 该 同 轴线 单位 长 度 的 自 感 系数 。 

4.25 有 -个 环形 螺 线 管 , 环 的 平均 半径 为 15 cm, 管 的 圆 形 截 而 半径 为 2 cm, 通过 电流 为 
0.7A, 铁 心 ,=1 400, 环 上 共 绕 1 000 压 线圈 。 

中 计算 螺 线 管 的 电感 ; 

四 在 铁心 上 开 一 个 0.1 cm 的 气 隙 ,再 计算 电感 (假设 开口 后 铁心 yt 不 变 )。 

4.26 两 个 长 的 一 熙 矩形 线圈 相互 平行 并 置 于 局 一 平面 上 ,它们 的 长 度 各 为 和 疡 , 宽 
度 各 为 zw 和 zz ,两 线圈 最 近 的 边 耻 离 是 S。 假 设 六 52 , 略 去 端 部 效应 , 试 证 两 线圈 的 互感 
是 


kot S+ vw 
M D7 In 


+ a ) 
ST 


“4.27 两 组 双 线 输电 线 的 相互 位 置 如 题 4.27 疼 所 示 , 求 1 km 长 的 两 线路 间 的 互感 。 

4.28 假设 记 和 B 在 数值 上 相同 ,有 自 均 采 用 国际 单位 制 , 试 计算 真空 中 恒定 磁场 和 静电 
场 能 量 密度 的 比值 ze, /rw 。 

4.29 不 采用 把 载 流 线 圈 从 无 限 远 移 近 的 思路 , 面 是 假设 每 个 线圈 的 位 置 都 固定 , 试 从 以 
下 两 种 思路 来 证 明 (4.9.8) 式 ; 

外 初始 状态 下 个 线圈 电流 部 是 0, 先 把 i 由 0 逐渐 增 至 最 终 值 1, ,其 余 线 图 电流 保持 
为 0; 然 后 把 is 由 0 逐渐 增 至 了 ,其余 电流 维持 不 变 ; 如 此 ,一 个 个 地 把 i 增 至 最 终 电流 J ( 
=1,2,""",n), 

@@ 初 始 状态 下 n 个 线圈 电流 都 是 0, 然 后 个 电流 按 同 一 比例 g(:)(0 志 a 声 1) 同 时 增加 ， 
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号 1 


使 各 =alz) 由 0 逐渐 增 至 (k=1,2,"…,n)。 
“4.30 由 (4.9.9) 式 表达 的 两 个 载 流 回路 的 系统 中 磁 能 只 可 人 ，， .6 


能 是 正 值 。 试 根据 这 一 事实 证 明 : 
[My lv ZL: 1m 
4.31 以 空气 绝缘 的 同 轴线 内 外 导体 半径 分 别 为 a。 和 5, 通 | ， 
过 电流 1。 假 设 外 导体 极 薄 , 其 中 的 储 能 因而 可 忽略 不 计 , 计 算 单 站 
位 长 度 的 同 轴线 储存 的 磁 能 ,并 由 磁 能 计算 单位 长 度 的 电感 。 ?4 
4.32 题 4.32 图 所 示 的 长 友 螺 线 管 ,单位 长 度 上 均匀 密 绕 -4 


着 二 焉 线圈 ,通过 电流 ,铁心 磁 导 率 为 疡 ,截面 积 为 9 , 求 作用 在 
铁心 截面 上 的 力 。 题 4.27 图 
4.33 求证 题 4.33 图 示 的 两 个 相距 很 远 的 共 轴 载 流 圆 线圈 C, 和 C; 间 的 作用 力 为 


-3 
Pe 


C 和 Cs 相距 为 d ,半径 分 别 为 a 和 5(d 六 ad 六 8) , 臣 数 分 别 为 N, 和 N: ,电流 分 别 为 二 
和 五,P。 ra? 上 和 Po 一 xi 下 分 别 为 C, 和 ,的 磁 矩 。 当 I 和 1 同 ( 反 ) 方 向 时 上 式 取 
负 ( 正 ) 号 ,表示 吸引 (排斥 ) 力 。( 提 示 : 利 用 (4.9.22)、(4.8.15) 式 )。 


o 下 + 


题 4.32 图 题 4.33 图 


4 .34 半生 为 的 加 形 回路 自 感 为 上 , 若 通 以 电流 了 试 证 使 国 环 半 色 扩大 的 力 为 和 半 。 

“4.35 “一 个 长 直 国 柱 面 形 的 导体 薄 壳 ,半径 为 。, 薄 壳 上 通 以 沾 轴 线 方向 的 电流 了 , 试 求 
每 单位 面积 的 贺 柱 面 上 受 的 力 三 和 长 /的 一 段 回 柱 面 上 受 的 力 F。 并 问 力 是 使 加 柱 这 扩张 
《向 着 国 柱 外 ) 的 还 是 压 皱 (向 着 圆柱 内 ) 的 ? 
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第 5 章 边 值 问题 


一 般 说 来 ,电磁 场 的 解 是 由 麦克 斯 韦 方程 组 和 边界 条 件 决 定 的 。 对 于 静态 场 , 则 可 归结 为 
在 给 定 的 边界 条 件 下 求解 标量 位 或 矢量 位 的 泊 松 方程 或 拉 普 拉 斯 方程 。 在 第 2 章 至 第 4 章 中 
我 们 主要 讨论 的 是 无 界 空间 或 场 呈 一 维 分 布 的 简单 情形 ,它们 可 用 特殊 的 方法 ,比如 直接 积分 
法 ,高 斯 面 法 等 。 然 而 ,一 般 情况 下 场 的 分 布 是 二 维 甚至 三 维 的 ,它们 的 求解 有 解析 法 和 近似 
计算 法 。 解 析 法 如 分 离 变量 法 .镜像 法 .复位 函数 法 、 保 角 变 换 法 、 格 林 函 数 法 等 限于 求解 具有 
规则 边界 形状 的 边 值 问题 ;而 近似 计算 法 如 有 限 差分 法 \ 有 眼 元 法 等 则 可 以 得 到 任意 边界 形状 
下 场 的 近似 结果 。 
求解 电磁 场 的 各 种 解析 方法 都 是 建立 在 解 的 唯一 性 原理 之 上 的 ,关于 静电 场 的 唯一 性 原 
理 我 们 在 第 2 章 中 已 经 作 了 详细 的 介绍 。 需 要 指出 的 是 在 大 多 数 情况 下 ,我 们 处 理 的 是 边界 
上 电位 函数 的 值 处 处 给 定 的 问题 ,相应 于 唯一 性 原理 中 讨论 的 第 一 类 边 值 问题 。 


5.1 直角 坐标 系 的 分 离 变 量 法 


由 静电 场 和 静 磁场 的 讨论 可 知 , 电 位 和 矢量 磁 位 函数 满足 泊 松 方程 : 
VB=-£ 
VA= -J 


在 无 源 空间 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 
VB=0 
VA=0 

泊 松 方程 和 拉 普 拉 斯 方程 的 解 有 无 数 个 ,对 于 某 个 具体 的 静态 场 的 问题 ,要 从 通 解 中 确定 
一 个 具体 的 解答 ,必然 要 涉及 在 特定 区 域内 给 定 的 边 值 , 即 需要 利用 边界 条 件 才能 得 到 问题 的 
定 解 。 

分 离 变量 法 是 数学 物理 方程 中 求解 拉 普 拉 斯 方程 的 一 种 有 效 方 法 , 它 要 求 问题 所 给 出 的 
边界 面 与 一 个 正 交 坐标 系 的 坐标 面相 合 。 用 分 离 变量 法 求解 拉 普 拉 斯 方程 是 方便 的 。 分 离 变 
量 法 可 以 分 三 步 进行 :第 一 步 是 根据 静 场 问题 的 边界 形状 ,选择 适当 的 坐标 系 , 并 写 出 在 该 坐 
标 系 下 的 拉 普 拉 斯 方程 的 展开 式 ;第 二 步 是 应 用 分 离 变量 法 求 得 拉 普 拉 斯 方程 的 通 解 ;第 三 步 
则 是 根据 问题 所 给 定 的 边界 条 件 ,确定 通 解 中 的 待定 系数 ,从 而 求 得 位 函数 的 特 解 。 

当 给 定 问题 是 限定 于 长 方 体 的 区 域 时 ,应 该 选择 直角 坐标 系 。 在 直角 坐标 系 下 ,电位 的 拉 
兽 拉 斯 方程 可 展开 为 


0 (5.1.1) 
假设 未 知 位 函数 6 可 分 离 为 三 个 一 维 坐 标 函 效 的 乘积 
B=X(r)Y(y)Z(z) {5.1.2) 
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将 末代 信 拉 普 拉 斯 方程 ,并 用 X(z)Y(y)Z(z) 除 以 方程 两 边 ,得 

KX) YF) + 和 ) 

Ne) + YS + Fez) =0 (5.1.3) 
上 述 方程 中 的 二 项 分 别 是 坐标 x .> 和 > 的 函数 ， 本 y 和 z 的 值 ,方程 恒 为 零 ,说 明 每: - 
项 都 必须 等 于 常数 。 寺 是 我 们 得 到 三 个 常 微分 方程 


X= 一 让 (5.1.4) 
- 一 起 (5.1.5) 
ZXz)_ 
FS 一 丰 (5.1.6) 
式 中 让 、k ,&. 称 为 分 离 常数 ,由 (5.1.3) 式 知 ,它们 满足 
如 十 如 二 有 =O (5-1.7) 


由 (5.1.7) 知 ,二 个 分 离 常 数 上 \&, 与 平方 之 和 为 零 ,因此 它们 不 能 全 是 实数 ,也 不 能 全 是 
虚数 。 其 中 必 有 一 个 为 实数 ,也 必然 有 一 个 为 虚数 。 如 果 其 中 一 个 为 零 , 则 其 余 两 个 必定 一 个 
是 实数 , 另 一 个 是 虚数 。 例 如 .为 实数 时 ,XX(xz) 解 的 形式 为 三 角 函 数 


R(xz)— A sink,r+B cosk,xr {5,1.8) 

如 果 名 为 虚数 , 即 ,=ja, ,其 中 a 是 实数 , 则 X(z) 解 的 形式 为 双 曲 函数 或 指数 函数 , 即 
KX(r)= A sinh oa,x + BI cosh az (5.1.9) 
或 Xr)= Ase™r + Bye (5.1.10) 


如 果 =0, 则 X(x) 解 的 形式 为 
X(rz)=Ar+Bs (5.1.11) 
Y(y) 和 2Z(z) 的 解 的 形式 与 上 述 讨论 的 X(z) 的 情形 一 样 。 对 于 具体 的 问题 , X(z)、 
Y(2) 和 Z(z) 的 表达 式 由 边界 条 件 决定 。 典 型 的 情况 是 &， 和 取 实数 ,而 &. 取 虚 数 , 即 刀 

=,jo.。 于 是 ,根据 (5.1.2) 式 ,得 到 直角 坐标 系 中 满足 拉 普 拉 斯 方程 的 位 函数 多 的 一 个 解 为 

DBD=(A sinkr + Boeos ke)(C sin ky + D eos hy) (CE sinh asz 十 Feosh asz) 
(5.1.12) 
例 5.1 求 图 5-1 中 一 个 长 方形 体内 的 电位 。 设 = = < 面 的 电位 更 = V,V 为 常数 ,其 他 
各 表面 电位 都 为 零 。 
解 为 了 满足 多 |,-o。=0 和 |;-。=0 的 边界 条 件 ,只 有 取 
Xz)= A sin kz 


且 &, 必须 满足 
sink.a=0 


即 
和 (2 《23 图 5-1 长 方形 体内 的 电位 
如 = ( 2】 称 为 本 征 值 , 它 的 意义 是 ,在 上 述 边界 条 件 下 ,只 有 取 这 些 特定 值 的 微分 方 
程 才 有 非 零 解 ,而 相应 的 疝 数 sin( 琶 到 ), 称 为 本 征 浮 数 。 这 样 ,X(+) 的 一 般 解 可 表示 为 
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X(zr)= DD Asin( ee) 
4。 为 待定 系数 。 同 样 可 求 得 Y(y) 的 表达 式 
Y(y)= > Bsin( 双 】 Cn =1,2,3,.) 
为 满足 瑟 | .-。=0 的 边界 条 件 ,Z{z) 必 须 选择 sinh az ,其 中 


ee 
这 样 ,得 到 电位 的 通 解 形式 为 
” 2 了 
B= Dp abosin (2 ain By )sinn (又 ) + 2) z| 


代入 边界 条 件 |.-, = 六 ,得 到 
习习 cmsin( 到 jsn( By) =V 


其 中 ,cm 代 亚 了 党 数 AoBvsinhj/ (2 + (=) .| 


待定 系数 co 可 利用 三 角 函 数 的 正 交 性 来 确定 ,用 sin (22e ) "sin [ 加 ] 乘 上 述 方程 的 两 边 , 并 


对 工 从 0->a 积分 ,对 y 从 0>6 积分。 其 中 方程 的 左边 ,由 于 三 角 函 数 的 正 交 性 ,除开 m=s 


和 n=+ 的 项 外 ,其 余 项 的 积分 为 零 。 故 得 
ff ecsin (js {各 jdzdy = 人 Vesin( BH jsin( jardy 


算出 积分 后 ,得 到 


_ 16V 
(25-1) 2- 18 
因此 ,电位 的 解 是 
,2m rr, (nL)ry | /fa2m -i VY fam-1l Y 
0 LYS sin i 一 3 zy sinh| ( 特 ) +[{ 2 x =] 
mr A ml)(2z -1) sinh | (天 = 1) 1 (天 = 1 本 
例 5.2 如 图 5-2 所 示 , 无 限 长 金属 楷 , 两 平行 侧 壁 相好 为 4, 高 
度 向 上 方 无 限 延 伸 ,两 侧 壁 的 电位 为 零 , 楷 底 电 位 为 B。。 求 槽 内 电 
位 分 布 。 
解 ” 由 边界 条 件 容易 写 出 槽 内 电位 解 的 形式 应 该 为 9 go 
= Dean( er) 
由 边界 条 件 四 |,-,= gp, ,得 ov 
Donsin Sw = @, 图 5-2 例 5.2 图 


对 上 述 方程 两 边 和 以 sn| 2 ) ,并 对 > 从 0-a 积分 ,得 到 
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当 ?= 为 奇数 时 ,得 到 


6, = (1 -cos nn) 
即 
-和 (n=1,3,5 
因此 , 槽 内 电位 的 解 为 


oo) 
5 和 六 1 -各 sin[ 到 Gn = 1.3.5， co) 
天 二 上 
例 5.3 一 接地 无 限 长 矩形 金属 管 如 图 5-3 所 示 , 有 一 线 电荷 密度 为 * 的 直线 位 
(zo,y0) 处 , 且 上 与 z 轴 平 行 。 求 管内 电位 分 布 。 


线 位 于 管内 
解 “在 管内 作 == zu 处 的 模 截 面 , 设 此 横 截面 两 侧 的 电位 函数 
分 别 为 ®, 和 ®,。 根 据 边 界 条 件 ,电位 的 通 解 必须 具有 如 下 的 形式 
= Dansin 


2 nr 
Ysinh 


$Cz0, yo) 
， | 
= sin Es jst ° 四 
当 x= ro 时 ,电位 5 和 @ 应 该 满足 边界 条 件 图 53 鲍 5.3 交 
Bl = TB, 
a 
a -= AB(y— yo0) /eo 
将 以 上 条 件 ,代入 和 外, 的 表达 式 ， 得 
三 <- sin sin nh 邓 = 号 om DYsinh re 0) 
De sin cosh TE 十 Ss B T+ sin Ycosh we — xo) A6(y — yo) /eo 
现在 ,对 以 上 两 方程 同 乘 以 sn[ 双 ] ,并 对 y 从 0 积分 ,得 


= bsinh ?za- zo) 


nnxo 
an cosh 一 


nn(a— ro) 
b + b,cosh 
解 出 


_22 


.XA 
SN yo 
nneo 


b 


iT 
一 一 sin 
nneo nh Aa 
b 
,| NL 
24 sa b 


?Te0 gin 
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因此 ,管内 电位 


, AN(a 一 To) , NTyo 
a Mp ny nn 
Di = sin Esinh {0<r<ro) 
reo £1 nsinh KG 
b 
sinh in ar3 
.2 6 bnny.., nn(a— zr) , 
本 = in sinh 主 (xo<x<a) 


5.2 圆柱 坐标 系 的 分 离 变 量 法 


在 本 节 中 ,我 们 将 仅 限于 介绍 圆柱 坐标 系 中 二 维 场 的 分 离 变量 原理 。 具 体 考 虑 当 位 函数 
沿 z 方向 没有 变化 的 平行 平面 场 的 情形 。 此 时 电位 函数 @ 与 坐标 > 无 关 , 拉 普 拉 斯 方程 简化 
为 


1 af 3 179 
pA 缴 )+ 广 3 =0 (5.2.1) 


令 方 程 有 如 下 的 分 离 变 量 解 

B=f(p)g(y) 
其 中 f(p) 仅 为 坐标 p 的 函数 ,g(9) 仅 为 坐标 p 的 函数 。 将 上 式 代 人 方程 (5.2.1) ,并 对 方程 
两 边 除 以 f(p)g(g) ,得 到 


昌 Ea 
p pa) 1 =0 


flpjap\ dp gCP) 
显然 ,要 使 上 述 方程 有 解 , 其 左边 的 两 项 必须 都 为 常数 ,不 妨 令 
1 Pa(g) 一 (5.2.2) 
gt) 9 
及 
31 ao)1- 
7 而 区 | 全 ] -> (5.2.3) 


出 方 程 (53.2.2) , 解 册 
gl(8)=A sinvpt+B cosvgp 
如 果 gp 的 变化 范围 为 从 0 一 2r, 则 必 有 
9[o(p+2mr]= 9p(Cop) 
上 式 成 立 的 条 件 是 :5 必须 为 整数 mm。 特 别 是 当 m =0 时 ,方程 (5.2.2) 和 (5,2.3) 的 解 分 别 为 
g(F)=Aop+ Bo 
flp)= Clnp+ Do 


当 m 隆 0 时 ,方程 (5.2.2) 的 解 为 
g(9)=A, sin myp+ B,, eos Hig (5.2.4) 
当 v 等 于 整数 m 时 ,方程 (5.2.3) 成 为 


rise Be )} = 


上 式 展 开 即 为 欧 拉 方 程 : 
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”oY Yr phe mfp)=0 (5.2.5) 


解 为 


flp)= C0" + Dap " (5.2.6) 
故 拉 普 拉 斯 方程 (5.2.1) 的 通 解 为 


$= Dep + Bro”)(C, sin meg + D, cos mp) (5.2.7) 


上 式 中 各 特征 什 及 积分 常数 由 边界 条 件 确定 。 
例 s.4 半径 为 6 的 中 空 长 圆柱 形 导体 ,等 分 成 四 块 ,轴线 为 = 轴 , 电 位 分 布 如 图 5-4 所 
示 , 求 贺 简 内 的 电位 分 布 。 


解 由 图 5-4 可 以 看 出 ,电位 函数 g(o,9 ) 应 该 是 圆柱 坐标 ? 的 
奇 函 数 ,月 包 括 p=0 点 ,根据 (5.2.7) 式 , 圆 简 内 电位 解 的 形式 应 为 
更 = DAp'sin(ng) 
a=1 

边界 上 电位 满足 

V 0O<gyg<r/2 
-VV ni<p<n 

V T 扩 9 区 3r/2 
-7 noe2r 
对 以 上 方程 两 边 癌 乘 以 sin( zep) ,并 对 p 从 0*2r 积分 ,得 到 
8V 


An= ne (m=2,6,",(4k +2),…] 


@ = DAv'sin(ng) = 
n= 


图 5-4 例 5.4 图 


因此 , 圆 简 内 电位 


B= 5 (人 ”sse 
6 2n+1 


例 5.5 “在 均匀 外 加 电场 可 中 , 重 直 于 电场 方向 故 置 一个 半径 为 & 的 无 限 长 直 加 柱 体 电 介 
质 。 柱 内 外 介质 的 介 电 常数 分 别 为 s 和 es ,如 图 5-5 所 条 。 求 此 介质 加 柱 内 外 的 电位 函数 。 

解 “选取 圆柱 坐标 系 , 旧 吏 柱 体 的 轴线 与 = 轴 重 合 ,并 ， 
使 坐标 轴 的 正方 向 与 外 加 电 声 的 方向 一 致 ,如 图 5-5 所 
示 。 在 圆柱 坐标 系 中 ,+ = p cos ,外 加 电场 可 用 一 个 电位 er 
函数 gw = - Boz 来 表示 , 故 

B= Eopoosy EB 全 

由 于 电位 满足 拉 普 拉 斯 方程, 且 与 坐标 无 关 , 因此 电位 具 NY 
有 (5.2.7) 式 的 通 解 形式 。 又 由 于 电位 分 布 对 称 于 x 轴 , 因 
而 电位 @ 是 全 标 g 的 偶 函 数 , 故 介质 加 柱 内 外 的 电位 本 和 
中 可 表示 成 


B= 六 (Apn + Bop ™) cos mg 
be 


B= D(Cap” + Dap ”) cos mg 
ml 
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由 于 圆柱 内 包含 p= 0 的 坐标 ,因而 只 有 系数 Bo = 0, 才 能 使 @ 的 值 有 限 ,所 以 


= Da cos mp 
对 于 有 来 说 , 当 p 足够 大 时 ,更 : 趋 Eo 


PD (Cp” + Dip ™) cos mp Eop cosg (p> ™) 
ei 
由 此 式 可 见 , 当 m 关 1 时 ,Co 应 该 等 于 零 ; 当 m=1 时 ,C= 一 Eo, 则 有 


DB, =— Eopcos p+ 和 Door cos m@ 
在 圆柱 分 界面 上 ,电位 B, 和 @。 函数 满足 的 边界 条 件 是 
Di lp-a = Pas- 
dP! 加 
“Bp le ® Bp leo 


将 前 面 得 到 的 圆柱 内 外 电位 函数 的 表达 式 分 别 代 入 上 述 分 界面 上 的 边界 条 件 ,可 得 


Ae" cos mp =— Eoa cos 多 十 2 Dua ™ cos mg 


Da ma™! cos mg = ez[ ~ Eo cosgp— Spme MM "DD cos mg |] 


以 上 两 方 程 对 任意 从 标 9 都 应 该 成 立 ， 因而 方向 连同 闫 顶 的 系 就 必 估 相等 当 m=1 时 ,有 
Aia= -EvatDa’! 


-2 
elAi= —eEo 一 ez 站 DC 


以 及 当 mm 关 1 时 ， 
Aa” =Daa ™ 


-1 -m+ 


Ee1Asma” 二 一 ED 


让 以 上 四 个 方程 联 立 解 得 


2e2 
El 十 E2 


Ai= 一 Eo 


Di= FaE, 
A =0 (m1) 
Da =0 (m1) 
将 以 上 所 得 常数 代入 圆柱 体内 、 外 电位 函数 的 表达 式 , 可 得 电位 


2g; 
EI1 十 E2 


B=— Epcosp (pa) 


E20 ?Eo 
i 2 


B= — Eop cos pt cos g (p>a) 


5.3 球 坐 标 系 的 分 离 变 量 法 


先 介绍 球 坐标 系 下 拉 普 拉 斯 方程 的 变量 分 离 和 通 解 。 本 节 我 们 仅 讨论 二 维 场 的 情形 , 仅 
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限于 考虑 球 坐标 系 下 的 电位 函数 @ 与 坐标 9 无 关 的 情形 。 与 坐标 9 无 关 的 拉 普 拉 斯 方程 是 


1 3 26 1 9f. 095 
二)=0 (5.3.1) 
设 待 求 位 函数 可 以 分 离 变量 为 
B=f(r)g(0) 


将 上 式 代入 方程 (5.3.1) ,并 经 整理 后 得 


Fob Eb stood sno 2]=0 


为 使 仅 含 变量 + 的 项 与 仅 含 变量 6 的 项 相 加 为 零 ,必须 使 以 上 方程 左边 的 两 项 大 小 相等 ,符号 
相反 的 任意 常数 。 根 据 数理 方程 的 知识 ,为 使 方程 在 区 间 0<9<<x 上 有 界 解 ,必须 使 该 常数 
为 m(m+1),m=0,1,2,… 于 是 得 到 关于 f(r) 和 g(9) 的 常 微分 方程 ; 


[sn 0 ]+ mm+l) -0 (5.3.2) 
也 | AN -mm +=0 (5.3.3) 
作 变 换 过 =cos 9, 则 有 
dL dd sngd 
条 drdd dx 
方程 (5.3.2) 可 以 变换 成 
E05) mm+ la(z) -0 (5.3.4) 
这 是 勒 让 德 方程 。 对 于 x 的 变化 范围 为 从 ~1 到 1 的 情况 , 勒 让 德 方 程 有 一 个 有 界 解 : 
Pu(z)= za -1)” (5.3.5) 
P, (x) 称 为 勒 让 德 多 项 式 。 
方程 (5.3.3) 是 欧 拉 方 程 ,其 解 为 
fr)= A + Br (5.3.6) 


此 ,方程 (5.3.1) 的 通 解 为 
B= Da. mm + Bar ™*Y ]P, (cos 0) (5.3.7) 


(5.3.7) 式 的 系数 由 问 问题 的 边界 条 件 确定 。 
勒 让 得 多 项 式 P。(z ) 的 前 几 项 是 


Po(z)=1 
Pi(r)=xz=c0s0 


P(x)= 汪 (3x7 1)= 地 (3eo8? 91) 
P(x)= 坟 (5z? -3z)= 寺 (Seos 93 eos 0) 
P(x) = (35r* 30x? +3)=(35008 0 ~ 30eog 0 +3) 
Pi(z)= 直 (69z -70z*+157)= 训 (63c0s'0 -70cos 0+15 cos 0) 
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勒 让 德 多 项 式 的 正 交 性 
| Pala)P, Cd = [Paleos 0)P, (con 0) sin 0d0 = 0 (mn) 


例 5.6 如 图 5-6 所 示 , 导 体 球 半径 为 a, 外 包 一 层 厚 度 为 a,e =2e。 的 球面 介质 ,将 球 放 
在 均匀 电场 Eo 中 , 求 球 内 .介质 层 中 以 及 外 层 空间 中 的 电位 。 

解 ”均匀 外 电场 用 电位 描述 为 

Bo= — Eor cos 

根据 本 问题 的 情况 ,可 以 把 电位 参考 点 =0 取 在 导体 球 的 表面 。 由 
于 导体 是 等 电位 体 , 因此 导体 球 内 电位 , = 0。 导 体 球 外 电位 满足 拉 
普 拉 斯 方程 , 且 与 球 坐 标 p 无 关 ,根据 (5.3.7) 式 ,它们 可 以 分 别 写 成 
如 下 形式 : 


『 Pu(z)Pu(z)dr = Ps(eosb)Pu(cosp) sin 9d0 = 3 
-1 0 


,= Dar + Bur ™™ ]P, (co0s 0) {5.3.8) 


8 = DC + Dar "JP, (cos 0) (5.3.9) 


圳 = 
当 roo 时 , 球 外 电位 ;一 0, 即 pg; 一 一 Eor cos 9, 因 此 ,(5,3.9) 式 中 除开 CU = 一 Eo, 其 他 
的 C=0, 所 以 5, 简化 成 


Dy =— Eor cos + CrP (ens) (5.3.10) 
在 +=a 和 +r=2a 的 球面 上 ,电位 $B, 和 5s 必须 满足 如 下 边界 条 件 : 
Bi(a,0)=0 
@,(24,0)=T,(24,0) 
2 本 -22 
将 电位 更 的 表达 式 (5.3.8) 和 电位 中 的 表达 式 (5.3.10) 分 别 代 人 以 上 的 边界 条 件 , 得 到 
Ai2a+B,(2a) := -2aE0+ C1(2a) (m=1) 
24, -4B1(2a) ?= -20.(24) ?~-Eo {m=1) 
Ara™ + Ba ™ =0 (mA1) 
A (2a)”* +B, (2a)™ "= CG, (2a) ™"Y (m1) 
2mA, 22)" 2m+1)B, 2a) "= (m+1)C, 24a) ™ (m1) 
由 以 上 方程 解 出 : 
A1= -SE, 
B=E,a? 
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52 
Ci= 行 


As=B,=C,=0 (m1) 
将 得 到 的 常数 代入 电位 的 表达 式 , 即 得 介质 层 中 的 电位 为 
B= BE -rt aur ?eosd 


3 
Eva 


介质 外 空间 中 的 电位 为 
By Eol— r+ ?Jeos8 
例 5.7 各 图 5.7 所 示 , 一 点 电价 9 放 在 半径 为 4 的 均匀 介质 球 中 心 , 球 的 介 电 常 数 为 。， 
球 外 为 真空 ,试用 分 离 变量 法 求解 球 内 、 外 空间 的 电位 分 布 。 
解 ” 对 于 这 类 在 分 界面 外 有 电荷 的 问题 ,可 以 将 电位 看 成 是 由 两 部 分 电荷 = 
产生 的 电位 对 加 而 成 的 , 即 一 部 分 电位 是 由 分 界面 外 的 电荷 产生 的 ,而 另 一 部 。， 
分 电位 则 是 由 分 界面 上 的 面 电荷 产生 的 。 


点 电荷 4 在 球 内 产生 的 电位 是 9; 而 球面 上 的 束缚 电荷 在 球 内 产生 的 


电位 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,可 用 > [Ar + Bor"'n]P, (cos 0) 表示。 故 球 内 
电位 是 


图 5-7 例 5. 7 图 


下 = 和 SA" + Born ]P, (cos 0) 


由 于 球 内 包含 坐标 + =0, 为 保证 球 认 电 位 的 值 有 限 ,由 上 式 可 以 看 出 待定 系数 B,, 应 该 为 零 。 
因此 , 球 内 电位 函数 @;, 的 表达 式 简化 成 


$= 了 十 Ar Pw (cos 0) (5.3.11) 


另外 ,点 电荷 9 在 球 外 产生 的 电位 是 了 2 一 ;而 球面 上 的 束缚 电荷 在 球 外 产生 的 电位 满足 


4reor 


拉 普 拉 斯 方程 ,可 月 六 [Cr” + Dur 5 Pu(cos 9) 表示。 因此 球 外 电位 为 


@ = Cor + Dar Pokcosb) 
A 


2 4xeor 
由 于 球 外 包含 >= co 的 点 即 无 穷 远 点 ,为 保证 电位 更 : 的 值 有 限 , 由 上 式 可 以 看 出 待定 系 
数 CG, 应 该 为 零 。 因 此 , 球 外 电位 @; 的 表达 式 简化 成 


+ 人 Durempo(eosg) (5.3.12) 


一 
B= 4reor 


在 r=a 的 球面 上 ,电位 函数 到 和 B$; 满足 如 下 条 件 ， 
$= 人 8, 


将 电位 @, 的 表达 式 (5.3.11) 和 电位 @ 的 表达 式 (5.3.12) 代 入 以 上 边界 条 件 ,得 到 


A (mm =0) 
drea dreoa a 
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0= 一 eoBoa ™'™ (m=0) 
Ana” = Buartnrn (m #0) 
emAwa" 1!= -emtl)Ba ee (mA0) 
由 以 上 方程 容易 解 出 
A= 和 (全 - 1 ) 


dra\e 
Bo=0 
Am=B,=0 (m0) 
最 后 得 到 , 球 内 电位 
6 = (二 ) 
o 


rer ! ra \e 
球 外 电位 


一 9 
dreor 


例 5.8 在 半径 为 a 的 均匀 介质 球 ei 的 中 心 放置 一 电 侦 拆 子 , 其 公 极 矩 为 p, 其 极 化 方向 
与 x 轴 的 正方 向 一 致 。 球 外 为 e; 的 另 一 种 介质 , 求 球 内 外 电位 @, 、$。 和 极 化 电荷 分 布 。 
和 解 “ 球 内 外 电位 8, .8 可 以 看 成 是 电 偶 极 矩 p 与 极 化 电荷 产生 的 电位 的 又 加 , 电 侦 极 


矩 p 在 球 内 产生 的 电位 是 2 9 ,球面 上 的 束缚 电荷 在 球 内 产生 的 电位 可 用 


dreir 


六 [Am + Br J]P, (eos 0) 
m—0 


表示 。 因 此 球 内 电位 


E@ = De + DAwr" + Bur YP, (oon 0) 
el 


考虑 到 球 内 包含 =0 的 点 ,上 式 中 的 待定 系数 B,, 应 该 为 零 才能 保证 电位 的 值 有 限 , 因此 , 球 
内 电位 @, 的 表达 式 简化 成 


bcos6 = m 、 
D1 = rer + A P,, (cos 0) (5,3.13) 


另外 , 电 偶 极 矩 p 在 球 外 产生 的 电位 是 20; 而 球面 上 的 束缚 电荷 在 球 外 产生 的 电位 


满足 拉 普 拉 斯 方程 ,可 用 
FC + Dar "JP, (cos 0) 
吉 = 作 


表示 。 因 此 球 外 电位 
GB = Pb + [Co + Dar "YJP, (cos0) 


4resr’ 
由 于 球 外 包含 = oo 的 点 , 即 无 穷 远 点 ,为 保证 电位 B; 的 值 有 限 , 上 式 中 的 待定 系数 C。 
应 该 为 零 。 因 此 , 球 外 电位 更 的 表达 式 简化 成 
加 = EO + 5D. rdp, (cos 6) (5.3.14) 


47rezr 全 


”139 ， 


在 分 界面 r= a 上 ,电位 函数 下 和 G: 应 该 满足 
B= 色 


a 
gr |, 


将 电位 名 的 表达 式 (5.3.13) 和 电位 更 : 的 表达 式 (5.3.14) 分 别 代 人 以 上 边界 条 件 , 得 到 


a A a 
eAia 1= -2eBia’ 
Ana™ = Bra ™™ (mm 天 1) 
eimAna”™ = -em+1)Ba tt (m1) 
解 得 
(e1—é2)p 


A “2re (er +282)as 


__(e-e)p 
dres( el +2¢8,) 


An=B,=0 (m1) 


Bi 


因此 , 球 内 电位 


B= Pr Cee)pr 
1 drer” 2rée(é1+2e2)a, 


球 外 电位 


=r (ez 一 el)pr 3p°r 
drezr’ dres(ei +t2es)r’ dr{ier+2es)r 
设 P, 和 了; 分 别 为 球 分 界面 内 外 的 极 化 强度 ,根据 P=(e - ep)E= (eo 一 e) V@, 则 球 介 
质 分 界面 上 的 束缚 电荷 面 密度 为 
rs 一 -CoPt oP) = Cee) de (es -eo) :| , 
2 {9 a _3eo(es el)p cos0 
=0( ar ar ) a 2rnel(s1+2e7)a 
例 5.9 如 图 5-8 所 示 , 半 径 为 2 的 导体 球 外 充满 介 电 常数 为 e 的 介质 ,导体 球 接地 ,在 
离 球 心 4d(d > a) 处 有 点 电荷 4 ,试用 分 离 变 量 法 求 空 间 电 位 。 
解 ” 如 图 5-8 所 示 , 将 电荷 置 于 极 轴 z 上 。 导 体 球 是 等 电位 体 ,而 由 
于 导体 球 接地 ,因此 球 内 及 其 表面 的 电位 为 零 。 球 外 电位 可 以 看 成 是 点 电 


荷 产 生 的 电位 万 2;! 与 球 表面 的 感应 电荷 产生 的 电位 2 [Aur” + 
Bar ”0]P。 (cos 9) 的 全 加 , 即 


B= FR+ DA + Bar en J]P, (cos 8) 图 5-8 例 5.9 图 
考虑 到 在 无 穷 远 处 的 电位 应 该 为 有 限 值 ,上 式 中 的 系数 A。 必须 为 零 ,因此 , 球 外 电位 的 表达 


式 可 简化 成 
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5 -a+ DB dp, Goel) 
根据 恒等式 


1 1 l/r 
= = P 0 
R Va+tr -2drcos0 a8) es 人) 


及 在 球面 上 电位 为 零 ,因此 得 到 
站 言 巴 ( 和 ) Poem OD + DBsa Po0s0) = 0 
解 得 


= 和 
Bo 4recd 


因此 , 球 外 电位 是 


$= 和 -站 (00s0) 


综 上 所 述 ,对 于 能 够 采用 分 离 变量 法 求解 的 问题 ,构成 拉 普 拉 斯 方程 的 解 的 各 因 式 的 可 能 
的 通 解 形式 实际 上 在 数学 物理 方程 中 均 已 找 出 。 我 们 上 述 的 求解 过 程 ,只 不 过 是 根据 每 个 问 
题 的 具体 边界 条 件 , 从 各 种 可 能 的 通 解 形式 中 选取 适用 的 项 ,并 确定 所 选取 的 项 的 系数 (待定 
系数 )。 


5.4 镜像 法 


有 时 ,需要 求解 电荷 附近 存在 有 导电 面 (或 介质 面 ) 的 静电 问题 。 这 类 问题 直接 按 边 值 问 
题 来 解 电位 方程 就 显得 较为 困难 ,而 采用 我 们 即将 介绍 的 镜像 法 则 较为 方便 。 

镜像 法 是 一 种 方便 的 等 效 方法 , 它 的 求解 思想 是 建立 在 唯一 性 原理 基础 之 上 的 。 其 原则 
是 在 所 求 电场 区 域 之 外 的 某 个 位 置 上 ,假设 有 一 镜像 电荷 的 存在 (因而 没有 改变 原 区 域 中 的 电 
荷 分 布 ) , 面 镜像 电荷 与 原 区 域 中 的 分 布 电荷 一 起 产生 的 电位 刚好 满足 原 区 域 的 边界 条 件 。 这 
样 ,按照 唯一 性 定理 ,镜像 电荷 在 所 求 区 域 中 产生 的 电场 与 导体 面 上 的 感应 电荷 所 产生 的 电场 
就 完全 等 效 。 也 可 以 认为 ,镜像 电荷 是 导电 面 (或 介质 面 ) 上 分 布 电荷 的 集中 等 效 电荷 。 我 们 
先 从 最 简单 的 平面 镜像 法 开始 讨论 其 具体 的 求解 过 程 。 


一 、 平 面 镜 像 法 


本 节 先 介绍 平面 镜像 的 基本 原理 和 方法 。 问 题 如 图 5-9(a) 所 示 , 设 位 于 无 限 大 接地 导电 
平面 上 方 (z 一) 有 一 点 电荷 9 要求 : 
上 半空 间 (z>0) 的 电位 。 

由 于 点 电荷 4 在 接地 导电 平面 上 中 。 
感应 出 的 分 布 电荷 还 是 个 未 知 量 , 因 g| 中 in 
此 采用 直接 积分 的 办 法 是 行 不 通 的 。 
但 是 ,如 果 我 们 像 图 5-9(b) 那 样 ,在 = -村 
= -的 位 置 放置 一 镜像 电荷, 其 电 了 & 
荷 量 的 大 小 也 是 g, 但 符号 相反 。 容 
易 验 证 上 半空 间 的 电荷 9 和 此 镜像 电 


图 5-9 平面 镜像 法 原理 用 图 
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荷 - g 一 起 在 z=0 的 平面 上 产生 的 电位 为 零 。 因 此 ,图 5-9(b) 中 上 半空 间 的 电荷 分 布 及 其 边 
界 条 件 与 图 5-9(a) 完 全 一 样 。 根 据 唯一 性 定理 ,图 5-9(b) 与 图 5-9(a) 上 半空 间 电 位 的 解 应 该 
是 一 样 的 。 也 就 是 说 ,如 果 我 们 求 出 了 图 5-9(b) 上 半空 间 的 电位 ,也 就 得 到 了 图 5-9(a) 上 半空 
间 的 电位 。 根 据点 电荷 的 电位 公式 ,容易 写 出 图 5-9(P) 上 半空 间 的 电位 可 表达 成 


5--9  _ _ 9， 
dneoR dreoR 


(z>0) (5.4.1) 


一 吕 一 9 

dreol x* ty + (2 hy drelx ty +t(zth) 
有 既然 我 们 求 得 了 上 半空 间 的 电位 ,进一步 就 可 以 得 到 接地 导体 表面 上 的 感应 电荷 分 布 ,根据 导 
体 的 面 电 蓓 公式 ,有 


ps=a.°D|, 0o=e00.°El,0=e0E|0= ~ a 强 一 一 了 
以 下 我 们 对 面 电 蕉 密度 ps 进行 积分 ,以 便 求 出 导体 表面 的 感应 电荷 总 量 。 为 方便 计 , 我 
们 改 用 平面 极 坐标 计算 导体 表面 总 电量 ,根据 变换 公式 


2 


和 十 吧 一 上 
以 及 
dS=rdrde 
从 而 ,感应 电荷 总 量 为 
oo pa 六 
ore -as -人 To 
可 见 , 导 体 表 面 的 感应 面 电荷 总 量 正好 等 于 镜像 电荷 。 
基于 以 上 讨论 过 的 平面 镜像 基本 原理 ,我 们 还 可 以 解决 一 些 
类 似 的 更 为 复杂 的 问题 , 现 举 如 下 几 例 略 加 说 明 。 > 
例 5.10 如 图 5-10 所 示 , 两 个 相交 成 a=90' 角 的 接地 导电 “1 
平板 A、B 所 界定 的 区 域 中 有 一 点 电荷 gq, 求 直 角形 区 域 中 的 电 
位 分 布 。 
解 ” 如 图 5-10 所 示 , 三 个 镜像 电荷 和 原 问题 的 点 电荷 9 将 
能 满足 原 问题 中 导电 板 A、B 处 的 电位 为 零 的 条 件 。 由 于 三 个 镜 
像 电荷 均 处 于 直角 形 区 域 之 外 ,根据 唯一 性 定理 ,此 四 个 点 电 蓓 图 510 例 5.10 四 
在 该 区 域 中 产生 的 电位 就 与 原 问题 等 价 。 所 以 , 原 问 题 电位 的 解 可 用 如 图 5-10 所 示 的 四 个 电 
荷 来 计算 ,日 


上 
1 
| 
-gq 


-9 (下 -起 + 让 -起 ) 
4reo\R! R;, Rs Ra 


其 中 Ri ,Ri .Rs 和 RR 分 别 为 图 5-10 所 示 的 四 个 电荷 到 直角 形 区 域 中 某 待 求 电位 点 的 距离 。 
可 以 证 明 只 要 两 无 限 大 导电 平板 之 间 的 夹 角 a 满足 条 件 x/a = 整数 ,都 可 以 用 有 限 个 镜 
像 电 荷 求 得 解答 。 镜 像 电荷 个 数 等 于 (2r/a) - 1, 加 上 原 问题 的 点 电荷 9, 等 价 问题 的 总 点 电 


荷 数 是 2xc/a。 
例 5.11 如 图 5-11(a) 所 示 , 位 于 无 限 大 接地 导电 平面 (z=0) 上 方 (z= 三) 处 有 一 线 电荷 
4, 试 求 上 半空 间 (z>0) 的 电位 。 
解 ” 此 问题 应 用 镜像 法 很 容易 得 到 解决 。 上 半空 间 电位 可 用 图 5-11(b) 的 等 效 镜像 线 电 
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图 5-11 例 5.11 图 
荷 求 出 。 选 择 z=0 的 平面 上 的 点 为 电位 参考 点 , 则 上 半空 间 的 线 电荷 产生 的 电位 为 


A 旧址 
res R 
而 镜像 线 电 荷 产生 的 电位 为 
A 1 Ah 
2res RR 
因此 ,上 半空 间 电位 为 
四 
D-H Rare R res KR (5.4.2) 


其 中 
R=[r +(y-h) 1 
R=[r +(yth)]® 
例 5.12 如 5.12(a) 所 示 , 在 平面 分 界 而 (z=0) 上 、 下 分 别 充满 e, 和 &2 的 介质 ,在 = 
轴 上 z= 所 处 有 一 点 电荷 9 , 试 求 空间 电位 分 布 。 


{a) by 


图 5-12 例 5.12 图 
解 ” 由 于 本 问题 中 的 介质 是 均匀 的 ,并 不 存在 极 化 体 电荷 ,只 在 x =0 的 平 而 上 存在 极 化 
面 电 荷 。 此 类 问题 可 用 镜像 电荷 取代 极 化 而 电荷 (实际 上 仅 取代 了 部 分 极 化 面 电荷 ) 的 方法 求 
解 。 为 了 求 得 上 半空 间 的 电位 ,可 先 假设 把 下 半空 间 的 电介质 换 成 ei( 即 与 上 半空 间 一 样 )， 
面 把 由 此 引起 的 极 化 面 电荷 的 变化 用 一 个 点 电荷 g 来 等 效 , 并 假设 此 镜像 电荷 位 于 = 轴 上 
z= -所 的 位 置 ,如 图 5-12(b) 所 示 。 这 样 ,上 半空 间 的 电位 可 表示 为 


2 9 + 人 
一 和 二 TO 
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同样 ,为 了 求 得 下 半空 间 的 电位 ,可 先 假设 把 上 半空 间 的 电介质 换 成 s: ( 即 与 下 半空 间 一 样 )， 
而 把 由 此 引起 的 极 化 面 电荷 的 变化 用 一 个 点 电荷 g 来 等 效 , 并 假定 9 位 于 < 轴 上 z= 有 的 位 
置 ,这 样 ,加 上 原 问 题 的 点 电荷 9 ,现在 在 = 轴 上 z= 处 的 总 电荷 为 ?+ 9g” ,如 图 5-12(c) 所 
示 。 这 样 , 下 半空 间 的 电位 可 表示 为 
=.9+9 Ci 
dresR” dreslx +y +(z—h) J 
电荷 g 和 g 的 值 可 由 边界 条 件 确定 。 由 于 电荷 q 的 引入 并 没有 改变 上 空间 的 电荷 分 布 ,而 g” 
的 引入 也 没有 玻 变 下 半空 间 的 电荷 分 布 ,因此 只 要 以 上 电位 到 和 更 , 的 表达 式 能 够 满足 介质 
分 界面 上 的 边界 条 件 ,根据 唯一 性 定理 ,以 上 等 效法 求 得 的 电位 的 解 就 是 原 问题 的 真 解 。 而 电 
位 有 和 @, 应 该 满足 的 边界 条 件 是 
Bi|.-0= B10 
3@6,| 30, 
ES 0 二 S292 


将 电位 @, 和 ,的 表达 式 代 人 上 述 边界 条 件 , 得 到 


1 1 
(tg )=E (9 +g) 


五: 


0 


由 此 解 出 


因此 ,上 半空 间 的 电位 
®, 


= 9 + (el 一 sz)9 
dnei[x ty tz—h)]” 4rel(erter) [zr ty +(zth)]” 


下 半空 间 的 电位 


,= 2g 
?dr(erter) [lz ty +(z—h) 1 
下 面 求 分 界面 上 的 极 化 电荷 面 密度 
根据 极 化 强度 矢量 P= (e 一 0)E, 而 本 问题 在 x =0 的 分 界面 上 的 极 化 电荷 面 密度 
ps= a:(Pi—- Pi)|.o= — al(el ~ eo) FE-(e -ee) El o 


— er)h 
=a.*[(el -eo)V® -eye 


式 中 Ro=(x? +y + )' 2 

二 、 球 面 镜像 法 

前 面 我们 讨论 了 平面 镜像 问题 ,对 于 当 分 界面 是 导体 球面 时 ,对 于 球面 附件 的 点 电荷 , 镜 
像 原理 是 否 仍然 有 效 呢 ? 这 就 是 本 节 要 讨论 的 内 容 。 我 们 首先 假设 采用 镜像 电荷 来 等 效 地 替 
代 分 界面 上 的 感应 电荷 ,看 能 否 通过 适当 地 选取 镜像 电荷 的 电荷 量 及 其 位 置 ,使 得 球形 分 界面 


上 的 电位 的 边界 条 件 得 到 满足 。 
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球面 镜像 的 奥 型 问题 可 以 用 如 图 5-13 来 说 明 , 设 有 一 个 点 电荷 4 与 半径 为 a 的 接地 导体 
球 的 球 心 相距 4(A > ea )。 设 点 电荷 位 于 极 得 ( 轴 ) 
上 , 求 球 外 空间 的 电位 。 

由 于 点 电荷 4 的 存在 , 它 会 在 接地 导体 球 的 表面 
感应 出 相反 符号 的 面 电荷 ,显然 这 些 感应 电 奏 的 分 布 
相对 于 < 轴 应 该 皇 现 出 对 称 性 , 且 靠 近 点 电 背 g 一 健 
的 感应 电 谷 密 度 要 大 些 ,而 离 点 电 茶 4 远 的 一 侧 的 感 
应 电荷 密度 相对 来 说 要 小 些 。 从 感应 电荷 相对 于 < 
轴 旦 对 称 性 分 布 来 看 ,等 效 的 镜像 电 闪 g 就 应 该 选取 。。。 届 1， 下面 人 入 的 型 和 
在 < 轴 上 ;为 了 不 改变 球 外 电荷 分 布 的 基本 要 求 ,同时 
感应 电荷 又 主要 分 布 在 靠近 点 电荷 9 这 一 便 ,镜像 电荷 g 应 该 位 于 原点 与 点 电 疝 q 之 间 的 = 
轴 上 (如 图 5-13), 设 镜像 电荷 g 离 球 心 的 距离 为 A 。 这 样 , 点 电荷 9 和 镜像 电荷 9 在 球 外 产 
生 的 电位 是 


“1-1 g go 

oa [| | 
(5.4.3) 

在 接地 导体 球面 上 (7 = a ) 电 位 为 零 , 因 此 ,有 

0 


(号 十 站 = 所 cos 8) + (ai+th” pe 9) 一 
对 上 述 方程 稍 做 整理 , 即 可 得 到 

g(a +h? -2ah’c0s 0)=q (a +h: 2uh cos 0) 

欲 使 上 式 对 任意 9 角 都 能 成 立 ,必须 有 
gath)=g (a +h), qh’ =g hh 
解 得 
= 轩 ， gq= -fo (5.4.4) 
因此 , 球 外 空间 电位 的 解 是 
ke + 3 Cos Ot Cas CR 云 5] 

根据 上 述 球 外 电位 函数 ,可 以 得 到 球面 上 的 感应 电荷 面 密度 为 


__. a8 __4 Aa 
Ps “ear|,,™ dra(h ra’ Zah cos0)™ 
从 而 ,导体 球面 上 总 的 感应 电荷 量 是 
本 2 
加 = (有 -Ja2sinbdgdg -ay 
pds = | -Ra rs Of ha- 4 


可 见 , 球 面 上 感应 电荷 总 量 等 于 镜像 电荷 。 
电荷 g 所 受 的 力 为 


Foe ah 
4reo(h: — a) 
例 5.13 如 图 5-13 所 示 ,假设 


(1) 导 体 球 不 接地 ; 
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(2) 导 体 球 带电 量 Q; 

(3) 导体 球 的 电位 为 U,。 

求 三 种 情况 下 导体 球 外 的 电位 分 布 。 

解 置 点 电荷 9 位 于 z 轴 上 ,如 图 5-13 所 示 。 

(1) 导 体 球 不 带电 ,也 没有 接地 ,意味 着 导体 球 表面 的 总 电荷 量 即使 是 在 外 场 的 作用 下 也 
始终 保持 为 零 。 或 者 等 效 地 说 , 作 任意 包含 导体 球 的 闭合 面 ,其 内 的 电荷 总 量 总 是 零 。 另 一 方 
面 ,导体 球 表面 的 电位 应 该 是 … 个 常数 c<。 当 我 们 对 本 问题 应 用 镜像 法 时 ,镜像 电荷 的 电量 及 
其 位 置 由 以 下 公式 给 定 


= qg= -Lg 

A h 
但 是 ,如 此 确定 的 镜像 电荷 g 和 点 电荷 4 在 球 心 在 原点 ,半径 为 a 的 球面 上 产生 的 电位 等 于 
零 . 面 当 我 们 在 球 外 表面 作 闭合 面 时 ,所 包 的 电荷 量 等 于 4 , 面 不 是 为 零 , 没 能 满足 导体 球 不 
带电 的 条 件 。 因 此 , 仅 凭 增加 一 个 镜像 电荷 是 不 能 够 与 原 问 题 在 球 外 等 价 的 。 容 易 看 出 ,既然 
镜像 法 使 球面 的 电位 为 零 , 那 和 ,只 要 我 们 在 球 心 再 加 上 一 个 点 电 葵 

Wy 
就 奴 能 达到 当 我 们 在 球 外 表面 作 闭 合 面 时 ,所 包含 的 电荷 量 等 于 零 ,又 保证 了 球 表面 的 电位 等 
于 常数 的 条 件 。 于 是 ,这 样 配 轩 的 电荷 "和 ?就 与 原 问题 在 球 外 等 效 ,或 者 说 它们 与 球 表面 
的 感应 电荷 在 球 外 产生 的 电位 等 价 。 因 此 , 球 外 电位 为 

=_1 1 a a 
太 -* 印 +)=- 碟 -( 计 - 准 才 ) 


如 图 5-14 所 示 , 有 


(2) 导 体 球 带电 量 Q 时 , 除 镜像 电荷 


下 = 于， gq =- Lg 
3 大 
外 , 球 心 还 应 该 有 等 效 电荷 9”= Q - 9 才能 保证 球 表面 为 等 电位 体 ,以 及 保证 了 当 在 球 外 表 
面 作 闭合 面 时 ,所 包含 的 电荷 量 等 于 Q 的 条 件 。 于 是 球 外 电位 


=_1 时 + 是) = 二- 传 -后 站 和 宇 
ee tt 4xeo\R AR” + 起 + re 


(3) 导 体 球 电位 为 Uo ,可 以 先 设 导体 球 带 电量 Q ,由 问题 (2) 知 球 外 电位 


1 1 ag ,ag +hQ 
= te 天 ) 
其 中 ,QQ 由 边界 条 件 决定 。 在 球面 上 ,电位 $B|,-。= Lv , 即 
1 9g 1athQ. 


4reoa dreg ha 
gq =4reaU, 
因此 , 球 外 电位 


a 11. are 
2= 3 ( 衣 - - 态 )+ 7 


例 5.14 如 图 5-14 所 示 , 在 接地 的 导体 平面 上 ,有 一 半径 为 a 的 半球 形 凸 部 ,半球 的 球 
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心 在 导体 平面 上 。 设 在 半球 对 称 轴 上 离 球 心 (hh >a) 处 有 一 点 电荷 9。 求 

《1) 空 间 任 一 点 的 电位 ; 

(2) 半 球 表面 的 感应 电荷 总 量 。 

解 ”如 图 5-14 所 示 , 本 问题 可 以 用 平面 镜像 法 和 球面 镜像 法 的 组 合 形式 解决 。 具 体 过 程 
是 :9 :为 点 电荷 g 关于 球 心 在 原点 、 半 径 为 a 的 球面 的 镜像 电荷 ;而 9 ,为 点 电荷 9 关于 z 
=0 的 平面 的 镜像 电荷 ;最 后 , 9, 既 是 点 电荷 q 关于 = =0 的 平面 
的 镜像 电荷 ,又 是 点 电荷 93 关 于 球 心 在 原点 .半径 为 a 的 球面 的 
镜像 电荷 ;因此 可 以 验证 ,q 与 91, gq 与 93, 作 为 球面 镜像 电荷 ! ptr.0y 
对 ,使 得 球面 电位 为 零 ; 另 一 方面 ,gq 与 93,91 与 93, 作 为 平面 锐 
像 电荷 对 ,使 得 = = 0 的 平面 电位 为 零 。 根 据 唯一 性 定理 ,以 上 这 
四 个 电荷 在 上 半空 间 ( 除 半球 以 外 ) 产 生 的 电位 就 与 原 问题 等 效 。 
三 个 镜像 电荷 的 电量 及 其 位 置 由 镜像 法 分 别 计算 为 

91= -ag/h， 有 i==a? 依 


02 图 5.14 例 5.14 图 
gs=ag/h, hy= ~ a/h 
(1) 很 据点 电荷 的 电位 公式 ,计算 的 上 半空 间 ( 除 半球 以 外 ) 的 电位 为 
_ 1 /ga dg 31 9. 1 一 
=- 社 : 人 人 + ri 二 ry + ry ) = + Rh: —2rh cos 0)'T 


a 四 1 二 
(rh +a -2rha cos 0) 《天 十 让 二 27 下 cos 日) 
TD 人 Cr>aO<8<r2) 
由 于 导体 是 等 电位 体 ,所 以 ,半球 和 下 半空 间 的 电位 为 零 。 
《2) 在 凸 半球 表面 的 感应 电荷 面 密度 为 


8| a | ha a ] 
作 人 了] 。 Hral(h ta taha cos OT (hr ta -2ha cos0)™ 
感应 电荷 总 量 
pp (ha) 
Q = | pss = i 二 pre sin O48d9 = 一 q+ 笛 作 -人 
三 、 贺 柱 面 镜像 法 


本 节 我 们 讨论 在 无 限 长 导体 圆柱 附近 平行 放置 一 无 限 长 带电 直线 的 静电 问题 。 这 类 问题 
也 可 以 用 镜像 法 得 到 解决 ,以 下 我 们 具体 说 明 其 求解 
过 程 。 
如 图 5-15 所 示 ,一 无 限 长 线 电荷 密度 为 户 ,与 半 
径 为 a 的 无 限 长 接地 圆柱 导体 平行 ,直线 到 圆柱 轴线 
> 的 距离 为 h(h >a), 求 柱 面 外 空间 的 电位 。 
圆柱 导体 为 等 电位 体 , 由 于 接地 的 原因 ,圆柱 导体 

内 部 及 其 表面 的 电位 等 于 零 。 圆 柱 外 空间 的 电位 是 带 
图 5-15 网 柱 面 镜像 法 电 真 导线 上 的 电荷 和 导体 表面 的 感应 电荷 共同 产生 
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的 。 当 取 如 图 5-15 所 示 的 坐标 时 ,感应 电荷 相对 于 坐标 p 呈现 出 对 称 性 , 且 靠近 线 电荷 一 侧 的 
感应 电荷 密度 要 大 些 ,而 离线 电荷 远 一 侧 的 感应 电荷 密度 则 要 小 些 。 因 此 ,合理 的 镜像 线 电荷 
0 应 该 位 于 圆柱 导体 轴线 与 线 电荷 p 之 间 , 距 圆柱 轴线 的 地 方 ,并 且 应 该 满足 及 <a 的 条 件 。 
这 样 ,镜像 线 电荷 的 引入 并 没有 改变 圆柱 外 电荷 的 分 布 ,因此 ,只 要 我 们 合理 地 选取 镜像 线 电荷 
的 电荷 量 及 其 位 置 , 使 得 镜像 线 电荷 和 原 线 电 荷 在 圆柱 面 上 产生 的 电位 为 零 , 那 么 ,根据 唯一 性 
定理 ,镜像 线 电荷 和 原 线 电荷 在 略 柱 外 产生 的 电位 就 和 原 问题 等 价 。 如 图 5-15 所 示 , 线 电荷 在 
空间 某 点 忆 产 生 的 电位 可 表示 为 


pr nC 
2reo RR 
上 式 中 C, 为 与 电位 参考 点 的 选择 有 关 的 常数 。 镜 像 线 电荷 在 P 点 产生 的 电位 可 表示 为 
pi C: 
arer 
式 中 C, 为 与 电位 参考 点 的 选择 有 关 的 常数 。 于 是 ,镜像 线 电荷 和 原 线 电荷 在 圆 性 外 共同 产 


生 的 电位 就 是 


p= 


pC er 
“re R + 2res it R 


{5.4,.5) 


Pp. GO pt Cz 
ires ln {r? +h ~2rh cos p) tares (ri +h?—2rh’cos 9)'® 
镜像 线 电 荷 o1 的 引入 应 该 满足 圆柱 面 上 电位 恒 为 零 的 边界 条 件 , 即 
ta 人 人 2 二 
axe {a +h’ -2ah cos p) + ares (al +h? —2ah’ cos pg) 


上 式 成 立 的 条 件 是 


0 


p12-p1 
Ci __ C 
(人 二天 一 2ap cos 9) 【十 在 一 2ah cos 9 
令 C1/C;=C, 则 有 
Cla’ +h? -2ah’cos 9) (a +h’ ~ 2ah cos p)!? 
上 式 对 任意 的 方位 角 9p 都 成 立 , 必 有 
Ca +h")=a +h? 
C?ah’ =ah 


h'=h,， C= 
a 

后 一 组 解 不 符合 实际 情况 ,应 该 合 去 。 故 匀 像 线 电荷 密度 及 其 位 置 是 
Pi= -pr = 人 {5.4.6) 


将 以 上 结果 代入 圆柱 外 室 间 电位 的 表达 式 , 经 整理 后 得 
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B= -An 有 下 (5.4.7) 


对 于 圆柱 表面 上 的 任意 一 点 ,可 以 推导 出 以 下 一 些 有 用 的 结果 。 
如 图 5-16 所 示 ,在 圆柱 表面 任 取 一 点 P 因为 镜像 线 电 荷 的 位 置 h "= es , 故 有 


即 和 OPA 与信 OPh 是 相似 三 角形 ,内 此 有 


玉生 
R a h (5.4.8) 


这 一 结果 也 可 以 根据 电位 的 表达 式 在 圆柱 的 表面 为 零 这 一 事实 得 到 。 


图 5-18 图 5-17 双 平 行 线 电荷 的 
等 位 面 和 电力 线 图 
另外 ,由 圆柱 镜像 的 电位 公式 (5.4.3) 可 以 看 出 , 当 R' /R= 常数 时 ,中 为 常数 ,这 是 圆 族 
的 方程 。 所 以 等 位 面 是 圆柱 面 族 。 图 5-17 表示 出 其 中 的 几 个 等 位 面 。 
现在 我 们 能 够 计算 圆柱 导体 外 表面 上 的 感应 电荷 面 密度 , 即 
(ha?) 
和 -te —2ah cos ¢) 
在 导体 表面 单位 长 度 上 对 感应 电荷 面 密度 进行 积分 ,可 得 单位 长 度 上 柱 导 体外 表面 上 总 的 
感应 电荷 为 


1 2 2 2 
_ pi(h’ ~ a )ady 四 
spd 本 | 2ra(h’ + a’ ~ 2ah cos p) PP 


可 见 , 单 位 长 度 圆 柱 面 上 总 的 感应 电荷 等 于 镜像 线 电 荷 密度 。 
单位 长 度 线 电荷 所 受 的 力 


， 光 
PE = -ze a 0 
例 5.15 无 限 长 线 电 荷 m 与 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 导体 的 轴 相 距 h( 玉 >a), 如 图 5-15 
所 示 。 
(1) 导 体 圆 柱 不 接地 ; 
(2) 导 体 圆柱 单位 长 度 带 电荷 p, ,分 别 求 出 两 种 情形 下 圆柱 导体 外 的 电位 分 布 。 
解 参看 图 5-15。 
(1) 圆 柱 导体 不 带电 ,也 没有 接地 时 , 则 导体 表面 总 电荷 星 在 外 场 的 作用 下 始终 为 零 、 即 


当 我 们 作 任意 包含 导体 的 闭合 面 时 ,闭合 面 内 电荷 总 量 应 该 为 零 。 镜 像 法 给 定 镜像 线 电荷 线 
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密度 及 技 倍 串 分 别 为 


0 = 世 
但 是 , 当 我 们 在 奖 柱 外 表面 作 亲 全 而 时 ,交合 面 内 单位 长 度 上 的 电荷 量 等 于 pi , 击 不 是 零 。 因 
此 , 仅 靠 -个 镜像 线 电 集 是 不 能 够 与 诛 问 题 在 开 柱 外 等 价 的 。 由 于 镜像 线 电 薪 和 原 线 电 荷 使 
国 柱 向 的 电位 为 堆 , 邦 么 ,只 费 我 们 在 阅 术 的 轴线 上 再 加 上 一 个 线 电 入, 其 密度 等 丁 

Hi Pr 

就 使 得 当 我 们 在 圆柱 外 表面 作 闭合 面 时 , 财 人 而 内 包含 的 电荷 量 等 于 零 , 理 阅 柱 表面 的 电位 等 
于 常数 ”这样 ,镜像 线 电 荷 ,和 线 电 从 癌 就 与 村 导体 去 而 的 感应 电荷 在 圆柱 外 产生 的 电位 等 
价 “于 是 较 柱 外 电位 为 


2reu Re 2reh 三 
上 式 中 二 是 与 电位 参 划 点 的 选 扳 有 关 的 常数 、 
2) 导体 国术 单位 长 度 带 电信 p, 寺 ,我 们 回 样 可 以 先 定 出 镜像 线 电 荷 的 电荷 密度 及 其 位 
吐 证 
Ea 


h 

为 了 满足 在 圆柱 外 表面 向 圆柱 轴 向 作 单 位 长 虚 的 闭合 面 时 ,闭合 面 内 包含 的 电 茶 量 应 该 等 于 

Po 以 及 贺 村 家 曾 的 电位 等 十 常数 的 菜 伞 ,可 以 断定 应 该 在 阅 村 轴线 十 有 等 效 线 电 前 : 
人 

于 是 ,以 上 镜像 线 电 身 P; 利 线 电 简 5 圳 与 柱 导 体 表 面 的 感应 电 茶 在 圆柱 外 产生 的 电位 等 价 、 

因此, 喇 村 外 于 位 为 


站: pr hi 


上 式 中 局 是 与 电位 参 普 点 的 选取 有 的 常数 、 
例 5,16 两 根 无 限 长 平行 导体 圆柱 ,半径 均 为 
4 轴线 距离 为 妃 , 如 网 518 所 省; 状 阿 导体 疯 杆 间 
单位 长 度 的 电 宪 。 
解 ”出 下 柱 镜像 法 的 讨论 知道 , 线 电荷 w 和 镜像 ~ 
线 电 人 入 0 产生 的 等 电位 面 阅 柱 面 族 , 如 图 5-17 所 
示 六 此 ,我 们 可 以 将 本 问题 的 钢 个 导体 加 杜 而 看 成 
是 如 图 5-17 中 的 线 电 荷 p; 和 和 镜 f 电 向 六 的 场 中 的 
两 个 等 位 面 ,只 要 求 汕 此 岗 线 电 痊 的 位 图 dj 和 ca: ,县 
可 得 到 答案 、 这 里 中 入 ;可 由 了 种 定 出 ,它们 满足 如 下 关系 ， 
用- 


阅 5-18 例 5.16 图 


解 出 : 
1 
A 呈 : (全 tl ) 
2 2 
4 (3 


”1S0 ， 


我 们 可 以 把 电位 参考 点 选 在 平行 妈 线 的 正中 间 . 根 据 式 (5.4.3) ,电位 表达 式 简化 为 


B= 2 


2xrsgo rr 


对 于 左边 圆柱 上 的 点 ,根据 关系 式 (5.4.4) ,有 


故 左边 圆柱 上 的 电位 为 


pn 
Bre re lad 4resl w, 


同 理 ,右边 较 柱 上 的 电位 为 


两 圆柱 问 的 电压 


两 疗 柱 导体 问 单位 长 度 的 电容 


2- 2rs 5 
Cb p,m (5.4.9) 
in 之 (a “ ) 
2 (全 ) 
2 \4 
如 果品 远大 于 a, 划 
NEn 
~ A 
no ek i 
例 5.17 如 图 5-19 所 示 , 在 半径 为 4 的 接地 圆柱 NO 
导体 管内 ,与 管 轴 等 旧 离 地 放置 着 两 根 导线 , 当 两 导线 具 
有 等 值 异 号 电荷 时 , 监 使 它们 之 间 不 受 作用 力 . 试 证 明 它 图 S19 例 s.17 赔 


们 的 闻 中 为 2WY5 一 2} ?a。 
证 设 两 导线 之 间 的 中 离 为 25, 线 电荷 密度 为 + 4, 如 图 5-19 所 水 ， 利 败 圆 柱 镜 像 友 理 ， 


导线 1 和 导线 2 的 镜像 线 电 苟 在 圆柱 外 侧 , 趾 柱 四 线 的 距 商 足 % 因此 ,导线 1 所 受 的 力 为 


L _ 1，41 ， 
FIA | 一 ? 2 (2 + 


|2reo b+ 入 -Bb| 2reo tp bh ab 
令 FI-0 
得 到 26° (a -pth -a )(a 0) +2b (a +6)=0 
解 得 
25=205-2)2a 
即 沪 问 题 得 到 证 明 。 


由 于 标量 磁 位 和 矢量 磁 位 在 了 = 0 的 空间 也 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,因而 在 不 改变 恒定 磁场 
边界 条 件 的 情况 下 ,磁场 也 可 用 镜像 法 求解 ,如 例 4.13。 


5.5 复 变 困 数 法 


解析 的 复 变 函 数 具 有 保 角 变 换 等 特性 ,对 于 平面 二 维 场 的 求解 是 一 种 很 优越 的 方法 。 在 
边界 条 件 较为 复杂 的 情况 下 ,应 用 分 离 变量 法 般 到 较 大 的 困难 ,往往 能 利用 复 变 函 数 法 使 问题 
迎刃而解 ,而 且 在 一 般 傅 况 下 , 它 的 解 具 有 较为 简洁 的 形式 ,从 解 中 还 可 以 直接 得 到 电容 的 表 
过 式 。 它 一 般 适 合 于 求解 导体 边界 且 为 平面 二 维 场 的 情形 。 


一 、 复 电位 函数 


设 复 变 函 数 w(z) 是 复数 z= zx +jy 的 函数 ,因此 它 的 实 部 和 虐 部 都 是 x ,y 的 实 函 数 ， 
wz)= ur,y) tjv(r,y) 
对 于 解析 复 函 数 , 即 在 给 定 区 域 中 连续 可 导 。 根 据 复 变 函数 理论 , 复 变 函数 可 导 的 条 件 是 其 实 
部 和 虚 部 满足 柯 廿 - 黎 曼 条 件 : 


共 = 光 ， 及 = - 汪 {5.5.1) 
证 明 如 下 : 
dw{z)_ az .ga /du, .ao an .3 
为 和 
故 3 
dr Oy’ dy 3 
以 上 即 为 柯 西 - 黎 昌 条件。 由 柯 西 - 黎 曼 条件 进一步 可 以 得 出 :解析 函数 的 实 部 和 虚 部 都 满足 
二 维 拉 普 拉 斯 方程 
Ed Ea 
0 


用 二 维 拉 普 拉 斯 算 子 简 记 为 
Vu=0, Vu=0 


其 中 

Vv, = + Ee 
因此 ,解析 函数 的 实 部 u 和 点 部 v 都 可 以 代表 二 维 场 的 电位 。 以 
下 证 明 当 v 代表 二 维 场 的 电位 时 , 则 x 代表 二 维 场 的 电 通 量 。 由 图 5-20 
于 选择 了 u 代表 静电 位 , 则 可 用 - Vv 代表 静电 场 强度 。 如 图 5-20 所 示 , 在 等 电位 线 上 两 
点 1,2 之 各 电场 的 通 量 为 


2 2 
v.=| 一 vvad=|， -Vov(dixa.) 


o x 


= -voordetody) xe)]=f (0 Eto, Ds) (odr ta.dy) 
2 Bl 可 2 日 2 
= 上 -六 y+ dz= 闫 dy+ 续 dz=] d= 
可 见 ,u 代表 二 维 场 的 电 通 量 函数 ,图 5-20 中 1,2 两 点 之 间 的 电 通 量 为 va - vi 
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不 难看 出 ,在 复 平面 = 上 ,等 通 重 线 (x = 常数 ) 和 等 位 线 (v= 常数 ) 是 相互 正 交 的 ,因为 等 
通 量 线 在 某 点 的 梯度 


Qu Bu 
dx! 


是 和 等 通 量 线 垂直 的 矢量 ,而 等 电位 线 在 该 点 的 梯度 


_ av 
Vi grt eay 


Va=a 


是 和 等 位 线 垂直 的 矢量 ,由 于 

表明 Vu 和 Wu 互相 垂直 ,也 即 等 通 量 线 和 等 位 线 相互 正 交 , 所 以 等 通 量 线 与 电力 线 是 相合 
的 。 

但 是 ,上 述 的 x 和 vw 与 实际 问题 中 的 电位 和 电场 的 通 量 可 能 会 相差 一 个 常数 因子 , 设 此 度量 


内 子 为 下, 则 


w= ku +jkv 
称 为 复 电 位 。 
如 果 等 位 线 是 闭合 的 , 且 由 此 等 位 线 和 沿 = 轴 方 向 单位 长 度 所 构成 的 等 位 面 是 导体 面 ， 
则 其 上 所 带 的 电荷 量 ,由 高 斯 定律 ,为 


9 一 eto(az 一 xi) 
如 果 内 和 v, 分 别 与 两 个 导体 的 表面 相 重合 , 则 两 导体 间 单 位 长 度 的 电容 为 
C= 2 0) (5.5.2) 


v2 — Ul 
上 式 是 利用 复 变 函 数 法 计算 导体 电容 的 一 个 非常 方便 的 公式 。 
电场 强度 也 可 以 由 复 电 位 函数 w = 成 =) 直 接 得 出 。 如 果 取 w 代表 电位 函数 , 则 根据 E = 
一 Vu, 有 


EE= 一 总 ，EE,=~ 吕 (5.5.3) 


取 复 电位 函数 w 的 导数 的 共 轿 , 并 利用 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,可 得 
Ee a 
(EE dr 15y 
因此 


1 du .9 dw}” 


注意 :以 上 我 们 用 复数 表示 电场 矢量 的 方法 , 代表 y 轴 方 向 ,而 实 部 表示 x 方向 的 分 重 。 
如 果 取 v 代表 电位 函数 , 则 根据 EE= - Vu, 有 


E-- 肝 ，E,=- 


取 ww 的 导数 的 共 思 , 并 利用 柯 西 - 黎 曼 方程 ,可 得 
dm _9v_ .ao 
( 叹 ) 5 ar 
故 
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E=EHiR= -将 =-i( 吾 ) (5.5.4) 
因此 ,对 于 任何 情况 , 不管 是 4 还 是 ， 代表 电位 是 数 ,电场 强度 的 绝对 值 ,都 可 以 由 下 式 给 定 
IE,=| 坚 (5.5.5) 


从 以 上 讨论 可 知 , 只 晶 找 公 复 电位 也 数 就 可 以 给 出 电位 分 布 ,相应 的 静电 场 问 题 使 中 以 得 
到 解决 . 但 是 ,对 于 给 定 的 二 维 边 值 问题 ,找到 需要 的 复 电 位 并 没有 - 定 的 方法 ,而 且 往往 是 
遇难 的 ， 一 - 般 情况 上, 先 研 究 各 种 复 伙 函数 的 实 部 和 虚 部 所 代表 的 曲线 族 的 几何 特征 ,看 它 是 
竹 与 所 给 定 的 静电 场 问题 的 边 色 相 吻 合 ,如 果 “ 致 的 话 , 就 可 选 此 解析 函数 作为 所 给 门 题 的 一 
般 解 , 接 下 来 只 需 根据 问题 的 边界 条 件 来 决定 该 解析 函数 的 符 定 系数 ,从 而 得 到 所 给 问题 的 复 
电位 表达 式 。 


二 、 用 复位 淆 数 法 求解 二 维 场 的 计算 过 程 
上 下面 介绍 黄种 常用 的 解析 也 数 及 其 在 复位 孙 数 法 中 的 应 用 。 


wz) kinztc tjcs 
式 中 .ce 和 63 为 实 常 数 。 今 z=re*, 代 人 上 式 得 
mz)=hlnrtitj(kat.,) 
因而 
n=kInrte 
vkates 

由 以 上 两 式 可 以 看 出 ,在 > 平面 上 ,v= 常数 的 曲线 是 r= 常 图 52 
数 的 同心 圆 族 ,而 v= 常数 的 曲线 是 a= 常数 的 径 向 辐射 线 族 ， 

如 图 $-21 所 示 。 因此, 如果 取 此 解析 函数 的 实 部 x 作为 电位 函数 , 则 可 用 此 对 数 函 数 求 解 带 
电 长 直 贺 导线 或 同 轴 圆 简 电 容器 的 电位 。 如 果 取 此 对 数 函 数 的 虚 部 。 作 为 电位 函数 , 则 可 以 
求 链 两 块 夹 角 为 6 的 半 无 限 大 导体 平面 间 的 电位 或 导体 记 形 片 中 的 电位 。 

例 5.18 如 图 5-22 所 示 , 贺 心 角 为 8 的 扇形 电阻 片 的 厚度 为 h ,电导 率 为 o。 已 知 a 一 0 
处 电位 呈 =0,a=8 处 电位 甸 =,。 求 导电 片 内 帘 形 区 域 中 的 电位 分 布 和 两 个 导电 片 之 间 的 
电导 。 

解 ” 根 据 复 对 数 函数 mw(z)=A ln z+ c+jcz 的 实 部 和 嫂 部 的 特性 ,可 选取 = ka +e: 
作为 电位 函数 ,因此 , 则 “= 六 lin r+el 表示 电场 的 通 量 函数 。 根 
据 图 5-22 中 电位 的 边界 条 件 : 

vss0=0, v=0 = By 


可 知 
0 b+es= DB, 
解 得 
一 -Bo 
c=0, k= 8 


区 5-22 例 5.18 图 故 导 电 片 中 的 电位 分 布 为 
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0 
图 弧 之 间 的 电场 道 昌 为 
和 0 
导电 片 两 端 间 的 电容 为 
Qe) eA 
下 DR 
根据 静电 比 所 的 方法 可 知 , 导 电 片 两 端 闻 的 电导 为 
G= 妆 In : 
"OR 
2, 反 余弦 解析 浮 数 
设 反 余 弱 函 数 的 形式 为 
w(x)= uriv=darccos 庆 tectir: 
式 中 dc 和 均 为 实 常数 。 由 余 强 陋 数 的 性 质 可 以 得 到 
Ee es rj ) 
由 此 得 到 
T -keosl jp ) {5.5,6) 
av ksin( “7 jensh (5) {5.5.7) 
从 以 上 两 式 中 消去 " .得 
(5.5.8) 
消去 "得 
(3.5.9) 


可 见 , 当 4。= 常 数 时 , 式 (5.5.8) 表 示 一 族 中 心 在 原点 的 共 焦 椭 加 ,如 图 5-23 所 示 。 本 加 的 长 
半 轴 、 短 半 轴 和 半 焦 距 分 别 为 


a= keosh( 3) (5.5,10) 
6 ksinh( 2 ) (5.5.11) 
cv 人 = (5.5.12) 


因此 ,如 果 取 此 反 余 弦 函 数 的 筷 部 "为 电位 函数 ,这 个 解析 画 数 
就 能 表示 无 限 长 带电 椭圆 慎 体 同 困 的 电场 ,或 两 个 共 焦 椭圆 柱 
导体 之 间 的 电场 。 显 然 , 当 v= c 时 ,a = 上,b=0, 等 位 线 退 化 
为 两 焦点 之 问 的 一 段 直线 ,因此 ,此 解析 咕 数 还 能 用 来 求解 有 限 


图 5-23 共 焦 椭 区 , 共 您 炬 曲线 
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宽度 为 2k 的 无 限 长 导体 平板 周围 的 电场 问题 。 
当 4 = 常数 时 , 式 (5.5,9) 表 示 一 族 共 焦 的 双 曲 线 ( 如 图 5-23) ,此 双 曲 线 的 半 实 轴 、 半 虚 
轴 和 半 焦 距 分 别 是 
a=keos (<) b=ksin( 2 )， c<=Vez+ 乓 一 大 
因 水 ,如 果 取 此 反 余 艾 函 数 的 实 部 x 为 电位 函数 ,这 个 解析 函数 就 能 表示 无 限 长 带电 双 曲 面 
导体 周围 的 电场 ,或 两 个 共 焦 双 曲 面 导体 之 间 的 电场 。 显 然 , 当 w= c, 时 ,a =,5=0, 等 位 


线 退化 为 从 焦点 x = 上 起 向 右 延 伸 至 无 穷 远 处 的 直线 。 而 当 “ 二 所 -< 时 , 双 曲 线 退 化 为 从 焦 
点 z= -起 向 左 延 伸 至 无 穷 远 处 的 直线 。 因 此 ,此 解析 函数 还 能 用 来 求解 一 双 井 柱 面 电极 
与 另 一 从 焦点 延伸 至 无 穷 远 的 平面 电极 间 的 电场 ,或 两 个 处 于 同一 平面 并 隔 开 一 定 耻 离 的 半 


无 限 大 导体 平面 间 的 电场 问题 。 
例 5.19 如 图 5-24 所 示 , 一 个 由 共 焦 椭圆 柱 面 构成 的 电容 器 的 内 、 外 长 半 轴 分 别 为 a， 


和 a; , 短 半 轴 分 别 为 六 和 5; , 极 间 为 真空 。 已 知 内 导体 电位 更 = 0, 外 导体 电位 更 = Uo。 求 
此 电容 器 单位 长 度 的 电容 。 
解 ” 因 为 电容 器 的 两 个 极 板 是 由 共 焦 椭 贺 柱 面 构成 

的 ,因此 可 用 反 余弦 解析 销 数 求解 , 取 v 为 电位 函数 ,由 式 
(5.5.12) 可 知 ,椭圆 的 半 焦 中 

c=V 可 -好 =V -好 = 
选 定 电场 的 通 量 函 数 « 的 参考 线 为 

u=0 (4aRr 人 ,y=0) 
代入 式 (5.5.7) ,得 

0= -esin sinh 0 图 5.24 例 5.49 图 
上 式 对 任意 " 的 取 值 都 成 立 ,必须 有 <, =0。 根 据 式 (5.5.10), 得 到 


v= darccosh 诗 + cs 


由 于 arccoshx 二 In(xw+V z* 一 1), 因 此 有 
v=dln 
将 电位 函数 ,的 边界 条 件 代 人 上 式 得 


at+b 
大 


十 cz 


由 以 上 两 式 可 以 解 出 
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从 市 得 到 反 余 弦 函 数 的 表达 式 为 


U + 
wz)= po (areoos E ~jin 7 名 】 
In 


Qt+ Bi 
为 了 确定 电容 ,必须 求 出 电场 的 通 量 。 为 此 , 先 计算 = = ja 点 的 通 量 函 数值 zz , 此 时 ， 
v(0,51)=0, 再 由 式 (5.5,6) 和 (5,5.7) 可 得 


一 六 2 C2 
0= ke 好 ch 全 (5.5.13) 
本 一 ksin 全 sinh 学 (5.5.14) 
由 式 (5.5.13) 得 到 
wx 
可 一 二 
由 于 学 = -如 生 革 邱 <0, 因 此 由 式 (5.5.14) 知 ~x< 区 <0 
所 以 得 
WA 
4d 了 
内 导体 单位 长 度 上 的 电荷 量 
G1 =4e0m = 一 2reod= 5 
a 
根据 电容 的 定义 ,本 问题 的 共 焦 椭圆 电容 妖 单 位 长 度 的 电容 
C= 2 - 2reo 
Dt 
Dotb 


当 椭 圆 内 导体 退化 为 带 线 ( 即 5, =0,a) 一 c 一) 时 , 令 a =a,5s=6, 贡 内、 外 两 导体 间 
的 电容 为 


2ney _ 2neo 
C= 一 一 
arcsinh 到 arccosh 


三 , 保 角 变换 法 


复 电位 函数 能 够 给 出 电场 的 电位 函数 与 电 通 量 函 数 相对 于 平面 坐标 (+ ,y) 的 整体 狂 描 
述 。 但 是 ,利用 它 能 够 求解 的 问题 是 很 有 限 的 。 对 于 边界 条 件 较为 复杂 的 二 维 静 态 场 问题 , 采 
用 本 节 介绍 的 保 角 变 换 法 往往 是 能 奏效 的 。 保 角 变 换 法 利用 解析 函数 变换 的 保 角 人 性 质 ,将 < 
平面 上 边界 形状 较为 复杂 的 二 维 场 变换 为 ww 平面 上 边界 形状 较为 简单 的 场 问题 ,再 反 变换 回 
去 从 而 得 到 原来 = 平 而 上 场 的 解 。 

1. 解析 函数 的 保 角 变 撞 性 质 

解析 函 数 w= f(x) 代 表 着 = 平面 上 的 点 与 zw 平面 上 点 之 间 的 变换 。 对 于 = 平面 上 任意 
一 点 ,zw 平面 上 都 有 一 点 与 之 对 应 。 这 样 , = 平面 上 的 曲线 在 也 平面 上 也 就 有 相对 应 的 曲线 ， 
如 图 5-253 所 示 。 如 果 f(x) 在 z, 和 zo 的 邻 域内 解析 , 且 处 处 有 矿 "(z ) 和 0, 根 据 导数 的 定义 
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-地 知 


它 的 模 1 (2)1 | bin 人 


图 5-25 
其 次 再 看 /(z) 的 幅 角 的 意义 。 已 知 = 平面 上 的 -小 线段 (zx, z + Az) 与 实 轴 之 间 的 夹 角 为 
aig Az, 而 在 ww 平面 上 相应 的 小 线 找 ( tw, re + 和) 与 实 轴 之 间 的 夹 角 为 arg Arw, 两 者 之 其 
Aw 
arR Atw — arg Ax=arg Re 
Az 了 0 时 ,有 
limarg 笔 =arg f(z) 
可 见 ,7(z) 的 幅 角 的 意义 是 , 当 x 平面 上 的 一 小 线段 dz 变换 到 w 平面 上 相应 的 小 线段 dw 
时 ,dw 与 实 轴 的 夹 角 比 dz 与 实 轴 的 夹 角 大 argf (<)。 亦 即 dw 的 方向 可 看 成 是 经 dz 沿 道 


时 针 方向 旋转 argf(z) 得 到 的 。 
如 果 在 z 平面 上 有 两 条 曲线 Cl 和 C5 相交 于 x 点 ,它们 的 夹 角 为 a[ 如 图 5-26(a)], 而 


变换 到 zw 平面 上 ,相应 的 两 条 曲线 


C1 和 C5 相交 于 wo 点 ,如 图 5-26 了? .了 面 本 吉平 而 

(b) 所 示 。 上 曲线 Cl 和 cy 在 zo 点 局 全 er 

的 幅 角 分 别 是 8 和 8, , 夹 角 a= fa /C1 [eXs, 

局 所 。 从 < 平面 变换 到 呈 平 面 ， | 2 全 

两 曲线 都 旋转 过 了 arg 广 (zn) 角 ， 

因而 ,曲线 Ci 和 在 ws 点 的 幅 ”0 0 所 
角 分 别 是 gl = Bi +arg 六 (xp ) 和 (0 Cb) 

r= B+argF(z0), 夹 角 为 P; 一 图 5-26 


92= Bi 一 Bt= a, 因 此 两 曲线 的 夹 角 经 变换 后 ,其 大 小 和 转向 保持 不 变 。 由 于 有 这 种 保 角 性 ， 
这 类 了 (x) 去 0 的 解析 丁 数 所 实现 的 变换 常 称 为 保 角 变 换 。 

下 面 介绍 有 关 保 角 变 换 的 几 点 重要 的 推论 : 

(1) 拉 普 拉 斯 算 符 的 变换 

如 果 一 函数 B(x,y) 在 = 平面 上 满足 拉 普 拉 斯 方程 ,经 保 角 变换 由 = f(x)= f(x +jy) 
=wu+jv 后 ,在 w 平 面 上 变 成 u,v 的 函数 [ (wo) ,y(x so)], 此 函数 仍然 满足 新 坐标 系 下 
的 拉 普 拉 斯 方程 。 证 明 如 下 ,因为 
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0B _IBIu ,IDA 
Dr Budr dvAaxr 


因此 
34979 (OE) IB ee) DPY PB Ou 
B71 du \dr) uodr vu \9r Baz “dududrar 
类 似 地 
P929 (a) dB ou EAE ) + 了 FB Iudy 
By au \9y Du gy ay Bay “dudvdyody 
将 以 上 两 式 相 加 ,得 到 


ER Avy fav yl fu, Pula 
2 
EA CL au&gu au&au FD 
(下 + 琵 过 + (EE 

由 十 保 角 变 换 的 函数 必须 是 解析 国 数 ,根据 柯 西 - 黎 曼 条 件 , 有 
Pu Pu 
7 


Pu, 
10 
Or dy 
9agu Aud - 
5zrar ayay 
另外 
0 a ud 


f(x) ti or ay 3y')? 


TO 中 | -( 关 史 


TD Ci ER 
1 
因为 变换 w= f(a) 具 有 保 人 性 质 的 充分 必要 条 件 是 在 所 关 虚 的 区 域 中 处 处 六 (zo) 隆 0, 所 


以 由 上 式 可 得 


从 而 


因此 


了 了 名 Ba 
+ (5+ 9) )1? 


如 果 @(z,y) 在 > 本 而 上 清 尼 Hy 划 拉 斯 方程: 


则 在 mw 平面 上 , [z(u,v),y(w,v)] 仍 然 满足 拉 普 拉 斯 方程 : 
Qu 9 
如 果 @(z,y) 在 = 平面 上 满足 泊 松 方程 ; 


=0 


则 经 过 保 角 变换 后 ,在 ww 平面 上 ,B(w,5) 仍 然 满足 泊 松 方程 : 
“159， 


Ea EE _2(z} -2 _ Pw) 
Tita (| = 


式 中 pC(z) 和 p(w) 分 别 为 z 平 面 上 和 w 平面 上 的 体 电荷 密度 ,满足 

plw)=p(z)|f (xz)| 
上 式 结果 说 明 ,经 过 由 z 平面 到 zw 平面 的 保 角 变换 后 , 场 源 体 电 荷 密度 为 原 场 源 体 电 荷 密度 
的 | 了 (xz)|“。 但 是 ,总 的 电荷 量 保持 不 变 , 证 明 如 下 : 


[et Jdudy = Jos) 1 产 (z) 1? De Hes dzdy 
其 中 | 3 二 | 是 四 可 比 行列 式 , 即 
au 9u| . 
alw0) | -|?2z | au90 auaz_fauT fa 
en lav B30) azray 总 疆 = (经 ) + 下) = OF 
至 部 


将 雅 可 比 行列 式 的 结果 代 人 电荷 总 量 的 积分 公式 ,有 
oceanav = pocodzay 


(2) 保 角 变 换 对 电场 强度 的 影响 
在 = 平面 和 mw 平面 上 电场 强度 的 大 小 分 别 是 


eu 本 加 
WE [a 


由 于 
38 _ IPou IPIu 
Dr dudx aua3z 
故 
p/p) /uy , (3BY: 90) ,2 9u9v3a@og 
天 -|( 吕 ) (器 ) 3 az EREEEPED 
由 于 


9 _ IPDou ,9a 


3y -3y + 03y 
根据 柯 西 - 黎 曼 条 件 ,上 式 也 可 写成 
D 太 Bau + 2B9u 


dy du Ir + dvaz 


故 

强 - 从 作 )( 维 ] 从 :和 
因此 

了 YN 本 
所 以 


lIElw= 1Elc If (z)| 


上 式 表明 , 保 角 变换 虽然 不 改变 电位 函数 的 大 小 ,但 是 却 使 电场 强度 的 大 小 在 w 平面 上 为 = 
平面 上 相应 值 的 | f(z)|“' 倍 。 

因为 导体 表面 十 的 面 电 荷 密 度 p, = 了 ,= eE, ,所 以 ,经 过 保 角 变换 后 ,导体 表面 的 面 电 荷 
密度 大 小 在 ww 平面 上 为 > 平面 上 相应 值 的 | 六 (=)j“ 倍 。 

(3) 保 角 变 换 前 后 ,导体 表面 上 的 电荷 总 量 保持 不 变 

设 C 为 z 平面 上 导体 表面 的 曲线 ,而 C' 为 经 过 保 角 变换 后 w 平 而 上 导体 表面 相应 的 曲 
线 ,导体 表面 单位 长 度 的 C 和 C 上 的 电荷 景 分 别 为 Qc 和 Qs。 根 据 前 而 获得 的 保 角 变换 的 
性 质 ,有 


Qe = | Biadi = | eg = Qe 


(4) 保 角 变 换 前 后 ,两 导体 之 间 的 电容 量 保持 不 变 
为 保 角 变 换 前 后 两 导体 表面 的 电荷 总 量 和 电位 都 保持 不 变 , 因 此 ,变换 前 后 必 有 电容 不 
变 的 结论 。 这 一 结论 对 于 求解 较为 复杂 的 边界 问题 的 电容 是 很 重要 的 。 
2, 常用 的 保 角 变换 耳 数 及 其 应 用 
保 角 变换 法 特别 适用 于 边界 形状 较为 复杂 的 位 场 问 题 ,既然 它 把 = 平 而 上 的 拉 普 拉 斯 方 
程 变 换 为 ww 平面 上 的 拉 普 拉 斯 方程 ,那么 问题 的 关键 就 在 于 如 何 找到 一 个 能 把 给 定 的 较为 复 
杂 形状 的 边界 变换 为 较为 简单 形状 边界 的 保 角 变换 ,使 得 变换 后 在 w 平面 上 场 域 的 边 值 问 题 
可 以 较为 容易 地 得 到 解决 ,从 拉 普 拉 斯 方程 Y 印 (&,u) 加 上 边界 条 件 , 求 出 B(w,v) 后 ,再 通 
过 逆 变换 求 出 原 问题 的 解 Lu(z,y),v(z,y)]。 但 是 ,对 于 如 何 找到 一 个 合适 的 保 角 变换 
解析 函数 , 却 没有 一 个 普遍 适用 的 方法 。 以 下 介绍 儿 种 具体 的 保 角 变换 及 其 应 用 。 
(1) 对 数 函 数 的 保 角 变换 
设 对 数 函 数 为 


w=ERInz=utjv 


采用 极 坐 标 形式 ,变换 可 表示 为 


u=klnr 
v= 0 
显然 , 它 把 < 平面 上 以 原点 为 圆心 的 加 (7 = 常数 ) 变 换 成 mw 平 而 上 平行 于 虚 轴 的 直线 ,或 者 
把 = 平 而 上 过 原点 的 射线 变换 成 tw 平 而 上 平行 于 实 轴 的 直线 。 
例 5.20 如 图 5-27(a) 所 
示 , 内 .外 半 知 分 别 为 a。 和 5 的 于 .天 全 
同 轴 电 缆 加 有 电压 U。, 求 此 电 
绵 的 电位 分 布 和 单位 长 度 的 电 8 


容 。 eS 可 T 


解 ” 设 内 导体 电位 更 = 
Unu ,外 导体 电位 甸 =0。 利 用 < 
对 数 变换 w 二 ln z= w+jv， 
可 将 在 = 平 而 上 半径 分 别 为 a 办 
和 的 圆 变换 成 平面 上 的 平 
行 线 xi 和 xz ,如 图 5-27Cb) 所 


图 5-27 例 5,.20 图 
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示 。 由 于 保 角 变换 保持 电位 不 变 , 因 此 ,在 zm 平面 上 zi 和 ws 处 的 电位 分 别 是 Ue 和 10. 故 平 
行 板 电容 器 电位 


B= Ut Cr a) 
而 二 起 


通过 道 变换 可 以 得 到 z 平面 上 的 同 轴 电 缆 电 位 分 布 为 


p 


DO) Ut En hn) Ut nn 
同 轴线 单位 长 度 的 电容 
Co 0a) el -kn ky) 2re 
Ul 2 klna~klnp 也 
(2) 宕 函数 的 保 角 变换 
设 变换 函数 为 
wz =u 
其 中 p 为 实 常数 。 


采用 极 坐标 , 令 = = ro”, 有 


u=r’ cos pO 
v=7r" sin pe 
可 以 看 出 ,解析 变换 ww = zx 把 z 平面 上 与 正 实 轴 夹 角 为 9=x/p 的 角形 区 域 变 换 成 ' 平 
面 的 上 半 平 面 。 
例 5.21 在 两 块 成 任意 天 角 w 的 半 无 限 大 埋 想 导体 平板 的 角形 区 域内 ,有 一 与 导体 平面 
平行 的 线 电荷 密度 为 4 的 无 限 长 直 导 线 ,其 位 置 用 极 坐标 如 图 5-28(a) 所 示 。 没 两 导体 平板 
的 电位 为 零 , 求 角形 区 域 的 电位 分 布 。 


图 5-28 例 5.21 图 


解 ” 若 /a 为 整数 ,可 以 采用 镜像 法 求解 。 本 问题 中 的 夹 角 是 任意 的 ,一 般 不 能 用 镜 
像 法 求解 ,但 可 以 用 保 角 变 换 法 ,使 边界 形状 简化 ,从 而 易于 求解 。 采 用 早 函 数 变换 


/a 


w= 


式 中 w=re =u+iy 


z=re =7rtjy 


显然 ,以 上 变换 将 < 平面 上 的 角形 区 域 9=0 和 9 = a ,变换 成 ww 平面 上 的 上 半空 间 。 已 知 细 
导线 在 z 平 疝 上 的 位 置 是 2Z0 = rne% ,变换 到 ww 平面 相应 的 位 置 为 Wu = ri es ， 因 为 变换 
后 的 线 电 区 窗 度 A(0) -etajdudo= ear 3 dudy- p(s)drdy=A(), 
即 线 电 集 密 度 4 保持 不 变 。 

在 如 平面 上 ,可 用 镜像 法 求解 电位 ,如 图 5-28(b)。 设 。=0 的 平面 为 零 电位 参考 点 ,而 
镜像 线 电 敬 4 位 于 ty = 必 "e 处。 是 ae 平面 上 半空 间 的 电位 : 
R:_ 2 


KR! 2xey” www 
对 以 上 结果 进行 逆 灾 换 ， 后 和 训 间 l 电 应 呈 玫 

a 2 a) re- re 

$= Frei lm = 光 一 n) ee i 

以 上 例子 说 明 , 运 用 保 角 变换 法 的 关键 是 正确 选择 合适 的 变换 函数 ,使 原 问题 的 边界 形状 

人 人 有 叶 , 经 过 一 次 变换 后 问题 的 边界 形状 仍旧 较为 复杂 ,还 可 进行 多 次 变换 ,直至 变 


得 简单 荡 解 为 目 ， 


- ze 


"5.6 许 瓦 尔 论 -克利 斯 托 夫 灾 换 


如 前 所 述 , 保 角 变换 只 适用 于 一 维 静 电场 ,电位 分 布 满足 拉 普 拉 斯 方程 。 在 实际 应 用 中 ， 
对 于 大 量 简单 的 边 握 条 件 ,可 从 专门 书籍 中 查 到 相应 的 解析 变换 函数 。 但 是 有 些 问题 的 边界 
条 件 比 较 复杂 ,需要 多 次 运用 保 角 杰 换 才能 成 为 易于 求 出 电容 的 简单 边界 ,还 有 些 实际 问题 ， 
只 有 对 其 作 了 茜 些 近似 处 理 后 ,才能 获得 满足 工程 需要 的 答案 。 将 多 边 形变 换 成 矩形 (相应 于 
平板 电容 ) 是 … 类 具有 广泛 应 用 价值 的 保 角 变 换 , 许 丽 尔 效 (Schwarz} 和 克利 斯 托 夫 (Christof- 
fl) 各 自 独立 完成 了 这 类 问题 的 研究 。 

本 生 我 们 介绍 在 保 角 变换 中 起 着 很 大 作用 的 许 瓦尔 兹 -克利 斯 托 夫 变换 方法 。 它 在 应 用 
上 特 贡 重要 ,因为 它 使 我 们 能 够 写 出 一 -个 函数 (固然 ， 一 般 地 讲 ,只 能 写成 复 积分 的 形式 ) ,把 上 
半 平 血 保 角 变 换 成 预先 给 定 的 一 个 多 角形 区 域 。 尤其 是 许 杞 尔 兹 -克利 斯 托 夫 变 换 方法 在 求 
解 复杂 带 状 传输 线 参数 方面 方便 而 且 有 效 。 

我 们 知道 , 罕 函 数 


人 
有 这 样 的 性 质 : 它 把 z 平面 上 以 z .0 为 项 点, 张 角 为 a(0 志 a 所 27) 的 角形 区 域 变换 成 wv 平面 
上 以 w -0 为 顶点 . 张 角 为 pa 的 人 角形 区 域 。 因 此 ,变换 

人 (5.6.1) 
将 + 轴 上 的 x 点 [如 网 5.29(a)] 变 换 成 志平 而 上 的 zw 点 ,z 平 而 的 上 半 平 疝 变 换 成 平面 
上 在 ze 点 的 张 角 为 
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的 角形 区 域 [图 5-29(b)]。 


三 平面 
of 
(wy {bh) 
图 5-29 
变换 (5.6.1) 可 由 方程 
各 -= 至 (za (5.6.2) 


确定 。 这 个 角形 区 域 可 以 看 成 是 一 个 特殊 的 多 角形 区 域 。 由 此 使 我 们 想到 ,把 上 半 平 面 变换 
成 一 般 的 多 角形 区 域 (如 图 5-30 所 示 ) 的 变换 是 否 能 用 下 列 方程 实现 


和 = (5.6.3) 
上 和 式 中 c 是 复 常数 , rz、……、z, 和 aaz、、as 都 是 实 的 常数 ,是 zi<zz<…<xzr。 下 面 


我 们 来 验证 这 一 点 。 
让 = 从 的 左边 沿 z 轴 向 右 移动 ,从 面 观察 点 ww 的 轨迹 。 由 式 (5.6.3) 得 


arg dw 一 arg ct (Si)are(s -a)+ (2-1)ag(s—z)+ .+ 


(1)are(s -2.) targ dz (5.6.4) 
可 以 看 出 ,在 z 没有 达到 <i 以 前 ,上 式 右 边 的 每 一 项 都 不 变 , 表 明 dw 的 帽 角 保持 不 变 , 即 像 


点 沿 一 条 直线 移动 。 但 是 , 当 z 经 过 x, 时 , 差 值 > -x, 发 生 从 负 到 正 的 突变 ,arg (x - x ) 变 
化 了 一 ,而 其 他 各 项 都 没有 变化 ,因此 ,arg dw 改变 了 


a) Dr 
从 图 5-30(a) 可 以 看 出 ,x - ai 是 w 在 顶点 wi 开始 沿 着 多 角形 下 一 条 边 的 方向 移动 所 必须 转 


y 


过 的 角 , 即 是 多 角形 的 外 角 。 在 z 从 >i 变化 到 zz 的 过 程 中 ,(5.6.4) 式 右边 的 每 -项 都 不 
变 ,也 就 是 dre 的 幅 角 保持 不 变 ,因此 w 沿 着 直线 移动 。 当 = 经 过 rs 时 ,这 时 = 一 x 发 生 从 
负 到 正 的 突变 ,arg(z= - xi) 变 化 了 - r, 而 其 他 各 项 都 没有 变化 ,结果 ,argdzo 又 改变 了 -az ， 
而 这 刚好 是 w 在 顶点 ws 要 到 达 多 角形 下 一 条 边 的 方向 所 必须 转 过 的 角 。 依 次 下 去 , 当 = 经 
过 整个 z 轴 时 ,ze 则 沿 着 多 角形 的 周边 移动 ,而 多 角形 的 各 边 转 过 的 角 依 次 为 r- ci,r- aa， 
ons 出 于 当 = 沿 z 轴 从 左 向 右 移动 时 ,上 半 平 而 留 在 它 的 左边 ,因而 当 ww 从 rw 到 wa: 
沿 着 多 角形 的 周边 移动 时 , 留 在 它 的 左边 的 区 域 就 是 上 半 平 向 映射 成 的 多 角形 区 域 。 将 变换 
(5.6.3) 改 写成 积分 的 形式 

tw = 四 (dx (5.6.5) 


0 


其 中 zo ce 与 c 是 三 个 待定 的 复 常数 , 且 多 角 崩 内 角 之 和 满足 i” 三 (n 一 2)x 。 现 在 我 们 
看 看 如 何 确定 (5.6.4) 式 的 待定 常数 ,才能 将 上 半 平 面 变换 成 一 个 已 知 的 多 角形 。 首 先 应 当 适 
当地 选取 xz; 的 值 ,使 (5.6.4) 式 把 上 半 平 而 变换 成 的 多 角形 与 给 定 的 多 角形 相似 。 我 们 知道 ， 
两 个 多 角形 相似 的 条 件 是 对 应 角 相 等 且 对 应 边 成 比例 。(5.6.4) 式 已 经 满足 了 对 应 角 相 等 的 
条 件 。 由 相似 条 件 容易 知道 ,x, 中 只 能 有 三 个 可 以 任意 ;其 次 经 过 线性 变换 , 即 通过 选 定 复 常 
数 。 与 ci 的 值 ,使 这 两 个 多 角形 重合 。 

以 上 车 通 多 边 形 的 许 瓦尔 获 - 克 利 斯 托 夫 变换 式 (5.6.4) 是 远 不 能 满足 实际 问题 的 条 件 与 
要 求 的 。 比 如 有 时 我 们 选 服 作为 多 角形 的 一 个 硕 点 的 象 。 另 外 还 有 < 而 上 的 广义 多 角形 
的 情形 。 此 时 变换 式 (5.6.4) 必 须 作 相应 的 调整 。 


(1) 当 zi = oo 
此 时 ,只 需 去 掉 相 应 的 因子 (z - z,)*'!, 则 变换 为 
可 | 


(5.6.6) 


由 于 变换 式 (5.6.5) 中 被 积 函 数 比 (5.6.4) 减 少 了 一 个 因子 (2 - xz, )-:， 因 此 求 原 函 数 的 过 程 
将 被 简化 。 在 实际 应 用 中 ,可 以 利用 以 上 积分 简化 许 瓦尔 兹 -克利 斯 托 夫 变换 。 

(2) 变 态 多 角形 的 情形 

在 实际 问题 中 ,我们 经 常 遇 到 的 多 角形 是 变态 多 角形 ,也 就 是 说 , 它 的 顶点 有 一 个 或 多 个 
在 无 穷 远 。 对 于 已 知 的 变态 多 角形 , 许 瓦尔 兹 -克利 斯 托 夫 变换 式 (5.6.4) 仍 然 有 效 ,只 需 把 项 
点 在 无 穷 远 处 的 那 两 条 直线 的 交角 ,用 这 两 条 直线 在 有 限 点 处 的 那个 交角 反 号 代替 。 

例 5.22 有 两 块 一 端 变 成 直角 形 的 导体 板 , 中 间 有 一 小 缝 ,如 图 5-31(a) 所 示 。 设 导体 板 
在 y 轴 和 z 轴 方向 的 长 度 远大 于 两 导体 板 间 的 距离 a , 左 导体 电位 为 Vo ,右边 导体 接地 。 求 
两 板 间 电位 分 布 。 

解 这 是 一 个 广义 三 角形 , 取 如 下 的 许 瓦尔 效 变 换 : 

gu 


z= kw + (wD) dw + ei = 十 二 


+ ci = 大 arccosh we + el 


由 =0,zo =0 及 za 刘 ,w =1, 得 


c= 总 下 =j 全 
故 
z=j—arccosh w +3 
或 
w’ =eosh( — ji tj 入 )=sin( zs 
容易 找到 在 w 平面 上 的 复 电 位 为 
Vv 
w=—lnw 
开 


忆 的 虚 部 代表 电位 函数 。 于 是 在 = 平面 上 


Vo ( x ) 
Tu nlsin—z 
nz a 


因此 ,电位 
Cm cosh Ey + jcos Ezcosh Ey) ] 
V, cos Treosh Ty Vv 
= arctanh 四 一 Earetanh [cot 三 —rtanh 五 ) 
sin wsinh wy7 


“5.7 格林 函数 法 


格林 函数 法 是 求解 非 齐 次 二 阶 偏 微 分 方程 的 得 力 方法 。 它 属于 积分 方程 法 , 邑 通 过 求解 
关于 待 求 函 数 的 积分 方程 来 获得 微分 方程 的 解答 。 得 到 的 解 式 为 积分 形式 。 与 此 相对 照 ,分 
离 变 量 法 是 求解 微分 方程 ,得 到 的 解 式 为 级 数 形式 。 

为 了 介绍 这 种 方法 ,首先 需要 回顾 一 种 广义 函数 一 一 狄 拉克 5 函数 。 


一 \ 人 函数 的 性 质 
令 r 和 分别 表示 场 点 和 源 点 的 位 置 矢量 ,R= |r -+'|( 参 看 图 1-21), 则 


ee (r=r) 
rr) 0 (rr') 


或 本 为。 SR = | (R-0) 


[ 
| (CRz0) 
8S(z-zr sy )8(z- > ) (直角 坐标 系 ) 
Br 7)= Dep- plg- 9p)6(z-z) (圆柱 坐标 系 ) (5.7.D 
10)3(09-0)8(9 9)  ( 球 准 标 系 ) 
6 函数 有 如 下 性 质 ; 
oa ll (7x 点 在 = 内) 
sc-rar= (站 在 外 ) (5.7.2) 
frelr—r)= fr)a(r-r) (5.7.3) 
JIAr) (点 在 r 内 ) 
J D8Gr -rdr = 必 仿 在 “名 《3 男 数 的 取样 特性 ) 《5.7.4) 
Br 一 r)=S(r 一 r) (3 函数 对 于 场 点 和 源 点 的 对 称 性 ) (5.7.5) 


二 、 点 电荷 的 6 函数 表示 “格林 函数 


点 电荷 的 数学 模型 是 一 个 体积 无 限 小 (ro = 0) 而 密度 (pu ) 无 限 大 ,pc ro= 9 的 电荷 ,这 从 
如 函数 的 图 像 。 如 果 我 们 把 位 于 的 点 电荷 表示 为 g6(r - 六) ,就 可 把 这 种 不 连续 的 电荷 
分 布 在 数学 形式 上 “连续 化 "。 于 是 ,点 电荷 的 位 场 y 在 包含 r= * 点 在 内 的 区 域 中 满足 如 下 
的 泊 松 方程 


Y= 
可 见 ,3 函数 的 引入 使 点 电荷 的 位 场 可 以 像 连续 分 布 电荷 的 位 场 一 样 地 处 理 。 如 若 不 引入 6 
函数 ,就 只 有 挖 去 奇 点 (点 电荷 所 在 的 + =" 点), 在 天 r' 的 区 域 中 求解 拉 普 拉 斯 方程 9 ?一 
0。 
我 们 已 知 无 异 空 间 ( 或 自由 空间 ) 中 位 于 的 点 电荷 a =1 的 位 场 为 生 = 了 去 (e 为 无 限 
大 均匀 介质 的 介 电 常 数 ), 殉 的 。 信 


Sr—r’) 
[3 


G=eV= 让 (5.7.6) 


就 是 无 界 空间 的 格林 函数 ,所 以 格林 函数 可 以 理解 为 就 是 单位 点 源 的 位 场 。 用 工程 术语 ,格林 
函数 就 是 系统 的 冲 激 响应 ,在 系统 理论 中 相当 于 系统 的 转移 画 数 或 传递 函数 (这 里 的 “系统 应 
理解 为 媒质 和 边界 都 给 定 的 一 个 空间 )。 格林 函数 法 求解 的 基本 思想 就 相当 于 把 冲 激 函 数 
(点 电荷 ) 同 系统 的 冲 激 响应 (格林 函数 ) 相 乘 , 再 对 源 区 积分 ,得 到 的 “总 响应 "就 是 泊 松 方程 
(5.7.8) 的 解 。 
可 以 证 明 ,(5.7.6) 式 确 是 方程 
VG(r-r)= -6(r-r) 或 VG(R)= -6(R) (5.7.7) 


的 解 。 当 r 冯 x, 有 


积分 两 次 得 
* 167: 


;=C 
6 


为 了 确定 常数 C, 做 一 个 R=|1r 一 r |= RR 的、 以 源 点 (x ) 为 球 心 的 小 球 。 在 球体 积 z 中 对 
(5.7.7) 式 的 两 边 进行 体积 分 
| ViGdr -| V. (VG)dr = 中 ve ‘ds =—| 3CR)ar 


将 G(R)= 在 代 人 ,得 
-总 eng3- -1 


< 

故 (5.7.6) 式 是 方程 (5.7.7) 的 解 。 
对 任何 非 齐 次 二 阶 偏 微 分 方程 都 可 定义 其 相应 的 格林 函数 ,只 须 把 其 非 齐 次 项 换 成 8 函 
数 来 求解 即 可 得 到 。 在 静态 电 ( 磁 ) 场 中 我 们 关心 的 非 齐 次 偏 微分 方程 是 泊 松 方程 ,在 时 变 场 


中 则 是 非 齐 次 标量 波动 方程 ( 参 6.10 节 )。 


三 、 用 格林 函数 法 求解 泊 松 方程 
设 待 解 的 位 函数 更 满足 泊 松 方程 
VB=-£ (5.7.8) 
则 其 相应 的 格林 函数 G 应 满足 式 (5.7.7)， 
VG= -6(r-r’) 


用 已 秉 以 (5.7.8) 式 ,名 乘 以 (5.7.7) 式 ,得 
G VB= -EE, ByvO=- Wr-r) 
把 两 式 相 减 并 在 所 欲求 解 的 区 域 * 中 积分 : 
| (GvV® -BVG)dr =--| E+ ematr-rdr 
把 上 式 左 边 代 人 格林 定理 (2.8.4) 并 利用 8 函数 的 性 质 (5.7.3) 一 (5.7.5), 上 式 就 变 为 
(6 强 -9 凑 jas =-f 从 + on) 
于 是 得 到 泊 松 方程 的 积分 解 式 
P(r) = | 执 +$ (6G 强 - 6 扰 ]as 
= Ea +$ [er) SO +r er) er]as (5.7.9) 
上 式 右边 的 面积 分 和 体积 分 就 分 别 是 解 式 的 齐 次 部 分 B, 和 非 齐 次 部 分 更 |。 体积 分 更 代表 
所 论 的 体积 r 中 的 电荷 (如 果 存 在 的 话 ) 对 > 点 电位 的 贡献 , 它 满足 V 码 , = - po; 面积 分 @， 
代表 r 的 全 部 边界 面 S 上 的 源 的 贡献 。S 有 时 是 真实 的 物理 界面 ,有 时 只 是 人 为 划 定 的 计算 
表面 ,此 时 S 上 的 源 实际 上 是 5 之 外 的 源 在 S 上 的 等 效 源 。G, 满足 V'5, =0。G, 和 的 
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选 加 使 @ 在 给 定 的 边界 条 件 多 | 和 3 。 之 下 满足 泊 松 方程 (5.7.8)。 


根据 ps = ~ eo 3 时,(5.7.9) 式 面积 分 中 的 第 一 项 相应 于 S 上 的 面 电 荷 对 位 值 的 贡献 ,而 
后 一 项 则 相应 于 电 侦 层 ( 即 相距 /0 的 两 屋 等 密度 的 异 竹 电 荷 ) 对 位 值 的 贡献 (证 明 从 咯 )。 
(5.7.9) 式 要 求 在 边界 上 @ 和 3 都 是 已 知 的 。 这 一 要 求 过 高 ,致使 (5.7.9) 式 不 实用 。 


格林 元 数 法 的 便利 在 于 我 们 可 以 通过 使 G 满足 更 简单 的 .如 下 的 齐 次 边界 条 件 来 消除 
(5.7.9) 式 两 项 面积 分 中 的 一 项 。 
当 已 知 的 边界 条 件 是 @|s 时 , 称 为 第 一 类 (Dirichlet ) 边 值 问 题 。 此 时 为 了 消除 未 知 的 


经 | 项 ,我 们 可 要 求 G 在 S 面 上 满足 齐 次 边界 条 件 
Gls=0 {5.7.10) 
当知 加 | 时 , 称 为 第 二 类 (Neumann) 边 值 问 题 ,此 时 为 了 消除 未 知 的 Ce s 项 ,我 们 
可 要 求 G 在 S 面 上 满足 如 下 的 齐 次 边界 条 件 : 


aG 
9n 


=0 (5.7.11) 


s 


当 已 知 的 边界 条 件 是 3 + a@ =/, 称 为 第 三 类 边 值 问题 ,此 时 应 要 求 $B 在 S 上 满足 


(给 +o0)| =0 (5.7.12) 


这 样 ,(5.7.9) 式 的 面积 分 项 就 会 被 简化 为 一 项 : - 中 /CdS( 扒 导 从 略 )。 


当 边 界面 $ 无 限 扩大 (半径 Reo ) 而 包容 全 空间 时 ,应 要 求 G 满足 有 限 性 条 件 ( 即 要 求 
G 在 无 限 远 处 是 正则 的 , 意 为 G 减 小 的 速率 不 低 于 尺 -1)， 

Jim RG 有限 值 (5.7.13) 
这 样 ,(5.7.9) 式 的 面积 分 项 就 会 完全 消失 。 满足“ 边界 条 件 "(5.7.13) 的 方程 (5.7.7) 的 解 就 
是 无 界 空间 的 格林 函数 。 

从 以 上 的 分 析 可 以 看 出 ,只 要 能 根据 给 定 的 边 值 问题 类 型 求 出 满足 相应 的 简单 边界 条 件 
(5.7.10)~(5.7.13) 的 格林 函数 G, 则 下 的 积分 解 式 中 就 没有 未 知 函数 了 , 剩 下 的 就 只 是 积 
分 计算 问题 。 所 以 ,格林 函数 法 的 一 个 首先 要 解决 的 问题 是 如 何 求 出 或 构造 出 合乎 要 求 的 格 
林 函 数 。 


四 ,构造 格林 函数 的 方法 


如 前 所 述 , 由 于 格林 函数 可 以 看 作 是 单位 点 源 的 “电位 ”, 因 此 ,在 给 定 的 边界 条 件 下 求解 
电位 的 解析 方法 :镜像 法 ,分 离 变量 法 (本 征 函 数 展开 法 ) ,复位 函数 法 , 保 角 变换 法 ,积分 变换 
法 等 等 ,都 可 以 用 来 构造 格林 序数 。 

我 们 之 所 以 不 直接 求解 电位 函数 ,而 是 转 而 去 求解 格林 函数 这 种 * 电 位", 就 是 因为 在 原 问 
题 的 边界 上 ,格林 函数 的 边界 条 件 更 简单 ,都 是 齐 次 的 ;而 且 其 场 源 只 是 一 个 单位 点 电荷 (在 二 
维 平面 场 就 是 一 根 单位 线 源 )。 把 格林 函数 代 人 积分 式 (5.7.9) 后 ,积分 问题 利用 计算 机 数值 
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计算 总 是 可 以 解决 的 。 
无 界 空间 中 的 格林 函数 就 是 (5.7.6) 式 。 因 为 它 显 然 满足 条 件 (5.7.13)。 事 实 上 ,该 条 件 


就 是 由 = 志 2R 导 出 的 : 当 R 一 co,RG= 入 :为 有 限 值 。 


有 限 区 域 中 的 某 些 格林 函数 可 利用 静态 场 边 值 问题 中 己 解 出 的 电位 函数 直接 写 出 。 例 
如 ,我 们 可 以 利用 由 镜像 法 求 出 的 电位 公式 直接 写 出 一 些 第 一 类 边 值 问题 的 格林 函数 。 这 类 
格林 函数 都 可 以 看 成 是 由 单位 点 源 的 场 G! 和 它 的 镜像 点 源 的 场 Gs 送 加 而 成 的 : 
G=Gr+Go 
G 和 GG; 相 加 使 得 G 在 所 论 空间 * 的 边界 面 S 上 满足 第 一 类 边 值 问题 所 要 求 的 齐 次 边界 条 
件 : 


Gls=(Gi+G:)|s=0 
1. 半空 间 的 格林 函数 
由 图 5-9 及 (5.4.1) 式 (把 式 中 的 R 和 RR' 分 别 用 RR, 和 Rs 代替 ,以 下 同 此 ) ,可 直接 写 出 
土 半 空间 的 格林 函数 为 : 


G=Gi+G: 1 | 1 -起 ) (5.7.14) 


- R! R, 
其 中 
Ri=[(z-zx) +(y-y) +s) 
R=[(z—x) +(y-y) +(z+ 2 
2. 球 内 外 空间 的 格林 浮 数 
利用 导体 球面 镜像 法 的 结果 (5.4.3) 和 (5.4.4) 式 可 直接 写 出 : 


一 -21/1 .2e 
G=Gi+Gs= 赤 (起 沪 ) (5.7.15) 


式 中 
有 = [天 +zr2 -2rr’eos 7]12 
R=[P+(2) -2zr( 人 je (5.7.16) 

我 们 总 是 以 R, 表示 场 点 到 单位 点 源 的 距离 , R; 表示 场 点 到 镜像 点 源 的 距离 。r 和 产 分 别 表 
示 点 源 和 镜像 点 源 至 坐标 原点 的 距离 。 虽 然 球 内 外 的 G 公式 形式 上 相同 ,但 是 点 源 和 镜像 的 
位 置 互 换 了 。r、r'、R, 、R;、y 的 具体 所 指 ,对 于 球 内 问题 应 根据 图 5-32(a) ,而 对 球 外 问题 应 
根据 图 5-32(b)。 

3, 圆柱 内 外 空间 的 格林 邓 数 

根据 导体 圆柱 面 镜像 法 ,参看 图 5-32b, 利 用 (5,4.6) 式 或 rh'=a? ,可 得 


1, R ,1 _R, 
-去 In -+ 庆 In 加 ， (圆柱 外 ) 
c-=G+Gn 和 (5.7.17) 
-二 n+ 二 nj 19 (圆柱 内 ) 
nr a-r 2x 大 一 Q 


对 于 圆柱 内 、 外 的 问题 , 仍 应 分 别 根据 图 5-32(a)、(b) 来 理解 Ri、R、r、r 的 含义 ,Ri、R; 也 
仍 按 (5.7.16) 式 计算 ,但 此 时 单位 点 源 变 成 了 单位 线 源 ,图 5-32 表示 的 是 平行 平面 场 ,Ri、 
R,、r.r 也 都 代表 的 是 二 维 平面 上 的 有 距 离 。 
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图 5-32 格林 函数 中 各 参数 的 会 义 
() 球 ( 国 柱 ) 内 问题 ;(b) 球 (圆柱 ) 外 问题 。 


4. 二 锥 的 半空 间 的 咎 林 肖 数 
当 图 5-11 中 线 电 荷 密度 为 A = 1 cym 时 ,(5.4.2) 式 所 表示 的 无 限 大 平面 上 方 的 位 函数 的 
e 倍 就 是 二 维 的 上 半空 间 的 格林 函数 ， 


= ipl lnl=1lnR: 
G=G +tG -3 R; R20 Rl (5.7.18) 
式 中 Ri=[(z—-zx) +(y~y 1] 
Ri=[(z—x) +(y+y) (5.7.19) 


需要 指出 ,虽然 上 面 我 们 求 格林 函数 时 利用 的 是 导体 表面 的 镜像 法 ,但 并 不 意味 着 只 能 解 
决 边界 面 S 是 导体 的 问题 。S 也 可 以 是 其 他 的 物理 表面 ,或 仅 只 是 一 个 计算 表面 。 我 们 是 出 
于 简化 积分 算式 (5.7.9) 的 需要 而 人 为 地 按照 G|s =0 的 齐 次 边界 要 求 来 构造 格林 函数 。 


例 5,23 求证 半径 为 a 的 球 内 的 点 电荷 9 在 球面 $ 上 的 电位 平均 值 为 1&-( 球 外 无 电 


drea 
荷 )。 
证 ”这 是 一 个 球 内 问题 。 参 阅 图 5-32(a) , 令 点 源 位 置 ~ = 六 ,利用 球 内 第 一 类 边 值 问题 


的 格林 函数 (5.7.15) 和 消去 了 G 3 多 项 的 (5.7.9) 式 ,得 球 心 电 位 为 


三 -人 去 让 - 放 ji- 中 e 冯 45 
因 z 为 球 内 空间 , 故 S 上 的 外 法 线 为 n= a,。 因 上 式 中 的 场 点 为 球 心口 点 , 故 *=0。 对 S 上 
的 面 源 而 言 ,r'=a 于 是 ,根据 (5.7.16) 式 在 球面 S 上 就 有 
3G- 验 | -1 (下 - a ) 
n gr | 4r9r \R! rR 
因 场 点 O 的 ~=0, 源 点 己 的 六 = 天 , 故 
民 =( 产 +z 一 2mroosy) =r =h 
R= [+ (2 -2 人 (和 jms] -全 = 有 


和 Ra edrr4 


_gl 1 $ 
因而 Ce -去 | 大 )* 中 4S 
球面 上 电位 的 平均 值 为 


1 


-a 
4ra’ 
r=0 a 


4ra(r tar 2ra cos y) 


r= 
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中 mdas= 和 2 


4re2 4rea 
例 5.24 已 知 半径 为 a 的 无 限 长 圆柱 面 上 电位 为 gs = B(a,q), 求 此 圆柱 内 外 的 电位 分 
布 。 
解 ”圆柱 内 外 的 格林 函数 形式 上 都 是 (5.7.17); 
a(p’+ 0 F200'Cos 7 


[mt+ 他) -2p Yo0s 7] 


2 


G(r )=G(p,p) -Bn 


当 p<a 时 n=@p, 而 p>a 时 n= 一 q,, 故 


3G _ .9G 
= 土 5 
ans ~ ap 


由 于 圆柱 内 外 无 电荷 , 故 由 (5.7.9) 式 得 
(op) = 中 3ce(e,p)ds =F ef SEB(a,9 Yd 


2 一 0 上 


= 一干 . 
pa 2ra a’+p’ -2ap cosy p>a:+ 


2 02 和 


1 ff” (a oPlap),, Se 
+ 9 
| 4 P>a:— 


2reolo a +p -2apcosy 
上 上 式 第 二 个 等 号 是 由 于 我 们 把 S 取 为 单位 长 的 圆柱 表面 。 

由 于 B(a,g) 可 以 是 任意 函数 形式 ,这 一 结果 可 用 来 计算 柱 
面 电 位 为 任意 的 二 维 分 布 时 空间 各 点 的 电位 。 例 如 曾 用 分 离 变 量 
法 求解 的 5.4 例 ,也 可 用 土 式 来 计算 。 

例 5.25 如 图 5-33 的 无 限 大 导体 平板 y=0 中 间 沿 z 轴 有 
一 细 颖 将 导体 板 一 分 为 二 。 两 板 之 间 加 电压 Lo ,利用 格林 函数 求 
空间 电位 分 布 。 

解 ”这 是 二 维 的 半空 间 的 问题 。 把 (53.7.19) 代 人 (5.7.18) 式 图 5.33 例 5.25 图 


可 得 
_1 Vr yryr yy 
G=—lIn 2 
Dr "Vr ry vy 
因为 所 论 区 域 z 为 上 半空 间 , 故 界面 土 m= 一 a, 


acG| _ acG| _1 [ -2(>-y) 2(y+y’) ] 
an ls By lyso drli(r—-zx) ty-yY (rr ) +(y+ty) y=0 


一 -了 
Tr) ty 


因 < 中 无 电荷 , 故 按照 (5.7.9) 式 有 


_ 0aGie__ PP GaG ， 
B(x,9)=— $ Be, 00as= -| Uo de’ 032dc 


= Uno (6=aretan 之 ) 
例 5.26 对 于 例 5.3 的 矩形 管内 部 空间 , 试 求 第 一 类 边 值 问题 的 格林 函数 。 
解 例 5.3 中 求解 的 怡 是 矩形 管 辟 上 电位 皆 为 零 时 内 部 空间 的 一 根 线 源 产生 的 电位 。 因 
此 ,只 需 在 $ 的 解 式 中 令 线 电荷 密度 A = 1 ,并 乘 以 eo ,得 到 的 就 是 所 求 的 格林 函数 : 
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sin Usin SI |sinh F(a — xo)sinh Fr (Sr zo) 
;x,y)=2 5 6 
G(x,y)= 元 


TO 


Tc 
” nsinh aa sinh “Lsinh SE(a — x) (xzoszr<a) 


综 上 所 述 ,格林 函数 法 的 基本 思想 是 : 先 求 得 场 点 对 单位 点 源 的 响应 ,再 对 源 区 积分 , 选 加 
出 场 点 对 所 有 源 的 总 响应 。 利 用 格林 函数 建立 的 泊 松 方程 的 积分 解 式 (5.7.9) 不 受 坐 标 系 的 
限制 ,物理 含义 显明 ,具有 普遍 意义 ,而 且 格 林 函 数 可 用 多 种 数理 方法 来 构造 。 格 林 函 数 的 用 
途 主要 是 用 来 建立 积分 方程 ,而 积分 方程 便于 用 数值 方法 计算 ,计算 机 技术 的 高 度 发 展 又 使 繁 
重 的 数值 计算 不 成 为 问题 。 所 有 这 些 优点 ,使 格林 函数 法 获得 了 广泛 应 用 。 


5.8 ”有 限 差分 法 


前 面 我 们 讨论 的 分 离 变 量 法 、 镜 像 法 、 复 位 函数 法 等 都 是 求解 边 信 问 题 的 解析 方法 。 解 析 
方法 要 求 问题 的 边界 形状 规则 , 即 能 与 某 种 坐标 系 的 方向 保持 一 致 ，,| 
实际 上 大 多 数 的 工程 问题 并 不 能 满足 这 种 条 件 。 对 于 不 规则 边界 的 
问题 ,只 能 用 近似 方法 求解 。 本 节 我 们 简略 介绍 有 限 差分 法 这 种 求 
近似 解 的 数值 方法 。 

有 限 差分 法 是 一 种 较为 容易 应 用 的 数值 法 。 其 基本 思想 是 把 求 
解 的 区 域 划 分 成 网 格 , 将 区 域内 连续 的 场 分 布 ,用 网 格 节 点 上 离散 的 n 
数值 解 代替 。 当 网 格 划分 得 越 细 时 ,离散 数值 解 就 越 接近 真实 解 。, 
以 下 我 们 介绍 用 正方 形 网 格 求解 二 维 平面 场 的 情形 。 

如 图 5-34 所 示 , 将 求解 区 域 划 分 成 正方 形 网 格 ,每 个 格子 的 边 
长 都 是 产 。 设 某 点 P 的 电位 为 B。 ,其 周围 网 格 节 点 P, , P;,P; 和 P, 的 电位 分 别 为 到 、 瑟 、 
Ba 和 B,。 下 面 我 们 来 推导 这 些 点 的 电位 之 闻 的 近似 关系 。 为 此 ,假设 电位 函数 到 (z,y) 在 
二 维 平面 上 满足 拉 普 拉 斯 方程 ; 


ee 
x 


图 5-34 


VB(r,y)=0 
利用 泰勒 级 数 将 电位 因数 B(xz ,y) 在 Po(zo,yo) 点 附近 近似 展开 为 


3 
Brnth, th er 二 (5.8.1) 
和 ar 
Ea 中 
更 (z0 一 丰 ，30)s 一 天 经 + 二 3 罗 -5 {5.8.2) 
以 上 两 式 相 加 得 到 
2 
Bltot hs) +t zn -hyo)2B+ he (5.8.3) 
类 似 地 可 以 得 到 
Bz th)+ Bz, mh)2D+e (5.8.4) 
ay 
再 将 上 述 两 式 相 加 ,有 
TTP Geo th yo) + Bro hy yo)+ 
gr oy hr 


Bros yo th) +t Dlro, yo —h) -4P(ro,y0)] 
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由 于 已 经 假定 
2 2 


所 以 ,我 们 最 后 得 到 
Bz0s90) =H [Oo th, yo) + Bro -hs yo) + (zo,y +h)+ B(xo,yo —h)] 


(5.8.5) 
式 (5.8.5) 表 明 , 拉 普 拉 斯 方程 在 某 点 (zu ,3 ) 的 近似 解 是 四 。 0 oo 
邻 点 值 的 平均 值 。 
现在 举例 说 明 应 用 式 (5.8.5) 来 求解 拉 普 拉 斯 方程 近似 解 的 本 
过 程 。 如 图 5-35 所 示 , 边 界 条 件 已 经 在 图 上 标 出 ,并 将 场 域 划分 0 


为 9 个 小 的 正方 形 网 格 ,共有 12 个 边界 节点 和 四 个 内 点 。 边 界 ! 

上 节点 的 电位 由 边界 条 件 给 定 ,而 内 点 的 电位 可 利用 先 代 法 由 式 55 so 虽 。 | 

(5.8.5) 求 出 。 为 此 ,根据 内 点 的 位 置 首先 假定 各 内 点 的 初始 电 

位 值 8, = @;=6,$, = @4=10, 这 些 假定 值 都 已 列 出 。 站 i 
接着 是 根据 这 些 假定 的 初始 值 ,利用 式 (5.8.5) 来 计算 钙 、 图 5-35 求 拉 普 拉 斯 方 很 近似 多 

$,、B, 和 B 的 改进 值 ,分 别 记 为 和 、@、 因 和 GB;, 即 


全 = 至 (0+0+10+6)=4 


0 


三- 各 (4+0+20+10)=8.5 
三 = 卫 (0+4+10+0)=3.5 
天 = 于 (3.5+8.5+20+0)=8 


以 上 电位 值 即 为 第 一 次 适 代 结果 ,它们 应 该 比 假定 值 更 接近 真实 值 。 再 进行 一 次 类 似 的 
迭代 过 程 ,可 得 到 更 加 精确 的 结果 , 记 为 时 、 虹 .到 和 ,它们 分 别 是 


本 = 于 (0+0+8.5+3.5)=3 

名 = 二 (3+0+20+8)=7.75 

加- 了 (0+3+8+0)=2.15 

B= (2.75+7.75+20+0) =7.625 


我 们 可 以 看 出 ,第 二 次 送 代 的 结果 与 第 一 次 的 差别 在 减少 ， 也 即 是 在 进一步 接近 电位 函数 的 
真实 值 。 反 复 进行 以 上 的 先 代 过 程 ， 送 代 结 果 同 前 一 次 的 值 就 越 来 越 接近 ， 即 与 真实 信 越 来 
越 接近 了 。 经 过 有 限 次 的 选 代 过 程 ， 前 后 两 次 的 送 代 值 总 是 可 以 达到 我 们 所 要 求 的 误差 范 


实际 工作 中 ,都 是 采用 计算 机 来 完成 迭代 计算 的 ,因此 我 们 可 以 将 电位 函 教 的 区 域 分 得 更 
细 , 设 定 一 个 允许 的 误差 范围 ,就 能 得 到 更 加 精确 的 电位 教 值 解 。 
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5.1 ”如题 5.1 图 所 示 , 有 一 长 方形 的 导体 梢 , 设 梢 的 长 度 为 无 限 长 , 梢 上 有 一 块 与 楼 丰 绝 
缘 的 盖 板 , 槽 的 电位 为 零 , 盖 板 的 电位 为 U,, 求 档 内 的 电位 分 布 。 

5.2 如题 5.2 图 所 示 , 两 相互 平行 的 无 限 大 导体 平面 ,相距 为 ,它们 之 间 有 一 厚度 可 祝 
为 零 的 导体 薄片 ,尺寸 由 y=4a 到 y=6(- 吕 <x<%)。 薄 片 与 上 板 相 接触 , 且 电位 为 Uo ,下 
板 的 电位 为 零 。 求 板 间 电位 函数 。 设 薄片 上 的 电位 按 线性 变化 ,中 = Uoy/d。 


题 5.1 图 题 5.2 图 
5.3 ”如 题 5,3 图 所 示 , 两 相互 平行 的 无 限 大 导体 平面 ,相距 为 < ,它们 之 间 有 一 与 = 轴 平 
行 的 线 电荷 gi(C/m) ,位 于 (0,d) 处 。 求 板 间 电位 函数 。 
提示 :把 z=0 的 平面 当 作 分 界面 ,分 别 求 两 个 区 域 的 解 ,然后 在 分 界面 上 匹配 边界 条 件 。 
在 =0 处 的 边界 条 件 为 
39 + 22 


3 一 
EP ody ad) 


题 5.3 图 题 5.4 徊 

5.4 ”如题 5.4 图 所 示 , 有 一 矩形 模 , 禧 的 电位 为 零 。 档 中 有 一 与 档 平 行 的 线 电荷 1 C/m， 
求 槽 内 电位 函数 。 

5.5 “方向 无 限 长 的 矩形 横 截 面 场 域 ,如 题 5.5 图 所 示 。 域 内 无 空间 电荷 分 布 。 已 知 边 
界 条 件 如 下 : 

在 y=0(0<z<a) 处 ,=0; 

@ 在 y=b(0<z<a) 处 ,中 =0; 

@ 在 z=0(0<y<5) 处 , 强 =0; 

加 在 z=al0<y<6) 处 ,多 = Bao 
求 场 域内 电位 分 布 。 

5.6 ”两 块 相互 平行 的 半 无 穷 大 导电 平板 , 板 间 距离 为 a。 题 3.5 男 


在 同一 端 各 取 a 名 长 , 折 成 直角 ,将 板 相对 ,并 设 中 间 贸 有 一 极 窑 的 绝缘 间隙 ,其 横 界面 形状 
如 题 5.6 图 所 示 。 域 内 无 空间 电荷 分 布 。 已 知 上 板 电 位 为 
名, 下 板 电位 为 0。 求 板 间 电位 分 布 。 

5.7 在 均匀 电场 吾 = auE 中 答 直 于 电场 方向 放置 一 导 。 。 
体 加 柱 ,网 柱 半径 为 a。 设 导体 放 人 前 ,导体 轴线 所 在 位 置 的 
电位 为 零 。 导 体 单位 长 总 电荷 为 零 。 导体 外 空间 无 电荷 分 布 。 于 
求 贺 柱 外 的 电位 函数 和 电场 强度 。 

5.8 在 一 电容 率 为 的 无 限 大 介质 中 沿 = 方向 开 一 个 半 
径 为 a 的 加 柱 形 空 腔 。 如 题 5.8 图 , 沿 x 方向 加 一 均匀 电场 吾 题 5.6 图 
= 一 a-Eo。 求 空 腔 内 外 的 电位 分 布 。 
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题 5.8 图 题 5.9 图 

5.9 ”如题 5.9 图 所 示 , 一 无 限 长 介质 圆柱 ,在 距离 轴线 ro(r。>a) 处 ,有 一 与 回 柱 平行 的 
线 电荷 g,(C/im)。 计 算 空间 各 部 分 的 电位 函数 。 

5.10 一 无 限 长 柱 形 空间 的 模 截面 为 房 形 , 扇形 的 圆心 角 为 8, 扇形 的 网 弧 半 径 为 5, 见 
题 5.10 图 , 柱 形 空间 内 无 空间 电荷 分 布 。 场 沿 柱 的 轴线 方向 不 变 。 已 知 外 圆柱 而 电位 为 名 ， 
两 侧面 电位 为 零 。 求 此 柱 形 空间 内 的 电位 分 布 。 

5.11 一 无 限 长 柱 形 空间 的 横 截 而 为 部 分 回环, 部 分 回环 的 圆心 角 为 8。 内 、 外 贺 弧 半径 
分 别 为 a 和 4, 柱 形 空间 内 无 空间 电荷 分 布 , 见 题 5.11 图 。 场 沿 柱 的 轴线 方向 不 变 。 已 知 半 
径 为 6 的 外 圆柱 面 电 位 为 go ,内 圆柱 而 和 两 侧面 电位 均 为 零 。 求 此 柱 形 空间 内 的 电位 分 布 。 
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是 5.10 图 是 5.11 图 

5.12 一 半径 为 a。 的 无 限 长 直 薄 导体 贺 管 沿 轴线 前 分 成 两 部 分 ,两 部 分 互相 绝缘 又 紧 密 
相近 ,如 题 5.12 图 所 示 。 上 半 部 分 电位 为 @, ,下 半 部 分 电位 为 - @,。 空 间 无 电荷 分 布 。 求 
导体 管内 、 外 空间 的 电位 分 布 。 

5.13 在 均匀 外 电场 中 ,垂下 于 电场 方向 放 辕 一 无 限 长 的 外 包 介质 层 的 网 柱 形 导 体 , 见 古 
5.13 图 。 导 体 的 半径 为 e ,介质 层 的 外 半径 为 5。 设 导体 放 人 前 ,导体 轴线 所 在 位 置 的 电位 为 
零 。 介 质 层 的 介 电 常数 为 el ,介质 层 外 部 区 域 的 介 电 常数 为 6。。 均 名 电场 的 电场 强度 为 E = 

"176.， 


Eoa:。 导 体 单位 长 度 的 总 电荷 为 堆 。 导 体外 无 自由 电荷 分 布 。 求 介质 层 内 .外 区 域 电位 。 


Eo 


CD 


题 5.12 图 题 5.13 图 

5.14 一 内 半径 为 a 的 半 无 穷 长 金属 圆 简 ,金属 简 底 与 圆 简 之 间 有 一 无 穷 窗 的 绝缘 。 已 
知 简 底 电位 为 go , 圆 简 电位 为 0。 人 入 内 无 空间 电荷 分 布 。 求 圆 简 内 的 电位 函数 。 

5.15 在 均匀 电场 E。 中 放 人 半径 为 a 的 导体 球 , 电 场 的 方向 和 极 轴 一 致 , 设 

中 导体 电位 为 Pi(V); 

名 导体 带电 量 为 Q。 

在 以 上 两 种 情形 下 计算 球 外 的 电位 。 

5.16 在 均匀 外 电场 中 ,放置 一 个 半径 为 a 的 介质 球 ,均匀 外 电场 的 电场 强度 E= Eoa,。 
球 内 ,外 介质 的 介 电 常 数 分 别 为 sf; 和 ez ,空间 无 自由 电荷 分 布 。 介 质 球 放 人 前 , 球 心 处 电位 
为 0。 求 介质 球 内 、 外 的 电位 和 电场 强度 。 

5.17 在 一 个 半径 为 a 的 球面 上 ,给 定 电位 分 布 (a,9) = Bo(1+eosg)。 球 内 外 均 无 
空间 电荷 分 布 。 求 此 球面 内 和 球面 外 的 电位 函数 和 。 

5.18 一 个 半径 为 的 介质 球 被 永久 极 化 ,具有 均匀 极 化 强度 P( 参 见 题 2.13 图 ) ,求证 ; 


加 球 内 的 电场 是 均匀 的 ,县 刀 = 儿 P; 


@ 球 外 的 电场 同一 个 位 于 球 心 的 电 偶 极 子 Pr [于 ] 产 生 的 电场 相同 ,上 
了 = 并 (oa2eosg+ ao sin 日 》 


(提示 :参照 例 4.10 的 解法 。) 
5.19 在 一 电容 率 为 < 的 无 限 大 介质 中 开 一 个 半径 为 的 球形 空 腔 。 如 题 5.19 图 , 沿 z 


| 人、 


题 5.19 图 
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方向 加 一 均匀 电场 E。。 求 空 腑 内 的 电场 E 和 空 腔 表 面 的 极 化 电荷 密度 。( 提 示 ;参考 例 4.10 
或 习题 5.18 的 解法 ) 

5.20 “一 点 电荷 4 与 无 限 大 导体 平面 距离 为 4, 试 计算 将 此 点 电荷 移 到 无 穷 远 处 ,所 需 作 
的 功 ? 

5.21 一 点 电荷 9 放 在 60* 的 导体 角 内 的 z=1,y=1 点 ,如 题 5.21 图 所 示 。 求 + =2， 
y=1 点 的 电位 。 

5.22” 试 证 明 :点 电荷 g 和 一 个 带电 量 为 Q 的 半径 为 R 的 导体 球 之 间 的 力 是 


R 
2 
Q+D 


bp{p -区 ) 
5.23 “一 与 地 面 平行 架设 的 圆 截面 导线 ,半径 为  , 离 地 高 度 为 h。 试 证明 导线 与 地 之 间 
单位 长 度 的 电容 为 


dreo 


2 
areosh{ < 

5.24 有 -无 限 大 导电 平板 ,中 间 有 一 链 蝗 ,将 其 一 分 为 二 , 在 这 两 部 分 之 间 加 上 电压 
Uo ,用 复 电位 法 求 空 间 电 场 分 布 。 

5.25 一 无 限 长 直线 (电荷 线 密度 为 ) ) 对 称 地 放置 在 弯 成 直角 的 接地 导体 平板 内 侧 , 导 
线 与 平板 平行 ,它们 之 则 的 臣 离 为 1 个 单位 , 试 求 此 直角 区 域内 的 电位 分 布 。 

5.26 如题 5.26 图 所 示 , 一 接地 很 深 的 开口 本 ,宽度 为 ,在 其 中 心 线 上 高 为 处 放置 一 
长 直 导线 ,电荷 线 密度 为 4 , 导 绥 与 槽 的 边 平行 , 求 此 槽 内 的 电位 分 布 。 
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题 5.26 图 题 5.27 图 题 5.28 图 
5.27 如 题 5.27 图 所 示 , 在 两 个 无 限 大 接地 平行 板 中 间 放 置 一 根 无 限 长 直 导 线 ,其 电荷 
线 密度 为 1 , 求 此 区 域内 的 电位 分 布 。 
5.28 ”如题 5.28 图 所 示 , 在 半 无 限 大 导体 附近 P(z“,y ) 处 放置 一 长 直 导线 ,其 电荷 线 密 
度 为 1 , 求 空 间 的 电位 分 布 ,并 求 当 z“= -a,y =0 时 ,导体 表面 上 的 感应 电荷 分 布 。 
* 5.29 ” 试 证 :在 无 电荷 的 区 域 中 ,任何 一 点 的 电位 值 等 于 以 该 点 为 球 心 的 任 一 球面 上 的 电 
位 的 平均 值 。 
5.30 已 知 一 半径 为 a 的 球面 上 电位 为 U(9,$) , 求 此 球 内 部 的 电位 分 布 。 
5.31 用 格林 函数 法 重 解 例 5.4。 
5.32 试 求 出 图 5.14 所 示 的 上 半空 间 中 半球 外 部 的 第 一 类 边 值 问题 的 格林 函数 。 
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第 6 章 ” 时 变 电 磁场 ”电磁 波 


迄今 为 止 我 们 所 研究 的 电场 和 磁场 可 用 如 下 四 个 基本 方程 来 描述 
VE= pleo VB=0 
VxE=0 | 
从 这 个 方程 组 看 ,电场 和 磁场 是 彼此 无 关 的 。 所 以 ,即使 对 于 静电 场 和 况 磁 场 同时 存在 的 情 
况 , 例 如 由 恒定 电流 产生 的 场 ,我 们 也 是 分 开 讨 论 的 。 这 是 静态 场 的 情况 。 而 时 变 的 电荷 . 电 
流 将 产生 时 变 的 场 。 麦 克 斯 韦 根据 法 拉 第 电磁 感应 定律 提出 的 涡 旋 电场 假说 表明 变化 的 磁场 
会 激发 电场 ,他 进而 提出 的 位 移 电 流 假说 又 表明 变化 的 电场 会 激发 磁场 ;电场 和 磁场 将 相互 为 
源 , 不 再 是 可 分 的 了 。 

既然 这 种 相互 作用 是 由 于 场 的 时 变 而 发 生 的 ,那么 相互 作用 的 程度 就 取决 于 时 变 的 快慢 。 
对 于 缓 变 场 或 准 静 态 场 , 电 ( 磁 ) 场 的 源 还 主要 是 电荷 (电流 ) , 场 强 的 分 布 仍 主要 由 基于 库仑 定 
律 、 比 奥 一 沙 伐 定 律 的 方程 组 (6.1.1) 所 描述 。 对 于 变化 越 迅 速 的 场 ,电场 和 磁场 由 相互 感应 
而 激发 出 的 场 越 强 。 这 种 感应 场 将 不 可 能 完全 由 (6.1.1) 中 的 方程 所 描述 。 

上 述 的 两 个 假说 直接 导致 了 著名 的 麦克 斯 韦 方程 组 。 它 对 宏观 电磁 场 的 运动 规律 作出 了 
完整 的 概括 ,是 从 牛顿 力学 直到 爱 因 斯 坦 相 对 论 的 提出 这 段 时 期 中 物理 学 史上 最 重要 的 理论 
成 果 。 以 麦克 斯 韦 方程 组 为 核心 的 经 典 电磁 理论 已 成 为 研究 宏观 电磁 现象 和 现代 工程 电磁 问 
题 的 基础 。 

本 章 首先 介绍 了 麦克 斯 韦 的 涡 旋 电场 .位 移 电 流 假说 ,并 由 此 导出 了 麦克 斯 韦 方程 组 和 它 
在 电磁 边界 上 的 形式 ;然后 介绍 了 最 基本 、 最 常见 的 时 变 场 一 一 时 谐 场 及 其 复数 表示 法 以 及 反 
映 电磁 能 量 流 动 规律 的 孩 印 廷 定理 ;由 麦克 斯 韦 方 程 组 又 进一步 导出 了 场 量 的 波动 方程 以 及 
位 函数 的 波动 方程 ,并 介绍 了 电磁 波 的 一 般 概 念 。 在 本 章 的 最 后 几 节 详细 介绍 了 求解 齐 次 和 
非 齐 次 标量 波动 方程 的 解析 方法 。 它 们 是 学 习 平面 波 、 导 行 波 和 天 线 辐射 场 的 数学 基础 ;最 
后 ,简单 介绍 了 在 时 域 直接 求解 才 克 斯 韦 方程 组 的 数值 方法 。 


6.1 电磁 感应 涡 族 电场 


在 奥 斯 特 发 现 电流 的 磁 效应 的 启发 下 ,法拉第 经 过 近 十 年 的 大 量 实验 ,终于 发 现 了 电磁 感应 定 
律 。 参 看 图 6-1, 一 个 空间 导电 回路 C 所 包围 的 磁 通 6 由 于 某 种 原因 发 生 \ ” 2 


(6.1.1) 


变化 时 ,回路 C 中 会 感应 出 电流 i, 说 明 回路 中 感应 (induce) 出 了 电动 势 。 
(也 称 为 反 电动 势 。)。 法 拉 第 总 结 出 。 和 名 之 间 的 数量 关系 为 

e=- 胜 (6.1,2) | CT [ 
这 就 是 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 式 中 的 负 号 表示 感应 电动 势 的 方向 总 是 
使 感 生 电流 的 磁场 阻碍 产生 它 的 磁 通 变化 ( 楞 次 定律 )。 图 6-1 电磁 感应 定律 


e 的 正方 向 和 C 的 绕 行 方向 一 致 。 磁 感应 B 的 正方 向 规定 与 此 无 。 ”中 的 正方 向 需 定 
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关 , 是 任意 的 。 但 是 , 按 1.3 节 中 开 曲 面 S 的 法 线 规定 ,C .e 的 正方 向 同 # 的 正方 向 构成 右 旋 
关系 ,因而 也 必然 同 穿 过 S 的 磁 通 鱼 = Ja “adS 的 正方 向 构成 右 旋 关系 。 
卖 克 斯 韦 提出 的 感应 电场 或 高 旅 电场 假说 更 进一步 指出 了 电磁 感应 现象 的 实质 ;是 变化 的 磁 


通 在 它 所 在 的 空间 中 感应 出 了 连续 存在 的 涡 旋 电 场 ( 记 为 E), 它 与 导体 回路 是 否 存 在 无 关 ， 导 体 
回路 只 不 过 使 我 们 感觉 到 这 个 电场 的 存在 因而 ,对 二 这 个 空间 中 任 取 的 闭合 曲线 (都 应 有 


< 中 Ed =- 这 《6,1.3) 


感应 电动 势 不 过 是 这 个 涡 旋 电场 的 环 量 。 这 正如 3.2 节 中 指出 的 :电动势 等 于 非 保守 场 
(局 外 场 ) 的 环 量 。 此 处 的 非 保守 场 就 是 涡 旋 电场 。 如 果 媒质 是 导电 的 ,这 个 训 旋 电场 就 将 引 
起 涡 旋 电流 (例如 铁心 中 的 “ 满 流 ")。(6,1.3) 式 可 进一步 写成 如 下 形式 ， 


FE-d =- fa.as (6.1.4) 


因为 时 放 在 积分 写 之 外 ,(6. 1.4) 式 是 个 普遍 适用 的 表达 式 ,包括 使 磁 通 变化 的 所 有 时 变 因 
素 。 下 而 我 们 把 这 个 一 般 表达 式 作 进 一 步 的 分 解 ， 

为 了 不 失 一 般 性 地 计 和 产生 “ 的 所 有 各 种 因素 , 须 假设 回路 C 对 于 磁场 是 有 相对 运动 的 
(这 个 运动 可 能 是 一 个 假想 的 闭合 曲线 5 所 在 的 媒质 或 系统 在 相对 于 伐 场 运动 ,也 可 能 是 一 个 
导体 回路 C 本 身 在 移动 ,转动 ,变形 ……),C 上 各 点 的 速度 可 以 不 同 ,是 b 也 可 以 是 时 变 的 。 

设 上 和 # + At 时 刻 回 瞩 的 位 置 分 产 如 图 6-2 中 的 C 和 和 "所 示 。 
所 包围 的 曲面 S(t) 在 :+At 时 刻 扩张 为 最 终 边 线 包围 的 盆 形 曲 
面 Stt+AD=S+ Si,S, 为 边线 C 在 Ar 时 间 内 扫 过 的 面积 ( 它 是 位 
于 人 和 之 问 的 环 状 带 ), Si 上 的 -- 个 由 连 度 为 (4) 的 线 元 抽 在 
At 时 间 内 扫 过 的 面 元 就 是 图 中 阴影 所 及 的 ds, 

ds,— (CbAt}x di {6.1.5) 

该 面 元 矢量 的 方向 是 按照 1 ,3 节 中 的 规定 : 开 表 面 上 所 有 的 面 元 法 线 
的 指向 应 同 开 表 面 的 边线 走向 成 右 旋 关系 , 于 是 华图 6-2 所 承 的 情况 图 6-2 运动 回 
下 ,“ 盆 壁 "S, 上 的 面 元 矢量 应 司 “ 笋 底 "S(:) 上 的 面 元 . 样 指向 分 外 路 中 的 计算 
( 若 b 反 应 , 则 是 指向 笋 内 )。 


利用 各 (a 6)= 4 齐 + 8. 疆 (这 普 不 叭 自 证 ), 相 得 


=- Llp.ds=- i dB.gs_fp.d 
“一 po dS = J dr “dS |s di ‘5 (6.1,6) 


上 式 右边 第 二 项 实际 上 是 保 竺 首 + 时 刘 的 值 ( 4) 不下 而 仅仅 由 于 积分 下 而 5(4) 变 为 St 
+At) 所 引起 的 碰 通 变化 素 人 的 极限 ,其 中 Am, 止 是 穿 过 父 8， 的 们 通 量 , 显 热 它 应 接 1 
时 刻 的 仿 (7) 来 计算 ， 


人 
上 小 


a0. .65, S| sas: 
fl Bd 
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上 式 的 后 两 个 等 号 是 考虑 世面 积 增 基 S;, 是 S 上 的 各 个 面 元 dS 扩张 的 结果 。 把 上 式 代入 
(6.1.6) 式 ,就 有 

+ dB, 
a df 
{6.1.7) 式 表明 ,运动 回路 中 的 感应 电动 势 可 以 看 成 是 两 部 分 组 成 的 :一 部 分 是 单纯 由 磁场 的 
变化 感 生 的 ,通常 也 称 为 感 生 电动 势 (e, ); 另 -部 分 是 单纯 由 于 回路 的 运动 产 牛 的 ,通常 也 称 
为 动 生 电动 势 (e,)。(6.1.7) 式 也 可 写成 


ds + Cx Be dl = ere, (6.1.7) 
人 


已 三 一 


Ts . 
fe = (6.1.8) 
笠 项 得 
中 (ax dr 一- 主 ，as (各 分 形式 ) (6.1.9) 
Vx(E -vxB)-- 淘 (微分 形式 ) (6.1.10) 


《6.1.9) 和 (6.1.10) 式 就 是 运动 系统 中 用 场 最 表示 的 法 拉 第 电磁 感应 定律 。 
在 这 同一 磁场 中 ,如 果 该 系统 是 相对 静止 的 , 则 系统 中 的 任 一 闭合 曲线 C 由 是 静止 的 . 即 


4=0; 设 此 时 C 中 产生 的 感应 电动 势 为 <= 站 王 dl ,按照 (6.1.7) 式 ,就 应 有 


中 五 df -一 晶 ,us (积分 形式 ) (6.1.11) 
J 


VE 由 《微分 形式 》 《6.1.12) 
这 就 是 静止 系统 中 用 场 量 表 孙 的 法 拉 第 电 矿 感应 定律 。 它 表明 , 当 加 路 C 静止 不 动 时 ,其 中 
包 轩 的 磁 通 的 变化 仅 由 磁场 的 变化 省 起 - 
把 (6.1.10) 和 (6.1.12) 式 对 照 , 可 发 现 运 动 系 统 中 的 电场 多 了 -项 EE 一 vxB: 
E=Etv XB=E+E, 
电场 力 gE, 就 是 洛 仓 效力 。 在 4.1 节 中 我 们 就 曾 指出 过 它 本 质 上 是 一 种 电场 力 , 兽 称 EE 为 
“ 动 生 电场 ”. 因 为 它 是 只 有 运动 媒质 中 的 电 冰 才 能 “感觉 "到 的 电场 。 对 于 这 … 点 可 解释 如 下 : 
上 先 假设 磁场 是 恒定 的 ， 设 想 观察 者 以 运动 媒体 (或 称 运动 系统 ) 为 参照 系 , 随 普 媒体 或 系 
统一 起 在 磁场 中 运动 ,出 他 见 旬 的 媒 休 上 的 电荷 自然 是 前 止 的 。 市 静止 的 电荷 是 不 受 磁场 力 
的 .但 却 发 现 电荷 受到 了 作用 廊下 = qm x B. 丁 是 只 能 认为 下 是 一 种 电场 几 其 局 强 为 了 = 


吕 x 下 -如 果 媒 体 相 对 于 磁场 静止 ,u = 0. 当然 就 观察 (检测 不 到 这 个 电场 。 
再 考虑 磁 忆 是 亦 化 的 。 此 时 ,无 论 以 运动 的 或 静止 的 媒体 为 参照 系 ,都 能 观察 到 B 的 变 
化 以 及 由 蜡 所 感应 出 的 电场。 
一 个 最 简单 的 例子 是 图 6-3 所 示 的 在 怕 定 磁场 B 中 平 动 的 导体 桥 PQ。 吕 然 在 实验 室 中 
观察 (测量 ) 不 到 动 生 电 场 E,( 即 图 6-3 中 的 巨 ), 却 能 观察 到 它 的 效 点 : 随 棒 运 动 的 电 从 在 场 
强 为 = vx B 的 电 扬 的 作用 下 ,会 在 长 度 为 ! 的 棒 丙 并 积累 起 数 信 为 。= | .dt 的 电动 
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势 , 它 在 数值 上 等 于 被 局 外 场 ( 指 动 生 电场 )E, 分 别 搬运 到 PP、Q 端的 正 .负电 荷 形成 的 库仑 电 
场 (无 旋 场 ,保守 场 ) 的 电压 U ,而 U 是 能 够 在 实验 室 中 测量 到 的 。 

我 们 在 图 6-3 中 看 到 , PQ 棒 中 感应 电场 五 .感应 电动 势 。 的 箭 矢 和 表示 库仑 电场 到 .电压 
忆 的 箭 矢 的 指 疝 正 相反 ,但 它们 都 表示 正 电荷 受 力 的 方向 。 这 与 图 3-4 中 电源 内 的 情形 类 似 。 


a i 
图 6-3 重 直 于 磁场 运动 的 导体 榨 国 6.4 “法拉 第 图 和 
又 例如 图 6-4 所 示 的 法 拉 第 圆 盘 ( 单 极 发 电机 ) , 它 由 一 个 在 恒定 磁场 B 中 以 角速度 匀 
速 转动 的 金属 盘 ( 半 径 为 a) 和 外 接 负载 电路 构成 。 这 是 法 拉 第 最 早 设计 出 的 一 种 能 实现 其 
“从 磁 获 得 电 ” 的 愿望 的 装置 。 
把 OP 看 作 一 个 导体 棱 ( 如 虚线 所 示 ), 则 棒 上 距 盘 中 心 > 处 的 线 速度 为 = 四 xr= 
aror; 故 OP 之 间 积 累 起 的 电动 势 为 


e= [vx Ba=| 


wrBdr = J wpa’ 
， 


bar 也 就 是 该 发 电机 的 输出 电压 已。 这 个 电压 在 实验 窜 中 是 能 观测 到 的 。 


例 6.1 一 个 单 焉 矩形 线 框 的 长 、. 宽 分 别 为 上 和 忆 , 置 于 均匀 的 时 变 场 B -a,Bs sin wt 中 。 
起 始 时 刻 线 圈 平 面 的 法 线 与 y 轴 夹 角 为 e, 求 下 述 两 种 情况 下 ,线圈 中 的 感应 电动 势 ; 

(1) 线 圈 静 止 ; 

(2) 线 圈 以 角速度 绕 x 轴 旋 转 。 

解 ”按照 图 6- 5 中 所 示 的 法 线 = 的 方向 ,线圈 的 绕 行 方向 利 * 的 正方 向 应 是 已 一 PP 一 Pi 一 Pi 


图 6-5 在 时 变 磁场 中 旋转 的 矩形 线 围 


(的 立体 图 ;(b) 向 -上 轴 方 向 看 时 的 端 视图 ， 


(1) B=|B. ds = Sb, sin wt cosa 
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故 感 生 电 动 势 为 = 至 = -SB eos wtcosa 


{2) 方 法 一 分 别 计算 感 生 电 动 势 ew 和 动 生 电 动 势 e,。 

e. 已 在 第 1) 问 中 求 出 ,以 下 计算 e,。 参 看 图 6-5(b) 。 因 为 线 框 的 PP、PeP, 段 上 
vX BL di, 故 只 需 计算 其 余 两 段 上 的 积分 。 

= Fxa) -dl + (wx B) :dl 


_ we ， 1 we . 
= | {—n Sl X ayBo sin wt) * qrdr + ln 了 Xx ayBo sin wt) + adx 


=2 人 By sin wt sin a 
= wSBosim wt 
上 式 中 利用 了 a = wf。 总 的 感应 电动 势 为 
e=en te, =wSBo (sin: wt ~ eos wt ) = — wSBo cos2az 
e 为 正 时 P4 端 为 高 电位 。 
方法 二 、 利 用 e= -加 计 第 
在 史 (#) 表 达 式 中 ,把 所 有 的 时 变 因 素 全 部 列 出 ,然后 求 B(+) 的 时 间 导 数 : 


G7) = {B02) An{t)dS = B(1) cosa(i1)S = SB sin wt cos ol = 二 SB, sin 2ewt 


2 =— =- woBo eos2wt 


电磁 感应 现象 在 超导体 中 的 表现 是 很 典型 的 。3.2 节 中 曾 提 到 超导体 中 可 存在 持久 电 
流 :根据 电磁 感应 定律 ,这 会 导致 磁 悬 渗 。 例 如 把 一 根 小 磁 律 丢 进 一 个 超 导 铅 碗 ,二 者 的 相对 
运动 使 错 碗 中 产生 感应 电流 ,如 图 6-6 所 示 。 感 应 电流 的 磁场 是 抵抗 磁 棒 下 落 所 引起 的 磁 通 
变化 的 ,因而 将 对 磁 棒 产生 斥 力 。 磁 棒 越 下 落 , 铅 碗 中 感应 电流 越 大 ; 当 电流 增长 到 它 所 产生 
的 磁场 的 斥 力 与 棒 的 重力 相 平衡 时 , 棒 就 不 再 下 落 。 铅 碗 中 将 持续 着 这 一 大 小 的 涡 旋 电流 ,从 


而 维持 着 碘 场 ,形成 磁悬浮 。 若 是 一 般 导体 , 因 有 电 胃 , 棒 还 将 一 直下 落 , 使 穿 人 铝 硫 的 磁 通 持 
超 导 物 体 置 于 铁 磁 体 之 上 ,同样 会 其 浮 ,例如 列车 的 巧 浮 。 
此 外 ,由 于 超导体 内 部 EE 总 为 零 ,根据 电磁 感应 定律 ,其 体内 的 RU = 

SC WE 

导体 内 ,变化 的 磁场 会 被 它 感应 出 的 和 应 大 小 的 电流 所 产生 的 相反 磁 

场 完全 抵消 控 。 如若 不 然 ,未 被 抵消 的 变化 磁 通 还 会 继续 感应 出 反 电 。。 田 6-6 丰 居于 

过 超导体 ,如 图 6-7 所 示 。 不 但 如 此 ,即使 导体 内 原来 有 磁力 线 ,在 降温 而 进 人 超 导 状 态 后 ,这 

些 磁 力 线 也 会 被 排出 体外 ,这 就 是 1933 年 发 现 的 迈 斯 纳 效 应 。 这 说 明 在 向 超导体 转变 的 过 程 


续 变化 来 感 后 电动 势 .克服 电阻 ,才能 维持 电流 。 因 而 磁悬浮 现象 也 是 验证 超 导 物 质 的 一 个 证 
据 。( 当 然 , 有 实验 表明 ,通常 的 金属 导体 电阻 足够 小 时 ,也 能 出 现 轻 度 的 磁悬浮 。) 反 过 来 ,把 
伐 通 也 不 能 变化 ,否则 就 会 感应 出 反 电动 势 , 说 明 出 现 了 涡 旋 电场 而 

与 中 =@ 矛 慎 。 由 此 可 导出 超导体 内 磁场 也 必须 为 零 , 这 是 因为 在 超 

动 势 来 ,加 大 感应 电流 ,直至 磁场 被 完全 抵消 。 所 以 ,磁力 线 不 能 进 人 超 导 销 克 上 方 
超导体 。 而 在 超导体 外 部 , 超 导 表 面 的 感应 电流 的 磁场 与 外 磁场 迁 加 ,使 合成 的 磁力 线 总 是 绕 
中 ,由 于 导体 内 磁 通 发 生变 化 ,在 导体 上 感应 出 了 表面 电流 ,而 该 电流 的 磁场 完全 抵消 了 导体 内 原 
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来 的 磁场 。 因 此 ,超导体 具有 完全 的 抗 磁 性 ,这 一 特点 已 被 利用 来 制造 电磁 推进 船 等 许多 装置 。 


+ 4 H | 


图 6-7 超导体 样品 放 信 爸 声 中 一 一 超导体 的 完全 抗 磁性 
上 面 探讨 了 产生 感应 电动 势 的 多 种 因素 。 其 中 ,与 后 线 的 讨论 有 关 的 只 是 (6.1.8) 式 中 右 
边 的 第 一 项 , 即 回 路 不 动 而 磁场 在 变化 的 情形 。 因 为 本 书 主要 研究 时 变 场 的 分 布 ,电磁 波 的 传 
播 ,其 基本 问题 是 在 给 定 的 区 域 求解 场 的 方程 ,而 区 域 中 的 各 种 媒质 的 位 置 都 是 固定 的 。 


6.2 ”位移 电流 ”安培 定律 的 推广 


变化 的 磁场 能 产生 电场 ,变化 的 电场 是 否 也 能 产生 磁场 ? 对 这 一 问题 的 肯定 回答 是 麦克 
斯 书 的 又 一 大 贡献 。 


在 恒定 磁场 中 曾 指出 ,安培 定律 (4.2.10) 式 中 的 电流 了 必须 能 。 
穿 过 C 所 张 的 任意 曲面 , 即 了 必须 是 闭合 的 ;但 在 时 变 场 中 常 有 电流 em 
不 几 合 的 情形 ,如 图 6-8 所 示 。 如 果 分 别 按 穿 过 曲面 S, 和 5, 的 电 [| C 自 

| [ 


流 来 计算 ,(4,2.10) 式 中 $B . dl 的 值 应 分 别 是 poz 和 0, 但 同一 个 
线 积分 的 值 应 是 唯一 的 ;并 县, 实践 也 证 明 并 未 伴随 着 传导 电流 i 的 oe 
缺口 而 出 现 B 的 缺口 ,就 好 像 电容 极 板 间 有 另外 一 种 电流 接 蔡 了 导 
线 上 的 传导 电流 一 样 。 注 意 到 电容 器 中 的 电场 随 着 电容 的 充 放电 而 中 的 电容 器 
变化 ,麦克 斯 韦 大 胆 地 假设 这 一 电场 的 变化 也 像 电流 一 样 同 磁场 相 

联系 ,并 且 从 理论 的 要 求 出 发 给 出 了 这 一 -联系 应 有 的 定量 关系 : 


ag。 a 
$B "di= joeo BE 7 Hoeo | "ds (6.2.1) 


其 中 更 。 为 电 通 量 。 按 照 上 式 以 及 高 斯 定律 ,应 有 
$B .dl = po 胖 :8 = p02 = poi = | .ds =— po .ds 


(上 式 中 S 是 由 S, 和 S, 构成 的 闭合 面 ,因而 使 S, 的 法 线 反 向 , 故 上 式 右 端 出 现 负 号 。) 这 就 解决 了 
对 5S 和 S, 两 种 曲面 而 言 B 的 环 量 不 一 致 的 矛盾 ,同时 也 使 安培 定律 与 表示 电荷 守 但 的 (3.2.1) 式 


不 相 矛 盾 。 这 就 是 说 ,应 当 把 电位 移 通 量 的 时 变 率 eo 学 也 看 成 一 种 电流 ,其 定义 如 下 


位 移 电流 -ee ds (6.2.2) 
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样 ,导电 性 介 于 金属 和 绝缘 材料 之 问 的 许多 物质 对 于 在 该 种 物质 中 传播 的 电磁 波 而 言 是 作为 
良 导 体 还 是 良 介质 来 处 理 ,就 不 是 绝对 的 。 在 较 低 的 频率 下 视 为 良 导体 ,在 某 一 较 高 的 频率 以 
上 就 可 能 视 为 良 介质 。 从 上 例 看 ,海水 即使 在 频率 相当 高 时 仍 属于 良 导体 ,而 金属 更 是 在 微波 


频率 (了 之 800 MHz) 时 J 也 可 以 忽略 ;极端 的 情形 是 理想 导体 (超导体 ), 全 一。 相反 ,在 绝 


缘 体 中 ,即使 在 很 低 的 频率 下 也 是 以 J。 为 主 ;极端 的 情形 是 理想 介质 ,元 =0。 


6.3” 址 克 斯 书 方程 组 


麦克 斯 韦 方程 组 是 在 总 结 库仑 ,高 斯 安培 \ 法 拉 第 等 人 的 研究 成 果 的 基础 上 所 取得 的 划 
时 代 的 理论 性 成 果 。 这 个 方程 组 是 他 所 提出 的 创见 一 一 涡 旋 电场 (感应 电场 ) 概 念 和 位 移 电 流 
概念 的 必然 结果 。 

一 、 非 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 

描述 滴 施 电场 的 电磁 感应 定律 和 恒 成 立 的 高 斯 定律 给 出 了 时 变 的 电场 的 旋 度 和 散 度 方 
程 ,它们 就 是 麦克 斯 韦 方程 组 的 第 二 ,第 四 方程 ;而 用 位 移 电流 俱 说 修正 过 的 安培 环 路 定律 以 
及 恒 成 立 的 磁 通 连续 性 方程 则 分 别 描述 了 时 变 的 磁场 的 旋 度 和 散 度 ,它们 就 是 麦克 斯 韦 方程 


组 的 第 一 和 第 三 方程 。 
综 上 所 述 , 时 变 电 磁 场 的 基本 方程 一 一 麦克 斯 韦 方程 组 为 ， 


积分 形式 微分 形式 
ap ap 
$a -| + (6.3.1) vxH=J+ 只 (6.3.5) 
$E:d =--|. 弹 ‘dS (6.3.2) vxE=- 腹 (6.3.6) 
$B.ds =0 (6.3.3) VB=0 (6.3.7) 


中 总 ds = [pdr (6,3.4) V,D=p (6.3.8) 


麦克 斯 韦 方程 组 以 数学 形式 概括 了 宏观 电磁 场 的 基本 性 质 ,成 为 经 典 电磁 理论 的 核心 。 
它 描述 了 电磁 场 和 它 的 场 源 之 间 的 全 部 联系 ,表明 变化 的 磁 通 会 成 为 电场 的 涡 旋 源 ,感应 出 环 
绕 它 的 有 旋涡 的 电场 ;变化 的 电 通 量 也 会 成 为 磁场 的 渴 旋 源 ,感应 出 环绕 它 的 有 旋涡 的 磁场 。 
而 在 时 不 变 的 情况 下 ,麦克 斯 韦 方程 组 就 退化 成 彼此 无 关 的 静电 场 和 静 磁 场 的 基本 方程 
电场 只 取决 于 p 的 分 布 ,磁场 只 取决 于 J 的 分 布 。 所 以 ,前 面 介绍 的 几 种 静态 场 的 基本 方程 
都 被 概括 在 内 了 , 仅 有 恒定 电场 的 一 个 基本 方程 一 电流 连续 性 方程 形式 上 未 包括 在 内 。 实 
际 上 , 它 并 不 是 独立 的 ,是 可 以 由 才 克 斯 韦 方程 组 的 第 一 、 四 方程 导出 的 : 

把 方程 (6.3.5) 两 端 取 散 度 ,并 把 (6.3.8) 式 代 人 ,得 


。 = ,pv.J+av.D-V:T+3e 
VVXH)=V THY BV = T+ 
由 于 V '(V XH)=0, 帮 有 


V.J= -3e (6.3.9) 
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麦克 斯 韦 方程 组 中 的 两 个 旋 度 方程 (6.3.5) 和 (6.3.6) 是 基本 的 ,因为 两 个 散 度 方程 可 以 
由 它们 和 电流 连续 性 方程 (6.3.9) 共 同 导 出 ,读者 不 难 自行 证 明 。 


二 、 限 定形 式 的 麦克 斯 韦 方程 组 


关于 .B,D .H 四 个 场 其 的 麦克 斯 韦 方程 组 称 为 非 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 , 它 是 适 
合 于 任何 媒质 的 。“ 非 限定 ”是 指 在 媒质 没有 确定 之 前 这 四 个 场 量 仍 无 法 确定 。 即 使 已 知 场 源 
的 分 布 也 是 如 此 (类 似 的 现象 我 们 在 静态 电场 已 经 遇 到 ,如 3.2 节 及 例 3.2)。 场 论 中 已 指出 ， 
确定 每 个 场 矢量 都 必须 同时 知道 其 旋 度 和 散 度 ,这 就 需要 八 个 矢量 方程 。 显然, 非 限定 形式 的 
雪 克 斯 韦 方程 组 是 不 足 的 。 为 了 确定 四 个 场 矢量 ,还 需要 一 些 新 的 方程 。 

任何 电磁 场 都 存在 于 一 定 的 媒质 (包括 真空) 之 中 。 不 同 的 媒质 规定 了 这 四 个 场 量 的 不 同 
的 内 在 联系 。 联 系 不 同 媒质 中 场 量 的 方程 ,就 是 这 种 媒质 中 的 本 构 关 系 ( 也 称 组 成 关系 ) ,也 可 


以 说 是 这 种 媒质 的 电磁 特性 。 
真空 是 大 家 熟悉 的 最 简单 的 媒质 , 它 的 本 构 关系 十 分 简单 : 
D(z:)=eoE(t) 
B(#)= poH(#) 
J(2)=0 


这 表明 DD 与 EE,B 与 再 随时 间 的 变化 规律 是 完全 一 致 的 。 
对 于 常见 的 各 向 同性 的 线性 媒质 ,在 变化 速率 不 太 高 的 情形 ,可 近似 认为 


D(1)=eE(t) (6.3.10) 
B(i)= pH(i) (6.3.11) 
J.(t)=0oE(t) (6.3.12) 


赤 表示 在 电场 的 作用 下 导电 媒质 中 产生 的 传导 电流 , 它 是 激励 电流 (例如 发 射 天 线 上 的 电 
流 。J 在 场 的 求解 中 应 是 已 知 的 ) 这 一 “原因 "产生 的 “结果 ”。 但 于 一 旦 产生 ,也 和 了 一样 出 
现在 方程 (6.3,5) 的 同一 位 置 上 ,同样 按照 (6,3.5) 式 的 规律 产生 磁场 。 

当 媒 质 中 的 场 量 随时 间 变 化 很 快 时 ,以 上 三 式 一 般 不 完全 成 立 。 这 是 由 于 媒质 的 电磁 特 
性 表现 为 时 间 上 的 灌 后 ( 详 见 6.5 节 )。 只 有 在 时 谐 场 中 ,将 它们 变换 到 频 域 才 能 利用 复数 形 
式 仍 写成 线性 关系 式 。 这 时 (jy、e ,a 可 能 有 一 个 或 全 部 成 为 频率 w 的 函数 。 

除了 各 向 同性 的 线性 媒质 ,还 有 各 向 异性 的 线性 媒质 、 非 线性 媒质 以 及 电场 与 磁场 相关 联 
的 复杂 媒质 (如 旋 波 媒质 ) ,可 用 


来 描述 ,这 时 电磁 场 表现 出 许多 奇妙 的 性 质 。 

电磁 场所 在 的 空间 往往 不 止 有 一 种 媒质 ,所 论 空间 的 几何 结构 ,材料 或 媒质 组 成 给 定 了 ， 
其 中 可 能 存在 的 基本 场 型 (或 称 模式 , 见 第 8 章 ) 的 集合 就 确定 了 ,而 与 场 源 p、J 如 何 分 布 无 
关 。 不 同 的 场 源 无非 引 起 基本 模式 的 重新 组 合 。 换 言 之 ,不 同 的 几何 参数 和 电磁 特性 (本 构 关 
系 ) 的 媒质 构成 的 系统 具有 不 同 的 固有 特性 。 这 正 象 一 个 给 定 的 电路 网 络 系统 具有 其 固有 的 
传输 函数 玉 (w) ,一 个 给 定 边 界 条 件 和 媒质 的 空间 对 点 源 也 具有 其 固有 的 “响应 "一 格林 函 
数 G。 不 同 分 布 的 场 源 产生 的 场 无 非 是 把 这 个 G 对 不 同 的 源 分 布 进行 积分 。 

将 DD.B、J 用 、H 表示 后 ,麦克 斯 书 方程 组 中 就 只 含 两 个 未 知 矢量 了 。 称 只 含有 下 和 
HH 两 个 场 量 的 麦克 斯 书 方程 组 : 
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VxH= 呢 +e 吓 (6.3.5°) 


aH 


VxXE= -pr (6.3.6") 
V(xH)=0 (6.3.7°) 
VY'(eE)=p (6.3.8°) 


为 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 。 其 中 EE 和 昌都 各 有 它们 的 散 度 和 旋 度 方程 . 共 相 当 于 八 个 标 
量 方程 。 按 照 交 姆 露 效 定理 ,确定 一 个 矢量 场 需 要 散 度 和 旋 度 两 个 矢量 方程 , 即 四 个 标量 方 
程 , 故 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 足够 确定 .HH 两 个 矢量 场 。 

由 于 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 已 经 考虑 了 媒质 的 性 质 和 分 布 ,因而 在 特定 的 边界 条 件 


下 求解 特定 媒质 中 的 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方 程 组 就 成 为 时 变 场 求解 的 基本 问题 。 


三 ,无 源 区 的 麦克 斯 韦 方程 组 


J=0.p=0 且 a=0 的 区 域 ,通常 称 为 无 源 区 。 无 源 区 中 确定 到 和 五 所 沉 的 场 方 程 则 仅 


是 两 个 旋 度 方程 


VxH=e 器 (6.3.13) 


VxE= -po (6.3.14) 


这 种 EE 和 五 交叉 在 一 起 的 形式 并 不 便于 用 解析 法 直接 求解 。( 用 数值 方法 还 是 可 以 直接 求解 


麦克 斯 书 方 程 组 的 , 见 6.11 节 )。 在 6. 
但 利用 波动 方程 也 只 能 求 出 一 种 场 ;在 已 知 一 种 场 的 情 


方程 ,使 互 和 五 分 离 在 两 个 方程 中 。 


7 节 中 将 由 上 述 无 源 区 的 麦克 斯 韦 旋 度 方程 导出 波动 


形 下 ,就 需要 利用 旋 度 方程 去 求 出 另 一 种 场 。 


例 6.4 同 轴线 内 导体 直径 为 24 


=2 mm, 外 导体 直径 为 25 =8 mm, 内 充 均 匀 介 质 p, = 


1,e;=2.25,0 二 0。 已 知 内 外 导体 之 间 的 电场 强度 为 EE = 各 co 一 肥 )a,Vim, 试 利用 麦 
克 斯 韦 方程 求 出 :DB;OH;@ 在 0&zx 志 1 m 的 一 段 同 轴线 内 总 的 位 移 电流 。 


解 ” 因 为 介质 a=0, 故 内 外 导体 


间 为 无 源 区 。 因 为 有 两 个 旋 度 方程 , 故 不 但 可 求 出 一 个 


未 知 场 量 二 ,还 可 以 求 出 一 个 未 知 参数 8。 


中 由 (6.3,14) 式 
a 人 | 
2 
VxXE=|3 3 2 
3p 5 3z 
E, 0 0| 
_raB 
B=| 
H=23 
网 


义 , 由 (6.3.13) 式 得 
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jp 
= =。 MBsin(10%+ pe) = - 犁 


6 
qt = mw bes(10e — pe) 


=a, Scos(10't ~ pe) (6.3.15) 


| me 和 | 
四 
VXH=.3 9 |- -ao-- 252saaov - pre)a, =e E (6. 3.16) 
|55 5p 于 四 
10 pH 01 
、_ fa 2.5x1 
五 =| 了 4- 5 10 cos10° — a) (6.3.17) 
上 式 的 五 应 和 题 给 的 EE 相等 ; 
2.5x10'8 _100 
25x8. gd4ap os(101 ~ pe)= “cos(10°t ~ pe) 
~ [225 534x100_ 
故 B= 7310 ~ 0.50 (rad/m) 
包 把 8 代入 (6.3.15) ,在 内 外 导体 间 的 区 域 中 就 得 到 
H= 0 peos10°4 ~ Be) = oo O398oo( 105 一 0.5z) (A/m) (6.3.18) 


@c=0 时 ,电容 器 内 外 导体 之 间 不 存在 漏电 流 了 ,但 存在 着 电场 的 变化 一 一 位 移 电 流 。 
由 (6.3.16) 式 ,得 
= =v xH= -a, EE sn 一 应 )= -a, 
1m 长 的 一 段 同 轴线 上 的 总 位 移 电流 为 
元 = dz 机 .apdp =- 2n 
= 一 2,.5[cos(105r —0.5) — ee] (A) 


6.4 时 变 电 磁场 的 边界 条 件 


实际 的 电磁 场 与 电磁 波 总 是 存在 于 有 着 各 种 各 样 界面 的 空间 。 这 些 界 面 例如 波导 壁 .天 
线 曙 , 光 纤 的 纤 芯 、 包 层 和 护 套 之 问 的 界面 ,等 等 ;均匀 无 界 空间 只 是 一 个 理想 的 假设 。 从 数学 
上 说 ,有 了 边界 条 件 ,麦克 斯 韦 方程 组 也 才 成 为 定 解 问题 。 

时 变 电 磁场 的 边界 条 性 是 积分 形式 的 基本 方程 在 
电磁 边界 上 的 特殊 形式 或 极限 形式 。 把 场 量 分 解 为 切 
向 和 法 向 分 量 ,并 把 时 变 场 的 基本 方程 一 一 麦克 斯 书 方 
程 (6.3.1) 一 (6.3.4) 用 于 介质 或 导体 的 界面 处 ,就 得 到 
相应 的 边界 条 件 。 


一 \ 不 同 介质 分 界面 上 的 边界 条 件 


sn10t ~0.54) 
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cos(10¢ — 0.5z)|! 


图 6-10 时 变 场 中 两 种 介质 分 界面 上 
工 的 切 向 分 量 切 向 边界 条 件 的 推导 


按照 (6.3.1) 式 和 图 6-10, 应 有 
和 五- (有 本) A= J SA+P.as 


2D . 
At 


AS 一 0; 再 利用 AL = s X nAl ,就 得 到 
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因 AS=AliAh-0,2 守 又 是 有 界 量 ， 故 


ixX{ 于 一 本)=j 或 -Hx=Js (6.4.1) 


2.E 的 切 向 分 量 
由 (6.3,2) 式 ,应 有 
中 下 .由 = (EE).Al =- 腊 .As-0 
与 上 局 理 ,可 导出 
nx(E-E)=0 或 El=Eax (6.4.2) 


这 样 ,虽然 时 变 场 中 及 入 的 环 量 方程 与 静态 场 中 有 本 质 的 不 同 ,但 由 于 界面 两 侧 的 Al 无 
限 车 近 ,使 矩形 环 路 C 包围 的 面 压缩 成 了 线 ,致使 穿 过 AS 的 电 通 量 或 磁 通 量 趋 于 零 ,故而 时 
变 场 中 切 向 分 量 的 边界 条 件 在 形式 上 仍然 同 世 态 场 中 一 样 。 

由 于 方程 (6.3.3)、(6,3.4) 与 静态 场 中 形式 相同 , 故 可 直接 写 出 两 个 法 向 边界 条 件 : 

3. 回 的 法 向 分 量 


天 "( 吾 ; 一 吾 : )=0 或 Bi, = Bz, 《6.4.3) 
4, 卫 的 法 向 分 量 

Nn"(D Di)=~ps 或 Dan-Da 一 As (6.4.4) 
二 、 完 纯 导 体 束 面 的 边界 条 件 


完 纯 导体 也 称 理想 导体 ,其 电阻 为 零 。 在 发 现 超 导 之 前 ,这 只 是 一 个 理想 化 的 模型 。 实 际 
上 , 银 、 铜 等 良 导体 在 许多 工程 问题 中 都 可 近似 作为 完 纯 导体 对 待 ,以便 使 问题 简化 。 

完 纯 导体 内 应 有 巨 =0, 了 =0( 参 见 6.1 节 对 超导体 的 介绍 )。 于 是 , 宪 介质 分 界面 上 的 四 
个 边界 条 件 (6.4.1) ~(6.4.4) 式 中 , 令 带 有 肢 标 2 的 所 有 分 量 都 为 零 ,就 得 到 完 纯 导体 表面 的 
边界 条 件 : 


nx 有 =Js 或 Hi=Js 《6.4.5) 
7X 瑟 :=0 或 Et=0 {6.4.6) 
mn:Bi=0 或 Bi,=0 {6.4.7) 
nDi=ps 或 Di,=ps (6.4.8) 


从 上 述 四 式 可 看 出 , 完 纯 导 体 表 面 上 不 可 能 有 切 向 的 电场 和 法 向 的 磁场 。 换 言 之 ,电场 车 
不 为 零 ,只 可 能 是 垂直 于 完 纯 导 体 表面 的 ; 面 磁 场 总 是 与 完 纯 导 体 表面 相 切 ,数值 上 与 表面 上 
的 感应 电流 密度 相等 。 并 且 ,表面 上 的 n 、 太 Js 三 者 之 间 的 方向 关系 必 如 图 6-11 所 示 。 

例 6.5 如果 例 6.4 的 已 知 条 件 不 变 , 且 同 轴线 内 外 导体 缘 为 理想 导体 :@ 验 证 局 轴线 中 
的 电磁 场 满足 理想 导体 的 边界 条 件 ;@ 求 出 单位 长 度 的 内 、 外 导体 上 
分 布 的 面 电 荷 电量 w(e)、A(5) 和 面 电流 i(a)、i(5)。 

解 四 直 例 6.4 的 已 知 条 件 和 (6.3.18) 式 , 知 EE= Ep,H= 
Fay , 故 


E=E,=E.-0  H,=H,=0 
满足 导体 表面 的 切 向 电场 、 法 向 磁场 分 量 皆 为 零 的 边界 条 件 。 
加 当 o=a 时 


图 6-11 完 纯 导 体 
cost10°¢ 一 0.5x)| ,= 表面 的 边界 条 件 


100x2.25 
ps =D,= ereoE, | pa = 36nx 10°p 
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-8 
= os 10t ~ 0.5z) 


由 (6.3.15) 式 ,有 


J nx Hl = 0, Xo, 2.5x0.5 


rp 
故 pla)=psla)*2ra=1.25x10 “cos(10°t -0.5z)= —ps(b)2rb= ~ pi(b) (6.4.9) 
i(a) =Js(a)2ra=2.5cos(10°+ -0.5z)= 一 Js(6)2xb= -itb) (6.4.10) 


把 以 上 四 式 中 的 w 与 D ,i 与 吾 相 比照 ,可 看 出 


2.5 
cos(10°¢ -0.5z)|,-, = &, 和 es(10 -0.5x) 


=- 坊 > E=a, 2 (6.4.11) 
i Bo et 
= 二 B=0r 2 (6.4.12) 


可 见 , 在 z 为 任意 常数 的 可 截面 上 , 同 轴线 中 的 场 分 布 都 与 静态 场 相同 ;所 不 同 的 只 是 场 量 沿 
。 轴 呈 波动 状态 [ 按 cos( wt - &e) 分 布 ] ,在 第 8 章 我 们 将 看 到 : 凡 由 两 根 以 上 柱状 导体 构成 的 
导 波 系统 都 能 传输 。 这 种 场 型 , 它 只 有 横向 分 量 , 没 有 * 分 , 且 求 解 模 截 面 上 的 场 分 布 可 采 
用 二 维 静 态 场 的 解法 和 公式 ,与 解 才 克 斯 韦 方程 的 结果 相同 。 


“三 、 时 变 电 磁 场 的 唯一 性 定理 


分 界面 上 的 边界 条 件 在 电磁 场 的 边 值 问题 中 起 着 定 解 的 作用 。 在 给 定 的 空间 媒质 中 同一 
个 场 方程 的 解 由 于 边界 条 件 的 不 同 而 千变万化 。 

如 果 分 界面 上 是 无 源 ( 即 没有 面 电荷 和 面 电流 ) 的 , 则 定 解 时 实际 上 只 需要 两 个 切 向 边界 条 件 . 
而 法 向 条 件 可 用 来 验证 利用 切 向 条 件 所 解 得 的 结果 。 换 言 之 , 当 ps =Js 0 时， (6.4.1)~(6.4.4) 
式 中 仅 有 两 个 切 向 边界 条 件 是 独立 的 ,法 向 边界 条 件 实际 上 已 经 隐 售 在 其 中 了 。 证 明 如 下 ; 

分 界面 两 侧 的 空间 中 场 量 都 满足 微分 形式 的 麦克 斯 书 方程 : 


Vxp-- 要 vxE-- 竺 
把 场 量 和 Y 都 分 解 成 切 向 和 法 向 的 两 个 分 量 ; 瑟 = E+,, =9 ,+ Vw 于 是 得 到 
aB, 3B 
VXE=(V,tV)X(E+E)=VXE+VXE +tVE- -3 ar 
其 中 VE 
前 一 式 表示 与 界面 垂直 的 分 量 。 对 于 介质 1 和 2 它 应 分 别 写 为 
aBis 3B;», 
VXEn= 7g: ViXEa Tg 


由 于 Bi= Es, 故 必 有 Bis= Bo。 

同 法 可 由 Hi, = Hz 证 明 Dis = Da。 

唯一 性 定理 是 电磁 场 的 基本 定理 之 一 。 唯一 性 定理 指出 在 什么 [时 间 、 空 间 ] 范 围 ,什么 
[初始 边界] 条 件 下 ,麦克 斯 书 方程 组 的 解 是 唯一 的 。 

时 变 电 磁场 的 唯一 性 定理 表明 ,在 一 有 限 区 域 V 内 ,如 果 同 时 给 定 场 源 \ 任 一 点 处 王 和 五 在 + 
= 时 刻 的 初始 值 和 :之 时 边界 上 电场 和 磁场 的 切 向 分 量 , 则 在 i> 纪 时 区 域 V 内 麦克 斯 书 方 
程 组 的 解 就 被 唯一 确定 了 。 换 间 之 ,同时 满足 场 方程 .初始 条 件 和 边界 条 件 的 解 是 唯一 的 。 
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对 于 下 一 节 将 介绍 的 时 谐 场 ,初始 条 件 将 被 场 生 的 周期 性 取代 ,只 需 边界 条 件 就 可 保证 解 
的 唯一 性 。 时 谐 场 中 唯一 性 定理 的 证 明 见 6.6 节 。 


6.5 时 谐 场 的 复数 表示 法 


在 稳 态 下 各 场 量 随时 间作 简 谐 变 化 的 时 变 场 称 为 时 谐 场 ,也 有 称 正弦 场 。 以 直角 坐标 系 
为 例 , 简 谐 变化 的 电场 的 三 个 分 量 为 
E, {r,t1)=E,,(r)cos{wt + V(r)] 
E,(r,t)— Er)cosl wt + W,(r)] ~ (6.5.1) 
E,(r,t)=En(r)cosl ot + V(r)] 
由 于 任意 的 时 变 波形 均 可 用 傅立叶 变换 分 解 为 各 种 频率 的 正弦 分 量 之 选 加 或 积分 ,因此 对 单 
一 频率 的 时 谐 场 的 复数 表示 是 一 个 基础 ,其 有 普遍 意义 。 
复数 表示 法 是 基于 欧 拉 公式 


EY =cos 下 +jsin 更 (6.5.2) 
一 ,正弦 场 量 的 复数 表示 


1. 复数 振幅 
由 (6.5.1) 和 (6.5.2) 式 得 
FE,(r,t)=Re{E,,(r)oos[ ot ~ YW,(r)]+iE,(r)sinL ot + Wr)]i 
=RefE,,el”'™") } =Re[ Ee™'" .el ] 
=Re( Ee”) 
其 中 Em= Ee =E,(r)e™" (6.5.3a) 
称 为 复数 振幅 。 它 的 模 和 幅 角 ( 即 五 分 量 的 初 相位 角 ) 都 仅 只 是 场 点 位 置 (+ ) 即 空间 坐标 的 
函数 ,时 间 因 子 om 已 被 剥离 。 这 个 时 间 因 于 在 空间 任 一 点 都 是 相同 的 ,所 以 ,只 需 复 数据 幅 
一 一 振幅 和 初 相位 这 两 个 参数 ,就 足以 描述 时 谐 场 中 各 点 的 不 同 ,足以 确定 空间 各 点 的 场 量 
了 。 
司 理 ,EE, 分 量 和 下 , 分 量 的 复数 振幅 分 别 为 
En.=Ene" =E,(r)e" (6.5.3b) 
Emm = End™ = 已 (ram (6.5.3c) 
显然 ,对 简 谐 变化 的 任何 标量 ,例如 电荷 分 布 , 也 应 有 
pm = pa re 


2. 复 多 量 
把 上 面 得 到 的 场 矢量 的 三 个 分 量 的 复数 振幅 按 拓 量 合成 ,就 得 到 ; 
电场 强度 复 矢量 
EE = asBam + ayE ys + GE em (6.5.4a) 
电场 强度 的 瞬时 值 与 复 矢量 的 关系 为 
Elrst)= a (rt) taE, (r,t) + aE, (r,t)= Rel Ed ] 
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=a.Re[ Ese” ]+a,RefE,e”]+a,RelE.,e”] (6.5.4b) 

复 矢量 ,顾名思义 ,是 每 个 “分 量 " 都 是 复数 的 “矢量 "。 它 既 不 能 像 实 矢量 一 样 用 三 维 空间 

中 的 箭 矢 来 表示 ,也 不 能 像 每 个 复数 振幅 那样 用 复 平面 上 的 一 个 复数 来 表示 ,而 是 二 者 的 特点 
兼 有 之 。 因 此 , 它 只 是 … 个 记号 。 复 矢量 之 间 应 首先 按 矢 量 的 规则 运算 ,然后 还 要 按照 复数 的 


规则 运算 。 
3. 场 量 对 时 间 微 积分 的 复数 表示 
中 =FRe be" ]=Re 2 [Ee"]=RelioE.e"] (6.5.5) 
[au = [Rel Ese” jd = Ref Ese dt = Re[ 寺 Eee ] (6.5.6) 


场 量 为 标量 时 的 运算 同 此 。 人 如 :32 = Re[japue” ] 
4. 场 时 对 空间 求 导 的 复数 表示 


VECr,t)=V Rel Ene”]=RelV Ewe”] (6.5.7) 
YXE(r,t)=VY XRel Ene” ] = RelY X Ed”] {6.5.8) 
VB{r,1)=V [Re( Be")] = Rely Bd] (6.5.9) 


Re 运算 同 芳 、| .dt .V *、V x 运算 能 够 交换 先后 次 序 是 因为 后 者 都 是 线性 运算 ,线性 运 
算 可 使 用 迭 加 原理 ,而 Re z= x +%” ,于 是 可 交换 次 序 。 
二 、 复 数 形式 的 吉 克 斯 书 方程 组 
现在 把 时 谐 场 的 上 述 复数 表示 法 代 和 麦克 斯 书 方 程 组 。 以 方程 (6.3.1) 为 例 , 它 可 写 为 
RelV x Hao” J=RelJae™ 1+ ReljuDse™] 
- 般 来 说 , 仅 实 部 相等 并 不 意味 着 复数 相等 ;但 上 式 须 在 任意 时 刻 部 成 立 , 于 是 就 只 有 等 式 两 
边 的 复数 相等 。 约 挤 时 间 因 子 d" ,得 


VX H,=J, +jwD, (6.5.10) 
同 理 可 得 V XE,= -jouH, (6.5.11) 
VB =0 (6.5.12) 
VD = pa (6.5.13) 

而 在 无 源 区 , 场 的 解 可 仅 由 如 下 两 个 复数 形式 的 旋 度 方程 定 出 : 
了 xx 下 =jaeE。 (6.5.14) 
VY XE,= -ja (6.5.15) 


由 上 可 见 , 采 用 复数 形式 可 把 场 量 由 时 、 空 的 函数 简化 成 仅 是 空间 的 函数 ;把 求解 麦克 斯 
市 方程 由 四 维 的 问题 简化 成 三 维 的 问题 ;由 时 域 问题 变换 成 为 频 域 问题 (因为 场 量 表达 式 中 去 
掉 了 时 池 因 子 , 匡 (6.5.3) 式 中 的 振幅 和 相位 实 为 某 个 频率 分 量 的 相应 值 , 即 下 .= E,, (w)， 
亚 (r)= 严 (ro), 故 利用 复数 研究 正弦 场 的 问题 也 称 为 频 域 问题 )。 后 面 我 们 将 看 到 ,有 耗 媒 
质 中 的 场 也 只 有 利用 复数 形式 才能 用 解析 法 求解 。 
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例 6.6 把 场 撩 量 (1) 一 (4) 由 瞬时 值 改 为 复数 ,由 复数 改 为 瞬时 值 ,并 求 正弦 量 (2) 的 幅 值 。 
(DH= a Hok(S)sin sin( hz — wt) + asHocos Ecos( he — wt) 
(2)is= 一 2.5[eos(108z -0.5)— cos10z] 
(3) Es = Eo sin kr sin kaye-it 
(4) Ess = 一 2jEu cos gsin( pe cos 0)e-™? 
解 (1) 因 为 cos( kz — et ) = cos( wt — ke) 
sin( kz — wt)=cos(ke — wt ~ /2)= cos( wt - kz + nf2) 
故 i 
=aijHok sin 于 + aHo cos 下 =asHn+t aa 


(2) lsm= 一 2.$(e ?5 -en)= —2.5(e 2 —1) 
其 幅 值 为 | Li=2.5|le ?5 -1|=2.5|cos0.5—jsin0.5—1| 
=2.5 V (cos0.5—1)° + sin'0.5=2.5 W(0.877 5~ 1)+0.479 
=2.5x0.495=1.24 (A) 
(3) E(xz,y,z,t)=Re(E sin kx'sinkye 0” = Eo sinkr°sinkycos(wt — kz) 


(4) 因 为 -j=e 中, 故 下 (zz)=2Eo cos 0sin( Be cos 0)e mb 
E(x ,2,1) =2Eo cos Osin( Be cos 0)cos( wt — Rr sin 0 — rf2) 
=2E, cos Osin( Be cos 0)sin( ws — fr sin 9) 


三 \ 复 电容 率 ” 复 磁 导 率 


本 节 以 复 电容 率 为 例 来 讨论 。 本 章 下 面 的 讨论 中 将 略 去 复 振幅 的 下 标 m。 

无 源 区 的 麦克 斯 韦 旋 度 方 程 (6.3.13)、(6.3.14) 或 (6.5.14)(6.5.15) 都 可 进一步 变 为 波 
动 方程 来 求解 ,而 有 源 区 (此 处 指导 电 媒质 ) 的 方程 (6.3.5) 和 (6.5.10) 中 由 于 右边 有 一 项 oF 
而 无 法 导出 波动 方程 ,因而 需要 引 人 复 电容 率 来 解决 : 


VXH=oB+jweE =jw(e jE)E=iwe.E (s.=e-j2) 
复 电容 率 s. 的 引 人 , 使 方程 (6.5.10) 又 变 成 了 (6.5.14) 的 简单 形式 。 


由 上 也 可 见 ,媒质 导电 是 复 电容 率 虚 部 的 一 个 来 源 ,而 天 0 即 s。 的 虚 部 的 存在 则 意味 着 


电能 的 损耗 。 对 于 时 谐 场 ,损耗 功率 的 周期 平均 值 为 Re EF ]=#oE’。 电能 转换 为 焦 


耳 热 的 过 程 是 不 可 逆转 的 ,因而 不 可 逆 过 程 就 成 为 能 量 损耗 的 代名词 。 

复 电容 率 虚 部 的 另 一 个 来 源 是 介质 的 色散 。 

迄今 为 止 我 们 所 讨论 的 媒质 的 ps 和 o 都 是 实数 ,无 论 它们 是 标量 或 张 量 ( 实 和 矩阵 ), 是 
常数 、 分 布 函数 或 场 强 的 函数 (分 别 相应 于 均匀 , 非 均匀 或 非 线 作 媒质)。 由 s = so(1+ x.),P 
=XY-6o 五 可 看 出 ,s 为 实数 意味 着 分 子 的 极 化 与 外 加 电场 的 变化 “ 间 步 "。 但 对 于 迅 变 场 ,高 频 
下 的 电介质 分 析 表 明 e 是 一 个 复数 : 


e.=e je” 
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的 原因 。 由 于 we“ 和 a 在 (6.5-20) 式 中 地 位 完全 相同 ,为 了 分 析 上 的 简明 ,在 下 一 章 有 关 损 耗 
媒质 的 讨论 中 是 按 se. 的 虚 部 仅 存在 其 中 一 项 (e”) 来 分 析 的 ,然后 又 将 其 分 析 结 果 套用 到 仅 有 


另 一 损耗 项 (z) 的 情形 。 
例 6.7 海水 的 c=4 Sim,e,= 81, 求 海水 在 /= 1 kHz 和 六 = 1 GHz 时 的 复 电 容 率 。 


解 f=1kHz 时 : 


站 站 . 4 - . 
Eu 一 上 -j=81x8.854x10 "jxio 716X10 2 一 j6.37x101 
-6.37x10% (F/m) 
了 = ] GHz 时 : 
,4 四 
se =81x8.854x10 “jj 却 XI-7.16x10 -ij6.37x10 ” (F/m) 


例 6.8 在 e,=2.5,tan 5,=0.001 的 非 完 纯 电 介质 中 存在 着 频率 为 1 GHz, 振 幅 为 E, = 


50 Vim 的 电场 , 求 每 立方 米 的 该 电介质 中 消耗 的 平均 功率 P。 
2.5x0.001 
36rx 10” 


2xxX10° x2.5x0.001 X50 _ 3 
Dor Lo =0.174 (W/m’) 


6.6” 玻 印 廷 定理 


在 时 变 场 中 , 场 源 随时 间 的 变化 引起 场 强 的 相应 变化 ;根据 (2.10.6) 和 (4.9,15) 式 ,空间 
各 点 电场 和 磁场 的 能 量 密度 也 会 随 之 变化 ,而 这 种 变化 会 形成 能 量 的 流动 。 能 量 的 流动 是 时 
变 场 中 出 现 的 一 个 重要 现象 。 流 动 的 能 量 同 空间 媒质 所 消耗 的 能 量 以 及 电磁 贮 能 之 间 应 满足 
能 量 守恒 定律 ,这 就 是 玻 印 廷 (Poynting) 定 理 , 也 称 为 能 流 定理 , 它 可 以 从 麦克 斯 韦 方程 组 及 
有 关 矢 量 恒 等 式 导出 。 


一 、 时 域 的 玻 印 廷 定理 


设 闭合 面 A 包围 的 空间 体积 V 中 无 外 加 源 , 且 介质 为 均匀 、 各 向 同性 的 。 把 麦克 斯 书 方 
程 (6.3.5)、(6.3.6) 代 入 矢量 恒等式 (A2.5) 
V'(EXH)=H'(V XE)-E:(V xH) 


解 Ee tand.=e,eo tand.= 


pa 
P= Fo E, = 


得 到 V (EXH)= ~-H' EP-TE (6.6.1) 
将 上 式 右边 每 一 项 向 开 : 
3B .9H_1 /1,9B, 38 9/ 1p, azom 
Ha sug (Ha t+B'3,) 2BH)- 3 (6.6.2) 
3D_ .9E_1/n.9D, 3E、 ai1 ow 
Eg-eB'G (Ed +D DE)= 了 (6.6.3) 
J"E=oE’ (6.6.4) 


其 中 ww 和 zw。 分 别 为 磁场 和 电场 的 能 量 密 度 , oF? 是 单位 体积 中 变 为 焦耳 热 的 功率 。 把 
(6.6.2) 一 (6.6.4) 代 入 (6.6.1) 式 ,得 
VEXH)=-F(w+ ww) aE (6.6.5) 
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将 上 式 在 体积 V 中 积分 ,得 

.vBx Hav = B,C wn)dy ~ | eay 

将 散 度 定理 用 于 上 式 左边 使 之 变 为 面积 分 ， 并 必要 上 的 和 即 得 到 玻 印 于 定理 或 能 流 定理 ; 
=f (ExH) dA = 天 [ataodv+| oay (6.6.6) 


上 式 右边 第 一 项 为 体积 了 中 电 肠 能 和 税 声 能 每 和 名 的 增 量 ,25 为 V 内 变 为 焦耳 热 的 功率 。 
由 于 闭合 面 A 之 内 没有 能 量 来 源 ,根据 能 量 守恒 定律 ,这 些 能 量 的 来 源 只 能 来 自 闭合 面 A 之 
外 ,因而 上 式 左 边 必 是 自 外 界 流 入 A 的 功率 的 净 流 量 。 这 就 是 能 流 定理 的 含义 。 根 据 这 个 物 
理 含义 ,EX HH 应 具有 单位 面积 上 流 过 的 功率 的 量 纲 一 一 Winr ,我 们 把 它 定义 为 能 流 矢量 ( 实 
为 功率 流 密度 矢量 ) ,也 称 玻 印 廷 矢量 : 

S=ExH (6.6.7) 
电磁 场 中 存在 有 强 魔 为 E x HH 的 能 流传 播 的 理论 或 假设 已 被 实践 验证 是 成 功 的 。 

如 果 c=0,(6.6.5) 和 (6.6.6) 式 就 可 分 别 写 为 


(Ww = Wt to) (6.6.8) 


te 
Ei 


VS - 
中 s ,aa =- De wo | (ut wwdy] (6.6.9) 
从 上 两 式 可 以 看 出 ,能 流 密度 同 能 量 密度 的 关系 类 似 于 电流 密度 同 电荷 密度 的 关系 。 由 了 = 
加 ,推测 应 有 5 = wu 证明 如 下 : 设 电磁 场 以 速度 传播 ,于 是 能 量 也 以 速度 流动 。 在 空 
间 任 一 点 取 一 个 同 重 直 的 面 元 AA 为 底 而 .长 为 vA 的 柱 体 ,如 图 6-12 所 示 。 显然 ,At 时 
间 内 小 柱 体内 的 能 量 AW 都 将 流 过 AA。 由 于 At 极 微小 , 柱 体 中 的 能 量 密度 w, 和 w, 近似 
是 常数 , 故 单位 时 间 内 穿 过 单位 面积 的 电磁 能 为 : ， 
AW _ (wtw)'vAt'AA 
Ar:AA AtAA 
S= (w+w,)b (6.6.10) 

(6.6.7) 式 中 的 忆 . 五 .S$ 均 为 瞬时 值 。 除 了 伍 定 场 的 情形 , 8 A4 
的 大 小 和 流向 都 是 随时 变动 的 。 为 了 能 够 对 能 流 的 大 小 有 一 个 更 。 图 6 估 尖 和 下 
明确 的 判断 ,往往 更 需要 知道 的 荐 它 的 时 间 平 均值 。 叱 外 , 朋 时 形 ”能 最 密度 的 关系 
式 的 琉 印 廷 定理 也 不 便 表达 由 介质 的 色散 所 导 到 的 功率 损耗 , 它 只 
有 用 复数 形式 即 在 频 域 分 析 。 


{w+ rm) 


二 , 频 域 的 玻 印 廷 定理 
对 于 时 谐 场 ， 本 能 流利 后 用 的 和 场 量 的 复数 振幅 表示 。 推 导 如 下 : 
Sy = 二 s(nde= 卡 15|Ex| de = 让 1 Encos( et + pe)Hacos( wt + pu)dt 
= EH cos (6.6.11) 


2 
其 中 g= gs -grt 是 电场 和 磁场 的 相位 差 。 可 以 看 出 ,上 式 与 电路 的 有 功 功率 的 表达 式 相当 : 


-1 
P= 分 UnTn cos 9 
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So= Re[ 却 (有 x 互 )] 


而 (6.6.11) 式 可 看 成 是 微分 形式 的 有 功 功 率 , 它 正 是 一 个 复 能 流 密度 矢量 的 实 部 的 天 小 ; 


(6.6.12) 


上 式 就 是 平均 能 流 矢 量 的 定义 。Sum 与 退 时 能 流 矢量 $(:) 都 是 实 矢 量 ,方向 都 垂直 于 互 和 五 
《在 第 7 章 将 看 到 ,能 流 的 方向 也 就 是 电磁 波 传播 的 方向 ) ;但 Sa 对 空间 中 的 某 点 而 言 是 一 个 


常数 (假设 电磁 振荡 已 达 稳 态 )。 


对 于 含有 多 种 频率 成 分 的 任意 时 变 规律 的 周期 性 时 变 场 来 说 ,(6.6.12) 式 定义 的 S。 实 
际 上 代表 某 点 处 某 频率 成 分 的 能 流 的 周期 平均 值 , 其 大 小 取决 于 该 频率 的 场 量 在 该 点 的 复数 
振幅 。 巨 .及 以 至 Sa 是 w( 而 不 是 : ) 的 函数 ,而 整个 时 间 波 形 的 平均 能 流 等 于 它 包含 的 所 有 


各 个 频率 分 量 的 平均 能 流 之 和 ' 。 


对 于 一 个 不 包围 外 加 源 的 任意 闭合 面 A, 流 人 其 中 的 复 功率 应 为 复 能 流 密度 矢量 对 A 的 


面积 分 , 它 等 于 流 人 A 的 有 功 功率 和 无 功 功率 之 和 


-$ (Ex H').dA = Re[ Ex H' .da -i 中 Im[ Ex A 上 


把 复数 形式 的 麦克 斯 韦 方程 


VXH' = -jw er F’ 
VXE’= -jw H 
代 人 复数 形式 的 矢量 恒等式 (A2.5): 
V(EXH')=H’*:(V XE)-E'(VxH') 
得 到 -Vo [EXH) ji da iw de. B +E-E 
把 上 式 对 体积 V 积分 ,并 利用 散 度 定理 ,得 


其 中 二 ou 下 = 二 ol jx I)H = 到 we 十 二 ou 下 

-二 ie 书 = -dio(e’ tje dE: -Foe'B: ~ joe E 
把 上 两 式 代 人 (6.6.14) ,就 得 到 反映 电磁 能 量 转 换 利 守恒 的 关系 式 : 
-中 于 ( 百 x 百 ”) dA 


2 2 


d4 
(6.6.13) 


-中 去 Ex) aa -jio| (Sut -$e Er)av + edy (6.6.14) 


= | 位 吕 + we'E? + 去 or Hr )dv + ij] iw 令 pH $eE’ jav 


= (Pit P+ Pa)dV + 20(, ~ dy 


， 注 :这 一 结论 已 包含 在 下 疝 的 巴 罕 丽 尔 等 式 中 
3 
Fa = Pde 
其 中 wo as .bw 为 周期 函数 /(z) 的 福 里 训 系 数 。 
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(6.6.15) 


其 中 加.= 二 


ww 


= 


能 量 密度 周期 均值 的 表达 式 中 系数 为 二 是 因 电能 和 磁 能 密度 公式 (2.10.6) 《4.9.15) 中 原 


已 有 系数 序 。 


(6.6.15) 式 就 是 复数 形式 的 能 流 定理 即 频 域 的 孩 印 廷 定理 。 它 表明 体积 V 中 消耗 的 有 
功 巧 率 ( 该 式 中 右边 的 实 部 ) 是 由 媒质 的 导电 和 色散 造成 的 ;它们 分 别 是 与 传导 电流 相伴 随 的 


损耗 Pr= 二 oE?， 介 电 损 耗 P,= 二 ce 和 科 损 帮 P= 让 op ,其 总 量 等 于 由 外 界 流入 A 


的 净 通 量 中 ,Re| 十 Ex 可" ]*d4 。(6.6.15) 式 的 上 部 为 体积 V 中 的 无 功率 ,代表 一 个 周期 


中 体积 V 时 而 吸收 (此 时 Y 内 电磁 储 能 增加 ) .时 而 释放 (此 时 Y 中 电磁 能 减少 ) 的 功率 ,也 
就 是 从 闭合 面 A 时 而 净 流入 ,时 而 净 流 出 的 功率 。 这 部 分 功率 并 未 被 体积 V 中 的 媒质 消耗 
掉 。 这 同 电路 中 的 电抗 器 件 并 不 “消耗 "无 功 功率 是 同样 道理 。 

玻 印 廷 矢量 是 一 个 重要 的 概念 ,计算 各 种 传输 线 的 传输 功率 、 天 线 的 辐射 功率 及 传输 线 、 
波导 光纤 中 各 种 模式 的 传播 损耗 都 要 利用 (6.6.12) 式 。 


例 6.9 图 6-13 所 示 的 一 根 半径 为 a 的 无 
限 长 直 导 线 中 通 有 工 频 (50 一 60 Hz) 交 流 电流 ;， 
设 稳 态 时 导线 表面 上 有 均匀 面 电荷 ,密度 为 cs。 

{1) 求 导线 外 侧 表面 处 的 能 流 密 度 矢量 $; 

{2) 证 明 由 导线 表面 进入 导线 内 的 电磁 能 量 
恰好 等 于 导线 内 的 热 损 耗 。 

解 (1) 由 于 频率 很 低 , 麦 完 斯 书 方 程 组 中 
的 时 间 导 数 项 可 以 忽略 ,退化 为 静态 场 方程 , 故 
可 近似 采用 静态 场 解法 。 并 且 , /< 1 kHz 时 , 导 
线 截 而 上 电流 密度 基本 均匀 , 故 有 


Ei Ps 一 已 = 二 -7 
~ _D_p 
Eu 全 = 会 -六 

0 


于 是 导线 外 表 而 处 的 能 流 密度 为 
2 


(2) 从 导线 外 部 流 进 导 线 内 的 功率 为 


pst 
a=S,+ 
2 2reoa SS 


…t99 ， 


-中 saa = SA= rl = PR 

YR 止 是 长 ! 的 一 段 导线 上 电阻 的 焦耳 损耗 。 
可 以 看 出 ,在 一 个 供电 回路 中 :(1) 在 = 很 小 的 地 方 (例如 负载 电阻 ) ,电阻 上 会 有 下 ,六 
E, ,于 是 S, 六 Si, 能 流 趋向 于 季 直 地 进 和 人 负载。 可见, 负载 所 消耗 的 能 量 不 是 电流 从 导线 内 
部 带 来 的 ,而 是 由 空间 流 进来 的 。(2) 与 此 相反 ,在 一 oo 的 地 方 (例如 导线 ) 由 于 上 ,一 0, 将 有 
S.*0,S 一 5S,, 能 流 几乎 不 进入 导体 ,而 是 近似 平行 于 导线 ,在 外 部 向 着 电路 的 负载 流动 。 因 
而 导线 对 电磁 波 只 是 起 了 一 个 导 行 的 作用 (图 6-14) 。 
图 6-14 是 直流 或 交流 供电 的 正 ( 负 ) 半 周 的 情 
形 。 在 负 ( 正 ) 半 周 ,虽然 电荷 分 布 相反 ,但 并 不 会 改 
变 能 流 的 流向 ,5S 总 是 向 着 负载 即 阻抗 大 的 部 位 流 


去 的 。 根 据 已 = 5 5 是 = 下 ;或 双 平 行 线 的 场 分 


布 图 4-12. 图 5-17, 场 和 能 流 主要 集中 在 导线 附近 ， 
“包裹 "着 导线 流动 。 

当 频 率 很 低 , 可 近似 按 静 态 场 的 公式 作出 上 述 图 514 供电 线路 的 玻 外 下 矢量 的 流向 
分 析 和 结论 。 但 频率 提高 时 ,暴露 在 外 的 电磁 能 量 将 会 越 来 越 多 地 辐射 到 空间 而 散失 。 如 果 
改 用 同 轴线 , 反 过 来 将 电磁 能 流 包 围 在 内 外 导体 之 间 , 就 可 避免 能 量 散失 。 再 进一步 ,到 了 微 
波 波 段 ,就 可 抽 掉 内 导体 ,形成 波导 管 ,让 超 高 频 变化 的 电磁 波 在 空 腔 中 相互 感应 而 生 , 在 波导 
壁 上 来 回 反射 "之 " 字 前 行 。 

例 6.10 计算 例 6.4 同 轴线 中 传输 的 功率 P, 并 与 电路 中 的 计算 公式 相 比 较 。 

解 根据 6.4 例 给 出 的 巨 以 及 (6.3.18) 式 可 得 同 轴线 内 外 导体 之 间 的 玻 印 廷 矢量 : 


100 2.5X0,5 (1081 -0.5z) 
Tp 


$=ExH=a, p10 ~0.5z) Xo, 


=a, L$ oo8 (10%1 -0.5z) (W/m?) 
™p 


故 p=| Sd4 = “S2x0dp = 『 学 (108 ~ 0.52)dp = 250In € co (10¢ ~ 0.5z) 
同 轴线 横 从 而 上 与 前 太志 分布 相同 c 见 例 6. 5), 故 可 按 (2,3,12) 式 计算 内 外 导体 间 的 电压 : 
vpn 过 -区 100 “on 二 Ecos(104 — 0.5z) 


由 (6.4.10) 式 , 同 轴线 的 电流 为 
ila)= -i{(6)=i=2.500s(10°¢ 一 0.Sz) 
于 是 按照 电路 理论 ,电源 向 线路 输出 的 功率 应 为 
pi=250n 志 cos(l0tr -0.5z) (W) 
可 见 辐 轴线 的 功率 传输 是 在 内 外 导体 之 间 的 空 腔 中 由 场 来 携带 的 。 
例 6.11 在 匠 6-15 所 示 的 理想 导电 壁 限定 的 区 域 0<x<a 中 存在 一 个 如 下 的 电场 


E, = Howy sin Exrsin(kz — wt) 


求 这 个 区 域 中 玻 印 廷 矢量 的 :(1) 瞬 时 值 ;(2) 平 均值 的 分 布 。 
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解 〈1) 由 YX 号 = -ma 
aFE aE aH 
1 Hoka 
得 H =a. sin 宫 Sin(kz — wt) + asHo cos 下 cos( kz — wt ) 
二 az 有 + arH, 
故 $=EXH=aE,X(a,H,+ qaH.,) 


=a, FH op 人 ja sin2( ke — of) ~ 


ao 人 (人 ) sin2 到 sin’ (kz — wr ) 


(2 


为 sin( ke wt)= -oos( 主 + at -好 ) 


故 E, 的 复数 振幅 为 人 


E, =jHo wp 和 (sn 至 je 
同 理 , HH, 的 复数 振幅 为 


FH, =j te (nj 
™ nT a 
于 能 量 不 可 能 沿 x 方向 传播 ,而 a, x o. = a, , 故 无 须 考虑 是 分 量 ,只 需 考 虑 及 分 量 , 于 是 有 
ExH" ]=Re[#6,E, x ao: ] 


怠 


Sy =Re[ 
= Rel of Fo (E ) sin? T= owe ] 
2 1 a nz 
二 和 to (s) Sin’ (于 ) 
我 们 免 于 考虑 开 , 分 量 也 可 这 样 解释 ;EE,ocsin( kz wt) 而 月,occos( kz 一 ot), 即 亡 ,cc -je 
而 厂 .cce 交 , 二 者 相位 差 wj2, 因 此 , 户 ,; 必 为 虚数 , 即 必 为 无 功 功率 。 

“利用 复数 形式 的 玻 印 廷 定理 (6.6.15) 式 ,我 们 现在 可 以 就 时 谐 场 的 情形 对 时 变 电 磁 场 
的 唯一 性 定理 ( 见 6.4 节 ) 作 出 证 明了 。 

用 反 证 法 。 假 设 存在 E, 下 和 E,、HH, 两 组 解 同时 满足 区 域 V 中 的 场 方程 以 及 V 的 边 
界 而 A 上 的 切 向 边界 条 件 。 由 于 玫 克 斯 囊 方 程 的 线性 性 , 差 场 记 = 户 , -本 , 百 - 五 -也 
应 满足 麦克 斯 韦 方程 。 已 知 两 个 场 都 满足 有 源 区 的 方程 (6.5.10) 一 (6.5.13) , 则 差 场 必 满足 
无 源 区 的 方程 (6.5.14)、(6.5.15)。 这 是 因为 :如 车 

VX Hi=J+jwekE, 


V x H, = +jweB, 
其 中 J 表示 外 加 源 ,是 给 台 定 的 (而 由 于 媒质 导电 产生 的 J. 表现 为 复 电容 率 e.) 。 把 两 方程 相 减 必得 
V XH=jweE 
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又 Vi(eE,)=p 
V (eBEs)=p 
故 两 方程 相 减 得 V'(eE)=0 
这 样 , 差 场 已 \ 互 必 满 足 在 V 内 无 外 加 源 的 假设 下 由 过 克 斯 韦 方程 导出 的 玻 印 廷 定理 
(6.6.15) 式 ;并 且 , 在 闭合 面 A 上 , 差 场 的 切 向 分 量 至 、 皇 , 必 为 
E.=E,.-E.=0, H.=H,-H,=0 

从 而 (EXH’)dA=[(E.+E,)x(H: +H:)]-d4=(F,xH: ):ndA=0 
这 意味 着 没有 功率 流出 人 闭合 面 A,(6.6.15) 式 左 端 为 零 。 而 复数 为 零 必须 实 部 、 虚 部 均 为 
零 。 对 于 有 耗 媒 质 ,(6.6.15) 式 右 端的 Pr .PP。 都 是 非 负数 , 故 只 有 百 =0, 理 = 0, 因 而 必 
有 = ,有 ,= 起 , 即 场 的 解 是 唯一 的 。 

对 于 无 耗 介质 , 因 = e = y=0, 无 法 直接 证 明 玉 =0、 囊 =0。 此 时 ,可 把 无 耗 介 质 看 成 
是 有 耗 媒质 的 。、e“、y 无限 减 小 的 极限 情形 。 由 于 有 耗 媒 质 中 场 方程 的 解 是 唯一 的 ,其 极限 
当然 也 就 是 唯一 的 。 
时 谈 场 的 唯一 件 定 理 与 静电 场 的 唯一 性 定理 有 所 不 同 是 必然 的 ,因为 场 的 方程 不 同 。 时 变 场 
的 方程 表明 EE 五 是 相互 为 源 (而 静态 电磁 场 互 不 影响 ,分 别 以 py 为 源 ) .相互 感应 而 向 空间 传播 
的 ,因而 边界 面 A 包围 的 空间 V 中 的 场 理应 与 A 上 的 电磁 场 .电磁 能 流 朝 向 A 之 内 ( 即 沿 一 ndA 
的 方向 ) 的 传播 ,流动 有 关 , 也 就 是 与 边界 面 上 的 E,、H, 有 关 ; 时 变 场 中 A 可 以 只 是 空间 中 的 一 个 
计算 表面 ,而 静电 场 唯一 件 原 理 所 指 的 边界 而 在 实际 问题 中 通常 是 电 茄 藉 以 存在 的 物理 表面。 


6.7 场 量 的 波动 方程 电磁 波 
一 、 场 量 的 波动 方程 


6.3 节 中 已 经 指出 ,在 无 源 区 (p =o 一 0), 对 于 各 向 同性 的 均匀 媒质 ,电磁 场 的 解 可 仅 
由 限定 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 的 两 个 旋 度 方程 求 出 : 
VxH=e 守 (6.3.13) 


vxE--x2 (6.3.14) 


但 是 为 了 用 解析 法 求解 ,还 需要 把 E 和 五 分 离 到 两 个 方程 中 。 为 此 ,我 们 对 上 述 任 一 个 方程 ， 
辟 如 (6.3.14) ,两 边 再 取 旋 度 ， 


VXVxE- -pF(VxH) 
把 矢量 恒等式 (A2.10)V XV x = VY "一 及 (6.3.13) 式 代 人 上 式 ,并 利用 V "E=0, 得 


2 
ViE-n -0 (6.7.1) 

2 
局 法 可 得 到 VIH- pe =0 (6.7.2) 


(6.7.1) 和 (6.7.2) 就 分 别 是 关于 场 量 E 和 五 的 波动 方程 。 虽 然 满足 麦克 斯 韦 旋 度 方程 的 矢 
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旺 场 必然 满足 波动 方程 ,但 通过 求解 任 一 个 波动 方程 只 能 求 出 一 个 场 矢量 (例如 从 (6.7.1) 只 
能 求 出 E); 还 需 再 利用 这 个 已 知 场 量 和 一 个 旋 度 方程 去 求 出 另 一 个 场 和 拓 量 (例如 再 由 
《6,.3.14) 从 吾 求 出 五 )。 

波动 方程 中 对 矢量 进行 Y :运算 的 意义 如 4.3 节 所 述 。 只 有 对 于 直线 坐标 分 量 , 其 满足 的 


方程 形式 才 仍然 是 波动 方程 的 形式 - 例如 在 直角 坐标 系 中 (6.7.1) 式 代表 着 如 下 的 三 个 标量 
波动 方程 


PE, HE, FE, FE, 2 FE, 

or dy tar MK a0 0 VE pe a (6.7.1a) 
BE, PE, FE 22E, 02E. 

一 -人 十 二 一 > 一 一 一 一 2 — pe 一 -这 二 

EE + 0 a7 0 或 VE El 0 (6.7,1b) 
PE PE FE FE 2 OE,_ 

Be + ay ta HE 50 或 VE 一 pe Ey =0 (6.7.10) 


而 其 他 坐标 系 中 的 非 直线 坐标 分 量 的 方程 形式 都 比较 复杂 。 

例如 ,对 于 6.4 例 的 同 轴 线 ,因为 是 圆柱 坐标 , E, ,FH, 不 满足 上 述 形式 的 波动 方程 , 故 只 
能 利用 两 个 旋 度 方程 去 求 出 8 和 互 。 假 如 是 直角 坐标 系 中 的 问题 ,我 们 也 可 以 利用 E 的 波动 
方程 去 求 出 常数 8, 再 代 人 一 个 旋 度 方程 去 求 出 另 一 个 场 量 吾 。 

对 于 时 谐 场 ,同样 可 由 两 个 复数 撒 式 的 旋 度 方程 (6.5.14) 和 (6.5.15) 导 出 复数 形式 的 波 
动 方 程 , 称 为 交 姆 置 兹 方程 (也 称 简 详 振 动 方程 或 谐 方程 ) 


ViE+KE=0 (6.7.3) 
ViH+ KH=0 (6.7.4) 
其 中 如 二 w?pe。 若 空间 为 有 耗 媒质 ,只 须 用 py 、e. 代替 pe。 


二 、 电 磁 波 的 一 般 概念 

我 们 称 方程 (6.7.1) 一 (6.7.4) 为 波动 方程 ,是 因为 它们 的 解 是 波 函 数 。 在 不 同 的 坐标 系 
中 在 频 域 一 般 地 求解 三 维 的 波动 方程 见 6.9 节 。 这 里 ,为 了 说 明 何 种 函数 形式 表示 波 ( 行 波 或 
驻 波 ) ,介绍 电磁 波 的 一 般 概念 (这 也 是 6.9 节 与 6.10 节 的 预备 知识 ) ,我 们 仅 就 直角 坐标 下 的 
一 维 场 即 EE(<,z) 的 简单 情形 ,在 时 域 求 解 波动 方程 (6.7.1)。 如 前 所 述 ,在 直角 坐标 系 
中 ,方程 (6.7,1) 代 表 着 E(z,1) 的 每 个 直角 分 量 的 三 个 同样 形式 的 标量 波动 方程 , 故 不 妨 写 
出 一 个 为 代表 : 


a1 PE, FE, FE, 
V Ete 3 -0 ~ Fe a -0 (6.7,5) 
方程 (6.7.5) 在 数学 物理 方程 中 已 经 解 出 为 
20c0707204E0t 有 0 大 ) (6.7.6) 


其 中 了 和 & 分 别 为 让 向 解 E; (> ,+) 和 反 向 解 E; (z,) ,其 物理 含义 分 别 为 顺 行 波 ( 沿 + z 方 
向 ) 和 逆行 波 ( 沿 -xz 方 向 ) 我 们 以 At - 辫 ) 为 例 来 表明 这 一 函数 形式 代表 行 波 : 


令 2 
= 一 和 二 4, 一 之 
令 post 


车 to。>4, 则 必 有 za > xl, 这 表示 早 些 时 (zi ) 出 现在 x1 的 函数 值 f(y。) 晚 些 时 候 (2) 会 到 达 
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z2。 如 此 ,波形 f 上 的 每 一 点 都 会 以 速度 v 向 + 方向 推进 ,如 图 6-16 所 示 。 同 理 , 波 函 数 
8(++ 闻 ) 表 示 沿 -< 方向 的 行 波 ,波形 8 上 的 每 一 点 都 以 速度 向 - * 方向 推进 。 这 样 ,我 们 
可 以 认为 电磁 波 就 是 电磁 拢 动 的 传播 ,这 正如 拿 住 绳子 的 一 端 上 下 拌 动 时 ,这 一 扰动 就 会 由 近 
及 远 地 向 另 一 端 传播 。( 关 于 电磁 扰动 可 参阅 文献 [7]) 

容易 验证 ,任意 二 阶 可 微 的 时 间 函 数 广 ,8 都 满足 波动 方程 (6.7.5)。 它 可 能 是 窄 脉冲 ,也 
可 能 是 数字 化 波形 或 连续 不 断 的 正弦 波 ……:; 频 率 从 工 频 一 直 延 伸 到 光 、 紫 外 线 ` 只 射线 .y 射 
线 ; 波 的 形态 也 千变万化 ,但 它们 都 必须 满足 麦克 斯 书 方程 组 ,因而 也 就 必然 满足 波动 方程 。 
换言之 ,所 有 能 够 存在 的 电磁 波 都 是 波动 方程 的 解 。 


ar=5=C jr 


An) 


Ed 


vn) 


1 
Fo-3) | 
= 上 
za 1 
(ta> 2 
0 


图 6-16 波 隐 数 /(4 一 主 ) 表 示 
+ 之 方向 的 行 波 

事实 上 ,由 于 任何 时 变 的 巨 都 会 感应 出 召 ,时 变 的 B 又 会 感应 出 五 ,这 样 相互 感应 ,相互 
激发 的 结果 ,必然 形成 时 变 电 磁 场 的 传播 一 一 电磁 波 。 所 以 ,时 变 场 必 然 伴随 着 波 的 传播 。 
{ 曼 然 有 些 情况 下 可 以 忽略 波 的 传播 ,例如 淮 静 态 场 和 侦 极 子 天 线 的 近 区 场 )。 麦 克 斯 韦 方程 
组 一 波动 方程 的 解 是 波 函 数 正 是 真实 地 反应 了 这 一 物理 现象 。 

由 于 任何 扰动 (时 间 函 数 ) 都 可 用 傅立叶 分 析 而 分 解 成 不 同 的 频率 分 量 ,因此 本 书 只 研究 
单一 频率 的 简 谐 波 ,(6.7.6) 式 中 的 顺 行 波 的 具体 函数 形式 应 为 


Ei (zx,t)=f(1~E)= Acos(wt -FE)= Acos(wt -kz) (k= 对 ) {6.7.7a) 


Uv 
根据 6.5 节 , 其 复数 振幅 为 


图 6-17 平面 波 的 等 相位 面 和 波 矢 量 


E!: (z)= Ae *" (6.7.7b) 

同 理 ,逆行 波 为 
E, (z,1)=g(tt¥)= Beos(wr tke) (6.7.8a) 

其 复数 据 幅 为 
Er; (z)= Be (6.7.8b) 


(6.7.7b) 和 (6.7.8b) 正 是 方程 VE, + 玉 , =0 的 解 。 


“从 物理 含义 上 讲 , 如 果 在 E， 传播 的 前 方 没有 反射 壁 , 在 所 讨论 的 区 域 以 远 (例如 = > 
zo) 也 没有 朝 一 z 方向 的 辐射 ,就 不 会 有 道行 波 。 而 如 果 存 在 反射 壁 ( 尽 如 理想 导体 平面), 反 
射 回 来 的 逆行 波 就 会 与 顺 行 波 登 加 成 驻 波 ， 
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图 6-19 远离 偶 极 振子 的 空间 ( 远 区 ) 的 电力 线 和 磁力 线 
(电力 线 ;() 珊 力 线 。 

如 前 所 述 , 电 磁 波 的 瞬 变 过 程 复杂 ,形态 千变万化 , ;如何 描 述 \ 用 什么 参数 来 描述 某 种 形 
态 的 电磁 波 ? 在 何 种 介质 和 几何 条 件 下 才 可 能 存在 这 种 形态 的 电磁 波 ? 一 种 形态 的 电磁 波 过 
到 不 同 媒质 的 界面 时 表现 出 什么 样 的 特性 ? ……… 关于 电磁 波 的 这 一 系列 基本 问题 所 涉及 的 深 
度 和 广度 是 本 书 难以 概括 的 ,本 书后 续 章 节 将 仅 限于 研究 达到 稳 态 的 .单一 频率 的 简 谐 波 , 主 
要 讨论 波 阵 面 为 平面 的 简 谐 波 在 无 界 . 半 无 界 空间 的 传播 (第 7 章 ), 在 有 界 空间 的 传播 {第 8 
章 ) 以 及 由 天 线 辐射 的 简 谐 波 (第 9 章 )。 


三 、 电 磁场 的 实在 性 


如 前 所 述 ,麦克 斯 韦 方程 组 的 一 个 直接 推论 就 是 电磁 波 的 存在 。 又 由 于 它 在 真空 中 的 速 
* 206 : 


度 u= i 与 当时 已 测 出 的 光速 相等 ,因而 麦克 斯 书 第 一 次 提出 光波 也 是 一 种 电磁 波 , 认 


识 到 光 现象 和 电磁 现象 的 统一 性 。 这 一 源 于 理论 的 预言, 在 麦克 斯 书 逝 世 十 年 后 被 再 效 用 实 
验证 实 ,充分 显示 了 “数学 在 理论 物理 学 上 的 强大 作用 ” ,是 一 种 “ 超 感 觉 器 官 "。 

在 发 现 电磁 波 以 前 ,多 数 人 把 电场 (磁场) 看 成 是 为 了 更 方便 地 计算 电荷 (电流 ) 之 间 的 作 
力 或 是 电力 (磁力 ) 对 电荷 (电流 ) 做 的 功 而 引 人 的 数学 上 的 辅助 概念 ,电荷 (电流 ) 周 围 的 空 
间 和 没有 电荷 (电流 ) 的 空间 同样 是 空虚 的 。 电 场 和 磁场 并 非 实在 的 东西 。 曾 电磁 波 的 发 现 证 
实 了 电磁 场 的 实在 性 。 证 明 它 也 具有 一 般 物 质 所 具有 的 能 量 、 动 量 和 质量 。 

首先 ,电磁 波 以 有 限 的 速度 在 空间 传播 的 事实 肯定 了 电磁 场 具有 能 量 (这 个 事实 仅仅 根据 
静电 场 或 恒定 磁场 的 现象 是 无 法 肯定 或 判断 的 )。 假 设 某 个 发 送 端 的 振荡 电路 辐射 了 电磁 波 ， 
它 会 损失 能 量 。 由 于 电磁 波 以 有 限 的 速度 传播 , 故 与 发 端 有 一 定 典 离 的 收 端 电路 不 可 能 立刻 
就 获得 这 个 能 量 ; 那 么 ,从 发 出 至 收 到 的 这 段 时 间 内 ,能 量 只 能 为 带电 系统 之 外 的 空间 电磁 场 
所 具有 。 如 果 认为 只 有 带电 系统 (电荷 和 电流 的 载体 ) 才 可 能 具有 能 量 ,就 会 违反 能 量 守恒 定 
律 。 

能 量 守恒 反映 了 运动 不 灭 ,也 反映 了 运动 与 物质 的 不 可 分 割 一 -我 们 不 可 能 设想 是 “ 空 
虚 " 在 运动 ,在 以 有 限 的 速度 传播 ,并 具有 能 量 。 当 然 , 根 据 mx = Se 一, 以 光速 运动 着 

1 一 (a 

的 电磁 场 不 可 能 县 有 静止 质量 mx。。 我 们 还 知道 ,光子 在 一 定 条 件 下 可 以 转化 为 一 对 正 、 负 电 
子 , 或 者 反 过 来 。 而 电子 是 有 静止 质量 的 (9.107X 10-3kg)。 这 也 间接 证 明了 电磁 场 具 有 质 
量 ,是 实在 的 ;因为 光 也 是 电磁 场 的 一 种 撒 式 。 


其 次 ,有 能 量 (ww) 就 有 动 二 (Pp) ,二 者 以 p 一 妆 相 联系 ;而 有 动量 就 会 有 辐射 压力 。 例 如 


以 石英 丝 悬 挂 的 很 轻 的 叶片 在 受到 电磁 辐射 时 便 发 生 转 动 ,就 是 电磁 场 具 有 动量 的 表现 。 

由 此 ,我 们 也 可 认识 到 ,辐射 源 的 带电 系统 中 时 变 的 电荷 电流 对 于 远离 它 的 收 端的 作用 
并 非 是 “ 超 距 ”作用 ,而 是 通过 电磁 场 这 种 特殊 形态 的 物质 来 起 作用 的 。 波 动 着 的 电磁 场 一 经 
到 达 , 便 会 在 接收 电路 中 引起 电磁 振荡 。 因 此 ,说 电磁 场 具 有 能 量 决 不 是 为 了 追求 理论 上 的 完 
整 性 而 引进 的 假设 。 在 电磁 场 和 实物 相互 作用 时 , 它 的 能 量 便 表现 出 来 了 。 


6.8 动态 位 动态 位 的 波动 方程 


尽管 上 一 节 中 忆 和 豆 被 分 离 到 了 各 自 的 波动 方程 中 ,但 每 个 矢量 有 三 个 分 量 , 故 直接 求 
解 场 矢 量 的 波动 方程 仍 是 很 复杂 的 。 借 助 于 辅助 的 位 函数 可 以 减少 末 知 函数 的 数目 ,简化 求 
解 。 如 果 把 静态 场 的 各 种 位 函数 统称 为 静态 位 , 则 时 变 场 的 各 种 标量 位 ` 矢 量 位 可 称 为 动态 位 
或 电磁 位 。 由 于 电场 和 磁场 的 不 可 分 割 ,动态 位 都 是 成 对 的 。 本 节 介绍 最 常用 的 位 对 一 标量 
电位 和 矢量 磁 位 (其 他 位 对 ,如 矢量 电位 和 标量 磁 位 ; 赫 效 电 矢量 和 赫兹 磁 矢 量 , 可 参阅 文献 
[5]), 并 导出 关于 它们 的 非 齐 次 波动 方程 一 一 达 朗 贝尔 方程 。 

因为 Y ' 召 =0, 故 可 令 


B=VxA (6,8.1) 


将 其 代 人 (6.3.6) 式 ,得 
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VxE= -区 (VxA) 
移 项 得 
yx(E+ 强 )=0 
由 于 无 旋 场 一 定 对 应 着 一 个 标量 场 , 故 可 引入 标量 电位 到 ; 
BE+ 强 = -Ye 


=_Vo-24 
E=-Vo- (6.8.2) 


可 见 ,静态 场 中 E= -YE@ 可 看 成 是 上 式 约 =0 时 的 特例 。 
@、A 就 是 时 变 电 磁 场 的 一 个 动态 位 对 。B 和 E 分 别 通 过 (6.8.1) 和 (6.8.2) 式 与 位 函数 


8 ,4 相 联 系 。 如 果 能 求 出 @ 和 4,B 和 的 分 布 就 迎刃而解 。 
首先 须 指出 ,满足 (6.8.1) 和 (6.8.2) 的 下 .和 并 不 叭 一。 例如 另 有 如 下 的 矢量 位 4 和 标 


量 位 更 ': 


A =A+VY 

, a 

BD =D- 
其 中 下 为 任 一 标量 场 , 则 A' 和 多 也 一 定 满足 (6.8.1) 和 (6,8,2) 式 : 
VxXA’=Y XA+YXVY=VXA=B 


-ye- 哆 =- -ve+y 亚 - 强 -y = -vo-=E 
为 了 唯一 确定 4 和 名 ,还 需要 规定 VA4。 原 则 上 说 ,对 于 V4 的 赋值 具有 任意 性 。 下 
而 将 看 到 赋 于 V '4 怎样 的 值 比 较 有 利于 @ 和 4 的 求解 。 


利用 (6.8.2) 式 ,可 得 


VE=V"(-V@- 难 )=2 
V2@+ 了 (4)= -人 (6.8.3) 
把 (6.8.1) (6.8.2) 代 人 方程 (6.3.5) ,得 


9 a 9 
v xH=V xVx4-Jte 和 -J+te 疡 (~-V9- 圣 ) 
2 
A (6.8.4) 
如 果 令 Y'4=-A 强 (6.8.5) 
代 人 (6.8.3) 和 (6.8.4) 式 ,就 得 到 
2 
VA -pe (6.8.6) 
2 
和 Vp-je = -2 (6.8.7) 


(6.8.5) 式 称 为 洛 仑 慈 条件。(6.8.6) 和 (6.8.7) 就 是 达 朗 贝尔 方程 , 它 是 关于 动态 位 A 和 更 
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dx 
rh X=0 
Grp Y=0 (6.9.7) 
中 
dz 


Zi+(g pk)Z0 
(6.9.7) 中 的 三 个 方程 显然 是 一 维 的 交 姆 霍 兹 方程 , 即 复数 一 维 波动 亡 程 , 故 也 称 为 ! 平 ] 面 谐 
[ 波 ] 方 程 。 若 用 FA) FAy) FAz) 来 分 别 表示 这 一 个 方程 的 解 ( 也 就 是 与 本 征 值 
A ,入 对 应 的 本 征 画 数 ), 则 标量 波动 方程 (6,9.5) 的 一 个 可 能 的 解 为 
=P (Rr)F, (ky) FP, (kz) (6.9.8) 

由 于 方程 (6.9.7) 与 (6.9.2) 形 式 上 类 同 , 故 解 式 (6.9.8) 与 (6.9.4) 形 式 上 也 类 间 。 但 是 ,二 者 
有 着 本 质 的 区 别 :方程 (6.9.7) 中 的 消 数 及 其 解 亚 , 都 只 是 简 谐 波 的 复数 振幅 。 

以 (kz) 为 例 , 令 =B-jata.B 为 实数 ), 方 程 (6.9.7) 的 本 征 函 数 可 能 取 的 几 种 主 
要 隐 数 形式 及 其 物理 含义 为 : 


fe (4 为 实数 ) 表示 测 z 方向 的 行 波 
PE (4. 为 虚数 ) 表示 沿 = 方向 的 衰减 波 
Fl) = 三 ee 和 《4 为 复数 ) 表示 滑 = 方向 的 训 减 行 波 | 


1 
村 (4 为 实数 ) 表示 沿 = 轴 的 驻 波 。。， 


(6.9.9) 
这 里 所 说 的 行 波 都 是 平面 波 。( 关 于 衰减 行 波 详 见 7.5 节 。) 

为 了 根据 边界 条 件 选 定 符合 需要 的 具体 两 数 形式 , 须 对 (6.9.9) 式 中 各 种 本 征 函 数 的 数学 
特性 和 物理 含义 十 分 熟悉 。(6.9.8) 式 的 可 可 称 为 基本 波 函 数 。 各 种 可 能 的 炎 , 的 线性 组 
合 也 应 是 方程 (6.9.5) 的 解 。 脚 标 上 表示 本 征 信 #, .有 ,,&. 的 某 一 组 合 。 对 .所 有 可 能 的 
取 值 求 和 或 积分 就 构成 方程 (6.9.5) 的 通 解 。 丝 个 秋 : 对 应 着 可 能 存在 的 一 种 波 型 ,也 称 模 
式 , 因 此 , 通 解 表示 所 有 可 能 存在 的 电磁 波 模 式 的 苞 加 。 

对 于 有 界 空间 ,&, ,&. 可取 的 值 是 离散 的 (表示 这 些 区 域 中 可 能 存在 的 电磁 波 模 式 也 是 离 
散 的) , 故 方程 (6.9.5) 的 通 解 为 级 数 形式 : 


更 = DD = > DCF kr)F, (ky) F(z) (6.9.10) 
人 代 全 
而 在 无 界 空间 ,kk, &, 的 可 能 取 值 是 连续 的 , 故 通 解 为 积分 形式 ， 
更 二 [ | gash Fi (kr) Fk) Fa he)dk, dk, (6.9.11) 


对 于 有 界 空间 ,常见 的 例子 有 波导 管 .光纤 等 。 当 所 论 区 域 的 媒质 和 边界 条 件 给 定 了 ,该 区 域 
中 能 够 存在 哪个 ( 些 ) 模 式 就 唯一 确定 了 ;相应 地 ,方程 (6.9.7) 的 本 征 什 
(6.9.9) 中 的 路 [ 几 ] 种 形式 以 及 (6.9.10) 式 中 的 待定 系数 Ci 就 被 叭 ~- 确定 三 。 

由 于 确定 Cs ,。、g(k; ,名 ) 时 还 需要 利用 本 征 函 数 的 正 交 性 (常见 的 三 角 晴 数 , 贝 赛 尔 活 
数 . 勒 让 德 多 项 式 …… 都 是 正 交 函数 集 ) ,这 种 作法 与 傅立叶 分 析 中 求 傅立叶 系数 的 作法 相同 ， 
故 分 离 变 量 法 也 称 健 立 叶 法 ,也 可 称 为 本 征 疯 数 展开 法 。 
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以 上 就 是 用 分 离 变量 法 求解 标量 波动 方程 (或 拉 普 拉 斯 方程 ) 的 基本 步骤 。 

需要 指出 ,三 维 的 标量 波动 方程 欲 分 离 为 三 个 常 微分 方程 还 必须 满足 一 定 的 充分 必要 条 
件 [5], 因 而 能 够 用 分 离 变 量 法 处 理 的 坐标 系 是 有 限 的 。 在 1.2 节 中 提 到 的 13 种 坐标 系 中 的 
前 11 种 坐标 系 中 ,波动 方程 , 拉 普 拉 斯 方程 都 可 直接 采用 分 离 变 量 法 处 理 ;最 后 两 种 坐标 系 
中 ,只 有 拉 普 拉 斯 方程 在 经 过 变换 后 可 用 分 离 变 量 法 求解 。 这 方面 的 讨论 超出 了 本 书 的 范围 。 

从 齐 次 标量 波动 方程 (6.9.5) 解 出 的 标量 波 函 数 亚 , 可 代表 以 下 几 种 物理 含义 : 

加 可 以 理解 成 是 标量 位 ,然后 由 此 进一步 导出 矢量 位 4 和 所 求 的 场 矢量 。 例 如 8.4 他 
对 介质 波导 的 分 析 。 

@ 也 可 以 理解 成 是 场 矢 景 的 任 一 个 直角 分 量 。 例 如 在 第 8 章 对 金属 波导 和 光纤 的 分 析 中 ， 
就 是 把 标量 波 秋 , 看 成 是 纵向 场 分 量 (E. 或 入 ) ,再 利用 旋 度 方程 (6.5.34)、(6.5.15) 导 出 以 纵 
向 分 量 来 表示 各 个 横向 分 量 的 关系 式 。 这 就 是 在 导 行 波 的 分 析 中 最 常用 的 纵向 场 法 。 

加 特别 ,在 上 .&, 和 皆 为 实数 的 简单 情形 下 , 业 就 代表 电场 或 磁场 强度 。 这 是 因为 

B= Fk xr)F hy) Fhe) =e Me Wh =e (6.9.12) 
由 (6.9.9).(6.7.12b) 式 知 它 表示 沿 起 = a,k, + ak + as 方向 的 行 波 (平面 波 )。 而 自由 空 
间 平 面 波 的 E( 或 五) 的 方向 处 处 相同 , 设 该 方向 为 as (或 an) , 则 可 认为 只 有 一 个 as (或 an) 
方向 的 电 ( 磁 ) 场 分 量 。 于 是 , 业 代表 的 就 是 五 (或 H):E=azE= asW (或 H-asH= 
ay 业 ,)。 这 就 是 7.2 节 要 介绍 的 沿 任意 方向 的 均匀 平面 波 。 

上 述 情形 中 更 简单 的 情形 是 、 ., 中 只 有 一 个 不 为 零 , 例 如 入 天 0。 此 时 

We 只 
表示 沿 x 坐标 轴 传 播 的 行 波 ( 见 (6.7.7b)) , 它 正 是 7.1 节 将 要 详细 介绍 的 均匀 平面 波 。 

在 大 ,、&: 都 为 实数 的 情况 下 ,(6.9.10)(6.9.11) 式 中 对 所 有 可 能 的 &、, 值 求 和 或 
积分 ,表示 通 解 下 由 频率 相同 (由 激励 源 给 定 ) 而 传播 方向 (#) 各 异 的 许多 平面 波 选 加 而 成 ， 
每 一 方向 的 平面 波 各 有 其 特定 的 幅度 C.,, 或 gC ,&,)。 


二 、 圆 柱 坐 标 系 中 齐 次 标量 波动 方程 的 分 离 变 量 法 


柱 坐 标 系 中 求解 波动 方程 的 分 离 变 量 法 是 分 析 包 括 光 纤 在 内 的 介质 加 波导 的 必 备 基 
础 。 下 面 我 们 先 在 第 5 章 介 绍 的 二 维 拉 普 拉 斯 方程 基础 上 介绍 更 一 般 的 三 维 问题 的 解法 , 然 
后 将 其 延伸 到 时 谐 场 波动 方程 的 求解 。 

按照 和 直角 坐标 系 中 同样 的 基本 步骤 , 令 宣 =R(o)Q(98)Z(z), 则 图 柱 坐 标 下 的 拉 普 拉 
斯 方程 


Loy 
RP 3 5 了 10 {6.9.13) 


可 分 离 成 三 个 常 微分 方程 : 


2 
当时)+ (4 -和 RR)=0 (6.9.14) 
2 
和 aro (6.9.15) 


-hk Z=0 (6.9.16) 
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方程 (6.9,.14) 称 为 贝 蹇 尔 方程 。 在 &.? >0 的 通常 倩 形 下 ,上 述 方程 的 解 为 
及 (CEO) = AnlJ, (kp) + Bs, N, (RE) 
Q(p) = erm (6.9.17) 
Z(z)= et? 

故 方程 (6.9.14) 的 通 解 为 


于 = Rho QP)Z(2) = SA, (k0) +B Nn Cp)] | op- et 
(6.9.18) 
对 于 ?=0 和 ?<0 的 情形 ,也 都 各 有 相应 的 不 同 的 解 式 。 特 别 , 当 ,=0 时 , 贝 塞 尔 
方程 (6.9.14) 就 退化 成 第 5 章 介 绍 的 二 维 场 的 欧 拉 方程 (5.2.5)。 
时 谐 场 中 的 齐 次 标量 波动 方程 及 其 分 离 变量 法 可 看 成 是 上 述 拉 普 拉 斯 方程 及 其 分 离 变 量 
解法 的 延伸 ,推广 。 把 人 


18,F 时 
V+ PEA 四 + 5 十 {6.9.19) 

它 就 可 被 分 离 为 与 (6.9.14)~(6.9. 16) 形 式 几乎 相同 的 三 个 和 生 分 方程 
pe ER), (Re 一 R=0 (6.9.20) 
dQ miQ=0 {6.9.21) 

Pp 

,+2=0 (6.9.22) 
其 中 bh (6.9.23) 


方程 (6.9.21) 、(6.9.22) 的 解 分 别 为 
Q(p)= gtmp)= | 名 mp| 
Zz)= Fk) =ethr 
而 贝 塞 尔 方程 (6.9.20) 的 解 R(p) 常 用 Bu (ko) 表 示 , 它 代表 第 一 .二 类 贝 塞 尔 函数 ]。 (sp) 、 
Nu (pop) 或 第 一 .二 类 汉 克 尔 函 数 (也 称 第 三 类 贝 塞 尔 郴 数 )H (koo) He (Auo) 或 它们 的 
线性 组 合 。 于 是 ,方程 (6.9.19) 的 一 个 可 能 的 解 为 
i=B, (koo)g( my) FR,2) (6.9.24) 
由 于 圆柱 坐标 系 中 * 仍 是 直线 坐标 , 故 (6.9,9) 中 所 列 的 F(,z) 的 各 种 可 能 形式 仍然 适用 。 
把 (6.9.24) 所 示 的 基本 波 函 数 用 对 所 有 可 能 的 wm 、k&, 取 值 求 和 或 积分 ,就 得 到 方程 
(6.9.19) 的 通 解 。 这 里 只 写 出 级 数 形 式 的 通 解 : 
Y= > DC Bo (kop) a (mg) F (kz) {6.9.25) 
第 一 ,二 ,三 类 贝 塞 尔 函数 的 性 质 和 曲线 见 附录 A4。 由 于 贝 塞 尔 函 数 比 较 复杂 ,把 它 同 我 
们 熟悉 的 初等 浮 数 作 如 下 定性 的 近似 类 比 是 有 益 的 (这 些 类 比 是 根据 各 类 贝 塞 尔 函数 当 p->o% 
时 的 渐 近 公式 作出 的 ,从 附录 A4 中 各 类 贝 塞 尔 函数 的 图 像 形 状 上 也 可 看 出 ): 
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有 (bp) 一 oos kp 表示 驻 波 
N, (kp) ~sin kp 表示 驻 波 
Ha (gp) es” 表示 向 内 传播 的 行 波 
HP(8o) 一 e 癌 表示 向 外 传播 的 行 波 
这 里 的 波 都 是 指 柱 面 波 。 
由 于 o=0 时 J。(ko) 为 有 限 值 , 故 它 通常 用 于 表示 含 p=0 的 区 域内 的 场 ;由 于 p 一 0 时 
N, ( 玉 ) -oo , 故 N。(i) 用 于 表示 0 尖 0 的 区 域 或 含有 奇 点 的 区 域 ( 如 空心 圆柱 或 含有 线 源 的 
空间 ) 的 场 ;而 H, 常用 于 表示 波 的 散射 世 就 是 外 域 中 的 场 。 总 之 , 通 解 取 哪 种 函数 ,待定 常数 
取 何 值 ,都 由 具体 问题 的 定 解 条 件 决 定 。 
圆柱 坐标 下 矢量 波动 方程 (6.7.3)、(6.7.4) 中 只 有 直线 坐标 分 量 EE, 、H. 的 方程 仍 为 波动 
方程 的 形式 , 故 (6.9.24) 的 解 式 加 一 般 只 能 代表 EE 或 瑟 [ 从 纯 理 论 的 角度 , 怠 也 可 代表 标 
量 位 或 其 他 直角 分 量 ,例如 2.1 节 提 到 的 单 模 光 纤 中 的 E,; E,(r)=E,(p,?,x), 见 2.1 节 ]】， 
然后 把 EE,、H, 代入 施 度 方程 (6.5.14) 束 (6.5.15) 求 得 横向 分 量 。 根 据 边 界 条 件 具 体 确定 至 
的 函数 形式 并 进 面 导 出 各 个 横向 分 量 的 步 又 将 在 8.5 节 针对 光 导 纤维 来 演示 。 
球 坐标 系 中 波动 方程 的 分 离 变 其 法 的 介绍 从 略 。 


”6.10 非 齐 次 标量 波动 方程 的 积分 解法 


对 电磁 波 的 求解 ,最 终 都 归结 为 求解 关于 场 强 或 动态 位 的 一 个 齐 次 或 非 齐 次 的 ,矢量 或 标 
量 的 微分 方程 一 波动 方程 。6.9 节 介绍 了 求解 齐 次 标量 波动 方程 常用 的 解析 法 一 一 分 离 变量 
法 。 它 是 直接 求解 微分 方程 ( 亥 姆 直 兹 方程 ) ,其 解 为 基本 波 的 选 加 (级 数 形 式 )。 本 节 将 介绍 
求解 有 源 区 的 非 齐 次 标量 波动 方程 的 基本 解析 方法 一 一 积分 方程 法 ,特别 是 格林 函数 法 。 它 
是 通过 求解 关于 待 求 函数 的 积分 方程 来 获得 微分 方程 的 解 , 其 解 为 对 源 区 积分 的 形 
式 。 

积分 解法 (如 本 节 所 介绍 的 两 种 方法 ) 主 要 是 利用 标量 格林 定理 (2.8.4) 来 导出 待 求 标量 
波 函数 的 积分 解 式 。 该 定理 的 特点 是 能 够 把 体积 内 的 未 知 标量 函数 值 (多 ) 同 它 在 边界 面 上 的 


已 知 值 @ 或 3 联系 ,因而 便于 利用 来 解决 关于 @ 的 边 值 问题 。 由 于 格林 定理 是 积分 形式 
的 矢量 恒等式 ,所 以 由 它 导出 的 解 也 是 积分 形式 的 。 

本 节 的 解法 主要 是 针对 动态 位 的 非 齐 次 流动 方程 (6.8.11)、(6.8.12), 即 求解 复数 达 朗 中 
尔 方程 ( 非 齐 次 记 姆 填 兹 方程 )。 在 讨论 中 将 省 略 复数 符号 ,例如 把 4、 多 .p 写 为 A、®、p。 

一 、 时 谐 场 达 朗 贝尔 方程 的 积分 解法 


为 了 避免 考虑 初始 条 件 等 复杂 情况 ,这 里 我 们 把 求解 时 域 的 达 朗 贝尔 方程 的 克 希 誉 夫 积 

分 法 的 思路 用 于 稳 态 的 时 谐 场 。 我 们 给 出 了 求解 的 全 过 程 ,以 表明 不 借助 格林 函数 时 应 如 何 

用 积分 法 求解 。 同 时 , 非 齐 次 波动 方程 的 该 积分 解法 也 包括 了 静态 场 中 求解 泊 松 方程 的 积分 

方程 法 的 简单 特例 , 故 末 在 静态 场 专门 介绍 ,而 在 本 节 作 了 详细 介绍 。 

下 面 准备 求解 的 是 关于 标量 位 @ 的 非 齐 次 波动 方程 (6.8.12)。 对 于 矢量 位 4 的 非 齐 次 

矢量 波动 方程 (6.8.11) ,由 于 4 的 三 个 直角 坐标 分 量 都 满足 与 (6.8.12) 同 样 形式 的 方程 , 因 
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| (6.9.26) 


此 将 随 之 而 解 。( 从 根本 上 说 ,A 和 旬 是 以 (6.8.10) 式 相 联系 的 , 故 方 程 (6.8.11) 和 (6.8.12) 
之 中 只 需求 解 一 个 。) 解 出 动态 位 之 后 , 场 强 就 可 立即 算出 : 
E=-jwA -Vo (6.8.9) 


H=1y x 息 
pk 


本 节 只 介绍 这 种 通过 求解 位 函数 来 得 出 场 强 的 间接 求解 方法 。 
假定 所 考虑 的 区 域 充满 均匀 、 各 向 同性 的 线性 介质 , 场 源 的 分 布 已 知 。 标 量 电位 $ 和 矢 
量 磁 位 4 之 间 若 满足 复数 洛 仑 北条 件 : 


VA= -jw (6.8.10) 

则 关于 动态 位 @ 和 A 的 非 齐 次 波动 方程 为 复数 达 朗 贝尔 方程 : 
VB+E EG= -ole (6.8.12) 
如 站 二 和 = 一 /好 (6.8.11) 


式 中 =wipeo 
从 方程 (6.8.11)、(6.8.12) 可 以 看 出 ,在 静态 场 中 它们 将 退化 为 泊 松 方程 ,而 在 无 源 区 将 
变 为 齐 次 波动 方程 。 因此 ,我 们 可 以 予 其 它们 的 解 既 具有 泊 松 方程 解 的 形式 ,又 具有 齐 次 波动 
方程 解 的 形式 。 
假设 所 考虑 的 空间 为 z, 它 的 全 部 边界 为 闭合 而 S。 和 欲求 r 内 任 一 场 点 P 处 方程 
(6.8.12) 的 解 式 B(r)(r 为 P 点 的 位 置 矢量 ), 可 以 利用 标量 格林 定理 
vo- ovo).ds= | (Pv vd)dr (2.8.4) 


来 建立 闭合 而 内 场 量 的 体积 分 与 闭合 面 上 场 量 的 而 积分 之 间 的 联系 。 
令 上 式 中 下 为 区 域 z 中 非 齐 次 波动 方程 (6.8.12) 的 解 , 而 辅助 函数 p(R) 为 + 中 齐 次 波 
动 方程 


Vo(R)+k op(R)=0 (6.10.1) 
的 解 。 式 中 R=|r 一 |,r 和 分别 为 场 点 和 源 点 的 位 置 矢 量 ,因而 对 于 特定 的 场 点 卫 , RR 表 
示 由 场 点 引出 的 距离 。g(R) 是 g(r,r) 的 简写 。 下 而 首先 从 方程 (6.10.1) 解 出 辅助 函数 9 
的 表达 式 。 

在 球 坐 标 下 将 (6.10.1) 式 展开 ,得 
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若 令 p= 全 7, 代入 上 式 , 则 下 应 满足 的 微分 方程 为 
Ea 
也 = +k'F=0 
这 一 标量 波动 方程 前 已 给 出 解 式 。 由 (6.7.7b)、6.7.8b) 式 , 知 
F=Ae + Be 
中 ee 的 瞬时 形式 Beosc (1 + 及) 表示 这 个 波 本 数 在 t 时 启 的 值 是 对 后 来 的 :+ 到 时 刻 才 发 


生 (在 距离 场 点 R 之 远 ) 的 激励 源 的 值 的 超前 响应 ( 称 作 超前 位 ), 是 不 合理 的 ,应 该 舍 去 ;又 由 
于 A 为 任意 常数 都 不 会 影响 最 终 解 的 形式 , 故 不 妨 取 A 为 1, 于 是 得 到 


(CR 强 )+ 忆 p=0 (6.10.2) 
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oR)= Rr) (6.10.3) 
容易 验证 辅助 函数 (6.10,3) 满 足 齐 次 波动 方程 (6.10.1)。 
下 面 再 求 体积 r 中 任 一 场 点 已 处 更 (r) 的 积分 表达 式 。 为 此 ,我 们 作 一 个 以 已 为 球 心 ， 


RR 为 半径 的 小 球面 S, 包 图 点。 这 样 作 是 因为 预见 到 当 Ru-0 时 ,S, 上 将 有 DB , 同 
时 这 样 也 从 中 控 挤 了 函数 e 的 奇 点 R = 0。 于 是 ,体积 的 全 部 边界 面 S 就 由 St 和 S。 
构成 。S。 面 上 的 法 线 照例 应 指向 体积 < 之 外 , 即 指向 球 心 了 点 ,如 图 6-20(a) 所 示 。 


{a) (by 


图 6-20 求 点 的 标量 波 函 数 和 
(a) 内 域 问 题 ; 〔b) 外 域 问题 。 


把 (6,10.3) 式 代入 (2,8.4) 式 ,就 得 到 一 个 关于 下 的 积分 方程 ; 
J [ov - 和 vo]esr| [ev 全 -vo]ds -| 人 ev-evadc 


5 
{6.10.4) 
从 中 可 以 导出 甸 的 表达 式 。 
把 (6.10.1)、(6.10.3) 式 ,代入 (6.10.4) 式 的 右 端 ,可 求 出 该 体积 分 : 


| (@VY - py)dr = | ec- kg) ~ 8 各]dr =-| ep(y 旬 + )dr = | a 


(6.10.5) 
再 计算 (6.10.4) 式 左边 小 球面 sy 上 的 面积 分 。 注 意 到 在 球面 S。 上 取 梯 度 实际 上 是 作用 于 
源 点 坐标 的 ,故我 们 以 “代替 面积 分 式 中 的 ,于 是 


RdS=R:aedS= RdS 


-V9'd5=V "andS= 绢 d5 


此 在 S。 上 上 的 面积 分 变 为 
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(者 | eds + 着 | GdS + 志 | 强 as) 


如 果 以 而 表示 自在 小 球面 5, 上 的 平均 值 .又 令 中 = 4 ， 强 as , 则 上 式 可 写成 
RDJ so 


RR, aR 
当 Rs-r0 时 ,上 式 第 二 、 三 项 将 消失 ,es -1, 古 ~@ , 故 上 式 之 值 将 趋 于 4rgp, 即 (6,10.4) 
式 中 小 球面 $。 上 的 积分 为 
-jkR -jiR 
[ [sv (所 )- 守 v0] ds ~ (6.10.6) 


jp {4rRIB 4xRi® 4rRiaB 
RR 
o 


把 (6.10.5) 和 (6.10.6) 代 入 积分 方程 (6.10.4) 并 把 5S, 仍 写成 S ,经 欧 项 就 得 到 任 一 场 点 (P) 
处 旬 的 积分 形式 的 解 : 


1 6 1 le yo eT Sy 
和 = 和 dr+a [和 v6-Bv( 和 所)]'ds (6.10.7) 
1f eG ye 1 er 9p(r’) 
也 可 写成 。 8(n) = 入 | PT - 
err 
G(r) 训 (二 7 ]ds (6.10.8) 


上 式 就 是 在 闭合 面 S 所 界定 的 空间 z 中 关于 标量 位 @ 的 非 齐 次 波动 方程 (6.8.12) 的 积分 解 
的 一 般 表达 式 。 其 中 的 第 一 项 { 记 为 $1) 是 解 的 非 齐 次 部 分 ,表示 体积 + 中 的 源 对 场 点 P 的 
标量 位 值 的 贡献 ,是 无 界 空间 中 非 齐 次 波动 方程 V :B+ K’ $1 = 一 pls 的 解 。 第 二 项 ( 记 为 
@: ) 是 解 的 齐 次 部 分 , 它 实际 上 表示 体积 * 之 外 的 源 对 r 内 的 场 点 了 的 标量 位 值 的 贡献 。 对 
S 的 面积 分 计算 的 就 是 这 些 外 部 的 源 在 S$ 上 的 等 效 面 源 的 贡献 。@, 是 有 界 空间 中 齐 次 波动 
方程 y *@, + 有 66: = 0 的 解 。$; 和 @; 的 迭 加 使 更 满足 非 齐 次 标量 波动 方程 (6.8.12) 并 满足 


S 上 的 边界 条 件 一 给 定 的 B|s 和 52 |,。 
参看 图 6-20, 界 面 S; 将 全 空间 划分 成 了 内 域 和 外 域 两 部 分 。 内 域 指 S, 所 包围 的 内 部 空 
间 r, 如 图 6-20(a) 所 示 。 外 域 指 St 之 外 ,由 S; 和 So (其 半径 R 一 %) 所 界定 的 空间 =, 如 图 
6-20(b) 所 示 。 根 据 前 面 的 讨论 显然 上 述 解 式 对 内 域 问题 是 适用 的 [只 需 把 图 6-20(a) 中 的 5; 
理解 为 (6.10.7) 或 (6.10.8) 式 中 的 S]。 如 果 标 量 波 函数 多 (>) 满 足 无 限 远 条 件 , 则 解 式 
(6.10.7) 或 (6.10.8) 不 仅 适用 寺内 域 , 面 且 也 适用 于 外 域 。 注 意 , (a) (b) 两 种 情况 下 界面 S; 
的 法 线 方向 是 相反 的 。 下 面 对 外 域 问题 中 解 式 (6.10.7) 的 适用 性 加 以 证 明 。 
根据 格林 定理 (2.8.4) , 解 式 (6.10.7) 中 的 闭合 面 S 应 指 外 域 r 的 全 部 界面 St + S。 + So 
(So 无 限 缩小 ,最 终 消失 ) ,而 在 S 上 有 
dS=Rzd0 (dn 是 dS 对 P 点 所 张 的 立体 角 ) (6.10.9) 


van=-ve'o=- 强 (6.10.10) 


fe a -由 人 县 iiR 
"(所 )"-- 赤 (和 外)-* 所 + 旬 
(6.10.10) 和 (6.10.11) 式 中 把 梯度 写成 V “是 因为 在 边界 面 上 求 梯度 是 作用 于 源 点 + 的。 此 
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(6.10.11) 


外 ,还 假设 波 函 数 @ 满足 如 下 的 无 限 远 条 件 : 
JimR@= 有 限 什 (6.10.12) 
limR(SE +jA®)=0 (6.10.13) 
其 中 (6,10.12) 是 和 静态 场 中 相同 的 有 限 性 条 件 , 它 要 求 多 在 无 限 远 处 是 正则 的 , 即 保证 更 
以 不 低 于 R-' 的 速率 减 小 。 在 时 变 场 中 ,@ 还 必须 附加 满足 (6.10.13) 式 的 辐射 条 件 ,这 是 为 
了 保证 无 限 远 处 不 存在 场 源 ,标量 波 画 数 到 只 表示 向 外 传播 的 辐射 波 。 这 样 , 根 据 (6.10.9) 
一 (6.10.13) 式 就 会 有 
jm [werecw[( 呈 用- 加 和 -LorR( 强 ie)ewd0=0 


RmJs LR 


这 表示 在 外 域 问题 中 @ 的 解 式 不 含有 来 自 无 限 远 处 的 内 向 波 , 即 中 = 0 , 故 (6.10.7) 式 右 


边 第 二 项 对 全 部 边界 面 S 的 积分 就 只 剩 下 中 [参看 图 6-20(b)]。 因 此 ,外 域 中 任 一 场 点 请 


处 甸 的 解 式 仍 是 (6.10.7) 或 (6.10.8)。 其 中 ,体积 分 项 表示 外 域 中 的 源 对 外 域 中 的 场 点 了 的 
电位 贡献 ,面积 分 项 表示 内 域 中 的 源 发 出 的 外 向 波 在 界面 S, 上 造成 的 等 效 面 源 对 了 P 点 电位 


的 贡献 。 
二 、 时 谐 场 中 的 格林 函数 法 


标量 格林 函数 的 一 个 重要 应 用 就 是 求解 非 齐 次 的 标量 波动 方程 ,也 就 是 在 给 定 了 时 变声 
源 的 分 布 时 求解 它们 在 所 论 空间 产生 的 标量 波 画 数 。 其 思路 和 5.7 节 中 用 格林 函数 法 求解 泊 
松 方程 的 思路 是 相同 的 ,而 后 者 也 可 看 成 前 者 在 琵 态 场 的 特例 。 

设 在 某 空间 + 中 已 知 简 谐 变化 的 场 源 电荷 分 布 p(r) 以 及 + 的 边界 面 S 上 的 边界 条 件 。 
若 待 求 的 标量 电位 B(7) 在 + 中 满足 非 齐 次 标量 波动 方程 


ViB+tk®=—£ (6.8.12) 
则 其 相应 的 格林 函数 GLr,r )( 简 写 为 G(R) 或 G) 应 满足 方程 
VO+AG= -6(r-r) (6.10.14) 


用 G 乘 以 (6.8.12),@ 乘 以 (6.10.14), 并 把 两 式 相 减 ,得 
GV'B- BYG= -+r-r) 
把 上 式 在 体积 = 中 积分 ,得 
eve -ev'G)dr =-| dr + {gatr -rdr 
根据 标量 格林 定理 (2.8.4) 并 利用 8(+ 一 六 )= 8(r 一) 就 得 到 
$6 - 3)ds =-| Gdr + Bl) 


g(r) =| Gar th (GG- 48)ds (6.10.15) 

上 式 就 是 用 格林 函数 表示 的 @(r ) 的 积分 解 的 一 般 形式 。 从 中 可 见 , 只 要 求 出 标量 格林 函数 

G(rsr) ,就 可 根据 * 中 已 知 的 电荷 分 布 和 界面 上 的 @、2 的 已 知 分 布 计算 出 任 一 场 点 
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处 的 标量 位 的 复数 振幅 更 (r)。 
在 边界 面 S 上 婚 给 出 各 ,又 要 给 出 经 的 要 求 过 高 ,格林 郴 数 法 的 好 处 之 一 就 在 于 可 以 简 


化 边界 条 件 。 简 化 边界 条 件 的 思路 同 5.7 节 中 介绍 过 的 一 样 : 
对 于 有 限 区 域 的 边界 面 S, 若 在 第 一 二、 三 类 边 值 问题 中 分 别 要 求 G 满足 齐 次 边界 条 件 


Gls=0.3G1。=0 和 3G + oG=0, 就 可 使 (6.10.15) 式 中 的 面积 分 碱 少 为 一 项 。 在 这 三 类 边界 条 


件 下 求解 关于 G 的 微分 方程 (6.10.14) 可 用 镜像 法 、 分 离 变 县 法、 积分 变换 法 等 多 种 方法 。 
当 界面 SS- 时 ,G 应 满足 的 “边界 条 件 " 是 类 似 于 (6.10.12)、(6.10.13) 的 无 限 远 条 件 


也 称 辐射 条 件 


JimRG = 有 限 值 (6.10.16) 
JmR( 强 +iacj=o (6.10.17) 


在 该 条 件 之 下 ,不 会 有 来 自 无 限 远 处 的 内 向 波 , 因 面 当 r 扩展 为 整个 空间 时 ,(6.10.15) 式 中 
的 面积 分 项 就 会 完全 消失 ,只 剩 下 体积 分 项 。 因 此 ,满足 无 限 远 条 件 (6.10.16)、(6.10,17) 的 
方程 (6.10.14) 的 解 就 是 时 谐 场 中 无 界 空间 的 格林 函数 。 下 面 我 们 来 求 出 它 的 表达 式 。 

按照 方程 (6.10.14) 的 形状 ,G 的 解 式 既 应 具有 齐 次 波动 方程 (6.10.1) 的 解 式 (6.10.3) 


的 特点 S35, 又 应 具有 泊 检 方程 V:G = -3(R) 的 解 
、_ 1 
CG=4R (5.7.6) 
的 特点 。 综 合 (6.10.3) 和 (5.7.6)， 推测 方程 (6. 10， 14) 的 解 式 为 
一 沁 |r- 
人 =G(r,r’) (6.10.18) 


G(R)= SR = 
这 个 推测 的 正确 性 可 验证 如 下 :把 格林 函数 (6,10,18) 代 回 方程 (6.10.14)， 
当 R 关 0, 易 验算 出 等 式 成 立 ( 从 上 略 ); 
当 尺 =0, 做 半径 为 R, 的 小 球体 re 包围 R=0 即 r= 的 点 ,在 zo 中 对 方程 (6.10.14) 
的 两 端 进行 体积 分 。 该 式 左 端的 体积 分 为 
[Lv 2) ER arR'aR 


二， 


当 Rs 一 0 时 ,上 起 中 必 一 1, 蕉 被 积 画 数 的 第 二 项 将 正比 于 及 , 即 妃 全 二 .4rRzocR ,所 以 
也 趋 于 零 ,只 剩 下 第 一 项 ， 
的 vi( 呈 JanRea =| vi (aR) = | -6(R)dr 


表明 尺 =0 时 (6.10.18) 式 也 满足 方程 (6.10.14)。 
又 由 于 (6.10.3) 和 (5.7.6) 都 是 无 界 空间 的 格林 函数 , 故 (6.10.18) 也 应 是 无 界 空间 的 。 
容易 验算 (6.10.18) 式 满足 无 限 远 条 件 (6.10.16) 和 (6.10.17)。 
综 上 所 述 ,推测 的 解 式 (6.10.18) 确 是 时 谐 场 中 无 界 空间 的 格林 函数 。 
这 里 我 们 顺便 写 出 (6.10.18) 式 带 有 时 间 因 子 的 形式 及 瞬时 形式 : 


_R) cos w( 一 £) 


- lt 
GRD SHR, GR-— RR (6.10.19) 
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容易 看 出 ,不 限于 时 谐 场 的 一 般 时 变 场 (例如 瞬 变 场 ) 中 无 界 空间 的 格林 函数 应 为 


qlr',t- 是 ) g(r st- 
RR a Grr st) (R=|r-r’|) 


(6.10.20) 


G(R,t)= 


它 是 对 一 般 的 时 变 点 源 gq(z)6(Cr - r) 的 响应 ,是 如 下 方程 在 无 界 空间 的 解 : 
VzG(rr -057 一) (6.10.21) 


把 格林 函数 (6.10.18) 代 入 (6.10.15) , 即 得 到 区 域 zc 中 标量 波动 方程 (6.8.12) 的 解 式 为 
Cr 
这 正 是 我 们 用 克 希 霍 夫 积分 法 得 到 的 解 式 (6.10.8)。 该 解 式 中 仅 有 体积 分 项 时 即 为 滞后 位 ， 
仅 有 面积 分 项 时 就 是 克 希 替 夫 公式 。 它 们 都 是 求解 天 线 辐射 场 的 基础 公式 。 

不 难看 出 ,本 节 所 有 的 推导 以 至 解 式 都 与 坐标 系 无 关 , 因为 位 置 矢量 r、r 的 其 体 表达 式 
并 未 被 限定 。 

从 以 上 介绍 可 以 看 出 ,两 种 积分 解法 实质 上 是 相同 的 。 事 实 上 ,6.10.3) 式 的 辅助 函数 
gp(R) 就 是 任 一 点 源 以 外 的 空间 对 该 点 源 的 响应 。 但 是 ,格林 函数 法 物理 含义 更 明显 ,更 具 普 
遍 意义 ,并 且 利 用 8 函数 简化 了 求解 过 程 (譬如 6 函数 的 抽样 特性 免 去 了 做 小 球面 包围 奇 点 
的 繁复 步骤 )。 引 入 格林 函数 可 以 建立 积分 解 式 .积分 方程 ,便于 利用 计算 机 数值 计算 的 优势 。 

直接 求解 关于 场 矢量 的 非 齐 次 矢量 波动 方程 (它们 是 在 麦克 斯 韦 方程 组 中 引信 与 电 性 源 
o 了 对 偶 的 磁性 源 P。J。 后 导出 的 ) 

VXVXE-RE= -jw VXI, 
VXYVYxXH-kH= -jweJntV XJ 
将 需要 用 到 矢量 格林 定理 和 并 矢 格林 函数 等 复杂 知识 “9, 因而 将 不 在 本 教材 中 讨论 。 


“6.11 直接 求解 麦克 斯 书 方程 组 的 数值 方法 
一 一 时 域 有 限 差分 法 


6.9 和 6.10 节 介 绍 了 由 麦克 斯 韦 方程 导出 波动 方程 ,并 变 为 频 域 问题 后 再 求解 的 方法 。 
但 解析 法 对 直接 求解 才 克 斯 书 方程 组 无 能 为 力 。 
如 果 采 用 时 域 有 限 差 分 法 (FD - TD) 这 一 数值 解 
法 ,就 可 在 给 定 的 初始 条 件 、 边 界 条 件 下 直接 求解 
微分 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 ,无 需 对 方程 组 作 任何 
变换 (例如 变 为 频 域 问题 或 变形 为 波动 方程 ) 而 直 
接 在 时 域 求解 。 该 方法 对 媒质 没有 任何 限制 ,也 不 
限于 有 源 区 还 是 无 源 区 。 它 能 提供 方程 的 齐 次 部 
分 和 非 齐 次 部 分 (限于 稳 态 ) 的 全 部 解答 。 这 一 数 
值 方法 的 原理 和 特点 简 述 如 下 ; 

这 种 数 值 方法 是 把 时 、 空 都 离散 化 ,把 空间 划 
分 为 如 图 6-21 的 网 格 ,时 间 上 按 步 进 的 方式 , 沿 : 
轴 上 的 时 间 点 计算 场 中 网 格 上 的 场 点 值 。 在 空间 
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图 6-21 空间 的 离散 化 一 一 Yes 氏 网 格 


每 一 网 格 上 反复 运行 同样 的 .从 麦克 斯 韦 旋 度 方程 直接 转换 来 的 差分 格式 。 网 格 上 每 一 场 点 


的 计算 都 只 涉及 相 邻 场 点 的 忆 \ 玉 分 量 。 


首先 应 把 空间 和 时 间 都 离散 化 。 例 如 ,把 空间 划分 成 N 个 如 图 所 示 的 立体 网 格 。 这 种 EE 
和 瑟 相 互 环绕 的 网 格 是 麦克 斯 书 旋 度 方程 (6.3.5)、(6.3.6) 的 形象 化 , 它 直观 地 显示 出 时 变 
的 玉 和 五 互 为 涡 旋 源 。 若 空间 和 时 间 的 步 长 分 别 为 Arz\Ay\Ax 和 At , 则 空间 点 (x ,y, xz) 的 


坐标 就 离散 化 为 (iAz, jAy,kAz), 时 间 坐 标 离 散 化 为 nAt。 
(z,y,*) 点 处 的 函数 值 就 可 表示 为 


F, (i,j,k) 


采 上 
似 变 为 沿 +、y、z 方向 的 中 心 差 商 。 例 
jh) -Pli- 寺 ,j,k) 
Arx 
+ 的 微 商 也 近似 用 t= nAz 处 的 中 心 差 商 代替 为 
aF, (ij,k)_F 


下 双 


(一 下 (大 


于 是 , 场 量 下 在 t= mAt 时 刻 


=F,(iAx,iAy, kAz, nAt) 
5.8 节 推 导 有 限 差分 格式 的 同样 方法 ,利用 台 劳 级 数 就 可 把 下 对 zx 、y、z 的 偏 导数 近 
如 以 (7 点 为 中 心 的 对 z 的 中 心 差 商 格式 为 


+o(Az) (6.11.1) 


+o(Az) (6.11.2) 


9 At 
下 可 表示 任 一 个 场 分 量 。 
由 于 要 满足 才 克 斯 书 旋 度 方程 ,时 


间 步 长 与 空间 步 长 有 一 定 的 数量 关系 。 璧 如 当时 间 经 


历 了 正 波 的 一 个 周期 工 = nAt 之 后 , 波 场 中 的 等 相位 面 应 向 前 推进 该 辐射 波 的 一 个 波长 X。 


另外 ,方程 (6.3,5) (6.3.6) 须 处 理 成 对 称 的 形式 ; 
VxXH=e 学 十 ae 王 


日 
VxE= -nto 


9E_1 加 
有 天 = 人 xH-s.E) 


(6.11.3) 
(6.11.4) 


并 展开 成 六 个 标量 方程 ,然后 就 可 把 (6.11.1) 和 (6.11.2) 所 表示 的 差分 格式 代入 进行 计算 了 
《实际 上 ,为 了 简化 编程 ,还 要 对 与 媒质 有 关 的 系数 作 一 些 对 称 性 处 理 )。 另 外 ,为 了 以 有 眼 数 


量 的 网 格 模拟 辐射 散射 等 开放 区 域 ( 无 界 空 
断 边 界 上 用 “吸收 边界 条 件 " 处 理 ， 


间 ) 的 问题 ,还 需要 人 为 地 截断 网 格 空间 , 并 在 截 
以 便 电磁 波 不 被 反射 ,如 同 被 边界 “吸收 "了 一 般 。 


由 于 在 计算 过 程 中 的 每 一 时 间 步 都 对 全 场所 有 的 网 格 进行 一 次 计算 ,因而 能 够 展示 出 场 


也 就 是 说 ， 
图 


随时 间 的 波动 在 空间 传播 的 过 程 。 
因而 能 给 复杂 的 物理 过 程 描绘 出 清晰 的 物理 
由 于 每 个 网 格 的 媒质 参数 可 人 
质 的 问题 十 分 方便 。 
由 于 电场 和 磁场 分 量 是 : 


像 。 


该 数值 解法 把 各 类 问题 都 作为 初 值 问题 来 处 理 ， 
意 设置 ,故而 处 理 非 均匀 、 非 线性 \ 色 散 、 各 向 异性 等 复杂 媒 


按 图 6-21 的 指向 交叉 设置 的 ,又 以 差分 格式 代替 了 微分 ,从 恰 适 


应 了 边界 上 场 量 的 不 连续 .不 可 微 ,就 使 得 边界 条 件 能 自然 满足 ,能 很 方便 地 模拟 复杂 的 构造 、 


复杂 的 边界 形状 和 材料 特性 。 


由 于 每 个 网 格 点 上 的 电 ( 磁 ) 场 分 量 只 与 它 上 一 时 间 步 的 值 及 周 
算 ; 对 每 个 网 格 点 的 计算 只 涉及 6 个 怒 分 量 和 4 


有 关 , 故 特别 适合 在 许多 网 格 点 上 同时 并 行 计 


个 媒质 参数 ,又 只 须 存 喧 上 一 步 的 计算 结果 , 故 节省 存 贮 空间 ; 


环绕 它 的 磁 ( 电 ) 场 分 量 


如 果 空间 划分 为 N 个 网 格 单 


元 ,由 于 在 空间 的 每 个 网 格 上 反复 运行 同样 的 差分 格式 , 故 总 的 计算 时 间 仅 为 每 个 网 格 点 所 需 


时 间 的 N 倍 ; N 越 大 即 网 格 划分 越 细 , 计 算 量 的 节省 越 明 显 。 
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有 些 实际 问题 中 ,并 不 需要 计算 6 个 场 分 量 。 例 如 第 8 章 将 介绍 的 横 电 波 ,只 需 编 制 计算 


2 2 的 程序 。 由 于 方程 (6.11.3) 和 (6-11.4) 的 对 称 性 , 按 E, 呈 HH.,H. 呈 - EE,H, 
中 一 忆 ,presonro 的 对 应 关系 ,这 同一 个 程序 又 可 用 于 计算 横 磁 波 的 问题 。 

由 于 对 不 同 研究 对 象 的 模拟 往往 仅 体现 为 对 网 格 赋值 的 不 同 ,而 旋 度 方程 并 不 改变 ,吸收 
边界 条 件 也 往往 可 以 通用 ,故而 程序 中 只 需 修改 有 关 的 部 分 ,因此 对 广泛 的 电磁 问题 具有 通用 
性 。 

由 于 该 方法 是 直接 求解 从 麦克 斯 韦 旋 度 方程 派生 出 的 差分 方程 ,故而 既 简 单 又 最 其 莹 遍 
性 ,适用 于 任何 媒质 任何 时 变 规 律 的 场 源 。 

总 之 ,由 于 时 域 有 限 差分 法 的 上 述 突出 优点 和 适应 复杂 电磁 问题 的 本 性 , 它 已 被 日 益 广 泛 
地 用 于 解决 各 个 领域 的 复杂 问题 一 复杂 目标 的 电磁 散射 问题 ,雷达 有 效 反 射 而 计算 ,电磁 兼 
容 领域 的 透 人 .串扰 问题 ,微波 电路 含有 高 速 、 宽 带 器 件 时 的 传输 特性 ,光路 的 分 析 ,电磁 波 在 
隧道 中 的 传播 .生物 电磁 剂量 学 中 的 问题 以 及 有 瞬 态 电磁 场 问 题 (例如 天 线 的 瞬 态 辑 射 特性 , 核 
电磁 脉冲 防护 、 冲 激 脉 串 雷 达 , 目 标识 别 、 遥 感 和 物探 等 方面 的 问题 )。 详 细 的 计算 步 又 参阅 文 
献 [11]。 
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6.1 一 根 通 以 电流 i 的 无 限 长 直 导 线 旁 有 一 甜 形 线 框 C, 二 者 共 座 ,其 相互 位 置 及 C 的 
走向 如 题 6.1 图 示 。 求 以 下 两 种 情况 下 线圈 C 中 的 感应 电动 势 。: 

名 线圈 C 不 动 , 源 电流 按 i = 1be* 变 化 ;J 、2 为 常数 

@ 源 电流 按 ;= I oos wt 变化 , 间 时 C 以 速度 " 运动 。 

6.2 有 一 导体 滑 杆 在 两 根 平行 的 导体 轨 上 滑动 ,整个 装置 位 于 正弦 时 变 场 B = 
as5 cos wt (mT) 之 中 ,如 题 6.2 图 示 , 滑 杆 的 位 置 由 工 =0.35(1- cos at)(m) 和 确定 ,轨道 终端 
接 有 电阻 尺 =0.20, 试 求 i。 

6.3 一 种 导电 液体 以 速度 v 在 深圳 、 宽 ! 的 水 平 渠 道中 流动 ,当地 的 地 球 磁 场 的 垂直 分 
量 为 B, , 边 长 为 <. 的 两 张 同样 的 矩形 电极 板 立 于 液体 中 , 贴 在 渠 的 两 个 立 壁 上 ,与 湖底 距 
离 均 为 4 ,如题 6.3 图 示 。 


le 9 
0.2m 
je ] oo He 
.7m 
a ~ 
题 6.1 图 题 6.2 图 
全 求 两 个 电极 之 间 所 夹 的 液体 的 电阻 
多 求 两 个 电极 之 间 所 感 生 的 电动 势 ; 


合 如 果 在 两 个 电极 之 间 连 一 根 电阻 可 以 忽略 的 导线 从 而 构成 电流 回路 , 求 两 极 板 间 的 电 
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一 os 至 sin(wi — kr) 
于 = kBo 
wo 
其 中 w ?poeo = 友 2 十 (号 id vw Eo 均 为 常数 。 
中 验证 该 电磁 波 (TE 波 ) 满 足 无 源 区 的 考 克 斯 书 方程 ; 
他 验 证 它 满足 理想 导体 表面 的 边界 条 件 ,并 求 出 表面 电荷 和 感应 面 电流 ; 
加 求 空间 的 位 移 电流 分 布 。 
6.19 一 个 真空 中 存在 的 驻 波 电 储 场 为 
E=a,jE, sin kz 


H= of CDS kz 
其 中 =2nf4 =wje,4 是 波长 。 求 x 为 任意 值 时 到 印 廷 矢量 的 的 瞩 时 信 S(:) 和 平均 信 5 ， 
并 夯 出 0 <z<<414 区 间 S(1) 的 振幅 随 x 变化 的 曲线 , 驻 波 的 能 流 矢量 在 == ， 全,(2n +1) 名 


时 (z 为 任意 整数 ) 取 值 有 何 特点 ? 驻 波 有 没有 能 量 沿 = 轴 流 动 ? 
6.20 真空 中 一 个 TM 波 的 电磁 场 为 


E,= -jEo eos 0 sin Pze- er 


sn 全 cos( wt ~ kr) 


E,= — Eo sinO oos fze 站 = 
H,= Boos pze-m 


其 中 7 .9 都 是 常数 , 求 能 流 矢量 的 瞬时 表达 式 和 平均 能 流 矢量 。 
6.21 试 证 圆 极 化 波 
E=a, cos wt + a, sin wf 
H= -0 Eto cos 地 
国 7 
的 玻 印 廷 矢量 S(z) 是 一 个 与 : 无 关 的 常数 。 
6.22 设 沿 = 方向 传播 的 两 个 电磁 波 为 
Ei= aEe ™" 
E, =aEe 
其 中 w 夫 wz 证 明 总 的 平均 能 流 等 于 两 个 波 的 平均 能 流 之 和 。 
6.23 如果 不 采用 关于 电磁 位 的 洛 仓 兹 条 件 ,而 采用 所 谓 库仑 规范 Y .4 =0, 导 出 和 4 和 
@ 所 满足 的 微分 方程 。 
6.24 ”证 明 关于 动态 位 A、 的 洛 仑 慈 条件 与 电流 连续 性 方程 (电荷 守恒 原理 ) 是 相 容 
的 。 
“6.25 在 无 源 区 的 一 个 平面 波 的 电磁 场 为 
E= Ee 
B= Boe”e? 
其 中 Eo、Bo 和 天 = qk + gk, + ag, 为 常 矢量 ,+ = az+ay+asz 是 点 的 位 置 矢量 , 试 证 : 
* 224 ， 


(k= {kL); 


加 wl 
GE .了 注 足 流动 廊 入 的 条 件 是 各 一。 一 


@E .B 浇 足 玫 克 斯 韦 散 度 方程 的 条 件 是 k*E=0,k*B=0。 
*6.26 在 无 源 区 (J] =0,p=0) 可 以 引入 一 个 矢量 电位 4。 和 标量 磁 位 @,: 
万 = -YXA, 
-ro 


试 推导 4。 和 的 微分 方程 ,并 同 4 和 更 的 达 朗 贝尔 方程 相 比 较 。 
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第 7 章 平面 波 


流传 播 理论 主要 研究 电磁 场 脱离 源 后 的 电磁 运动 规律 ,其 主要 内 容 就 是 在 不 考虑 源 的 情 
况 下 , 求 出 电磁 场 的 解 。 电 波 传播 作为 一 种 电磁 现象 有 多 种 不 同 的 表现 形式 ,这 是 因为 除了 激 
励 源 之 外 ,电流 传播 问题 一 方面 和 媒质 的 电磁 性 质 (e ,yx) 有 关 , 另 一 方面 又 和 空间 的 几何 特征 
有 关 。 常 见 的 电流 传播 例子 有 :自由 空间 平面 波 的 传播 ,表面 波 的 传播 和 导 行 波 的 传播 等 。 

在 电波 传播 的 过 程 中 ,对 应 一 任意 时 刻 ,空间 电磁 场 中 具有 相同 相位 的 点 构成 的 等 相位 
面 , 称 为 波 阵 面 。 波 阵 面 为 平面 的 电 做 波 称 为 平面 电磁 波 。 如 果 在 平面 波 阵 面 的 每 点 上 电场 
EE 和 磁场 五 的 振幅 都 相等 ,这 种 平面 波 就 称 为 均匀 平面 波 。 

本 章 主要 讨论 在 无 界 的 无 慧 和 有 耗 媒 质 中 均匀 平面 波 的 传播 问题 ,也 将 讨论 不 同 媒质 分 
界面 上 平面 波 的 反射 和 折射 现象 。 


7.1 均匀 平面 波 


为 了 讨论 问题 的 方便 起 见 ,我 们 不 妨 把 平面 波 的 传播 问题 只 限于 单 色 波 即 单一 频率 的 正 
蓄 波 的 情形 。 这 并 不 失 一 般 性 ,因为 理论 上 可 采用 付 立 叶 变 换 把 复杂 的 波 分 解 成 单 色 波 的 豆 
加 。 我 们 先 考虑 均匀 媒质 的 情形 。 由 于 在 无 界 均匀、 线性 、 各 向 同性 的 理想 媒质 即 完 纯 介质 
中 ,时 谐 场 的 电场 满足 的 波动 方程 是 
ViE+kE=0 (7.1.1a) 
其 中 大 为 实数 , 称 为 波 数 , 旦 姑 = wpe ,上述 方 程 与 坐 栋 系 无 关 。 在 不 同 坐 标 系 中 该 三 
维 波动 方程 的 解法 和 通 解 已 于 6.9 节 介绍 。 这 里 着 重 讨论 直角 坐标 下 一 维 的 情形 。 
一 均匀 平面 波 的 方程 和 解 式 
由 6.7 节 的 介绍 和 (6.7.10) 式 ,我 们 知道 平面 波 有 一 个 特点 , 那 就 是 波 的 传播 方向 ( 指 波 
拓 天 的 方向 ) 对 于 空间 各 点 和 任意 时 刻 都 是 固定 不 变 的 ,我 们 选择 此 方向 为 = 办 正 向 。 又 由 
于 均匀 平面 波 的 电场 E 和 磁场 了 的 大 小 在 与 其 传播 方向 相 垂 直 的 平面 内 是 处 处 相同 的 , 即 电 
场 吾 和 磁场 下 只 与 坐标 z 有 关 ,因此 (7.1.1a) 可 简化 成 
dB) 2E(s)=0 (7.1.1b) 
一 般 来 说 ,上 述 波动 方程 代表 着 下 的 三 个 直角 分 量 的 三 个 同 此 形式 的 标量 波动 方程 。 把 这 三 
个 分 量 的 解 再 矢量 合成 ,就 得 到 (7.1.1b) 的 解 : 


E(z)= Ee 《7.1.2a) 
或 E(z)= Ee'™ (7.1.2b) 
E(z) 为 电场 强度 复 矢量 ,其 中 E, 为 常 矢量 ,在 等 相位 面 内 ,在 传播 方向 上 ,也 就 是 在 整个 空 


间 , 都 不 变化 。 
因为 平面 波 传播 的 空间 并 无 源 的 存在 ,因此 
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VDP=eyV'E=0 
即 VE=0 
将 (7.1.2a) 式 代入 上 述 方 程 ,可 得 到 
a.'E=0 (7.1.3) 
这 表明 电场 不 存在 > 向 分 量 ,平面 波 的 电场 矢量 存在 于 与 波 的 传播 方向 垂直 的 平面 中 。 如 果 
我 们 选 定 电场 的 方向 为 + 轴 正 向 , 则 矢量 波动 方程 (7.1.1b) 式 可 简化 成 关于 z 分 量 的 一 个 标 
量 波动 方程 ,其 解 为 : 


E,(z)=Eae ~ (7.1.4) 

其 中 E。 为 电场 的 振幅 值 。 在 时 域 ,(7.1.4) 式 可 表示 为 
已:(z, 人 = Encos(wt he)= Encos w(t—) (v=) (7.1.5) 
以 上 电场 的 表达 式 说 明 ,这 是 沿 x 轴 正 方向 传播 的 均匀 平面 波 。 而 电场 的 解 (7,1.2b) 是 沿 x 


轴 负 方向 传播 的 均匀 平面 波 。 图 7-1 .图 7-2、 图 7-3 分 别 示 出 了 电场 和 磁场 相互 感应 而 生成 
波 、 均 匀 平 面 波 的 波 阵 面 .正弦 行 波 的 相位 传播 的 情形 。 


E E 和 
nH 名 
闪失 一 
7 “kX Ky 
(a) b} 


加 7-1 电磁波 的 产生 
(人吉 确 生 可 一- 去 克 斯 书 第 -方程 ;(b)3 阳 感 生 马 赤 克 斯 市 第 一 方程; 
(中 麦克 斯 书 第 一 ,二 方程 结 合 产 生 电磁 波 。 


一 传播 方向 


> 由 A 


0, ' 
N/ 


图 7-2 平面 波 的 波 阵 面 上 玉 、 昌 线 分 布 示 意图 图 7.3 正弦 平面 波 的 相位 传播 
二 、 描 述 均匀 平面 波 的 参数 
在 平面 波 传播 的 空间 一 定点 , 即 (7.1.5) 式 中 * 为 常数 的 点 ,电场 随时 间 变 化 的 周期 是 
2 
了 = 一 {7.1.6) 


全 
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振荡 的 频率 是 
f= 二 = 双 (7.1.7) 
频率 是 由 激励 源 决定 的 ,在 任何 媒质 中 ,在 空间 的 任 一 点 ,f 都 相同 。 
对 于 无 耗 媒质 , 磁 导 率 p 和 介 电 常数 e 都 是 实数 ,定义 

B=k=wVpe=e (7.1.8) 
由 (7.1.5) 式 知道 ,B&e 代表 相 角 , 故 8 代表 电磁 波 沿 * 方向 传播 时 每 单位 距离 改变 的 相位 , 单 
位 为 radmm, 称 为 相 移 常数 或 波 数 。 由 (7.1.8) 式 可 见 ,平面 波 的 相位 常数 与 电磁 波 的 频率 以 
及 它 所 在 空间 中 媒质 的 ye 利 s 有 关 ,由 于 正 芝 波 一 个 周期 的 距离 , 即 相位 差 为 2x 的 两 点 间 的 
距离 称 为 一 个 波长 ,以 1 表示 (图 7-2)。 因 此 


p= 经 (7.1.9) 

由 (6.7.7) 和 (7.1.5) ,还 可 以 知道 无 耗 媒 质 中 的 均匀 平面 波 的 [ 竹 直 于 等 相 面 的 ] 相 速 为 
wo_w__l 

"大 有 二 (mfs) (7.1.10) 

因此 ,真空 中 的 相 速 是 mm = ce= -一 (mls)。(7.1.10) 式 表明 ,在 完 纯 介 质 中 , 相 速 只 取决 于 


V pos 
介质 的 参数 x、e ,与 波 的 频率 无 关 。 
根据 前 面 的 讨论 ,平面 波 的 相 速 还 可 以 表达 为 波长 与 频率 的 乘积 ; 


uo= (7.1.1D 
根据 平面 波 的 电场 表达 式 (7.1.4) ,以 及 电磁 场 满足 的 旋 度 方程 : 
Vv XE= -jw 
可 以 得 到 磁场 的 复 振幅 表达 式 为 
H,= Ee (7.1.12) 
上 式 在 时 域 可 以 写成 
BE (7.1.13) 
磁场 的 复 振幅 表达 式 也 可 写 为 
本 -名 ew” (7.1.14) 
式 中 
1- 剑 = 党 -全 (7.1.15) 


具有 阻抗 的 量 纲 ,对 于 完 纯 介质 ,7 仅 与 介质 的 参数 有 关 ,而 与 。 无 关 , 因此 被 称 为 媒质 的 本 
征 阻抗 或 本 质 阻抗 ;在 真空 中 
1 = lz0377 (0) (7.1.16) 
由 式 (7.1.13) 可 以 看 出 ,均匀 平面 波 的 电场 与 磁场 在 时 间 上 是 同 相 的 ,在 空间 上 相互 重 
真 ,振幅 间 的 比值 为 ?。 根据 式 (7.1.5) 和 (7.1.13) 式 可 以 画 出 在 某 一 时 刻 : 电场 和 磁场 沿 < 
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轴 的 分 布 ,如 图 7-4 所 示 ( 其 中 虚线 所 示 为 有 耗 媒质 中 的 情形 ), 力 中 的 平面 波 随 着 时 间 : 沿 = 
转正 向 以 速度 "= -二 = (ms) 传播。 
均匀 平面 波 的 瞬时 玻 印 廷 矢量 
为 


s=ExH 
将 电场 和 磁场 的 表达 式 (7.1.5) 
和 (7.1.13) 代 入 上 述 公式 得 到 
S(z,1)=a, 于 
=amMh = amhcos (wt ~ Pe) (7.1.17) 
表明 平面 波 能 量 传输 的 方向 垂直 于 电场 和 磁场 所 构成 的 平面 ,其 大 小 和 电场 或 磁场 振幅 的 平 
方 成 正比 。 我 印 廷 矢量 ,电场 矢量 和 磁场 矢量 的 方向 满足 右手 螺旋 关系 : 即 右手 螺旋 从 下 的 
方向 到 五 的 方向 , 则 大 拇指 的 指向 (螺旋 方向 ) 就 是 均匀 平面 电磁 波 传播 的 方向 。 显然 ,这 一 
关系 与 坐标 系 如 何 设置 无 关 。 习 惯 上 ,我们 把 这 种 电场 局 和 磁场 下 均 垂 直 于 电磁 波 传播 方向 
的 平面 波 称 为 横 电磁 波 ,简称 TEM 波 。 可 以 看 出 ,尽管 能 流 是 变化 的 ,但 它 总 是 正 值 ,表示 5 
总 是 硕 着 波 传 播 的 方向 (k = Pa, ) 流 动 的 ,不 会 北上 的 方向 流 。 5S{z,i) 随 时 间 角 (wt - pzeo) 和 
空间 角 (wto - Bz) 的 变化 曲线 读者 自己 也 是 很 容易 摘 绘 的 。 
容易 算出 均匀 平面 玻 的 平均 坡 印 廷 矢量 
Sr 一 去 Re( 志 x 及 *) 
将 电场 和 磁场 的 复 振幅 表达 式 (7.1.4) 和 (7.1.14) 换 代 和 人 上述 公 式 得 到 
2 
Sts= a 二- 去 引 古 (7.1.18) 
由 于 E。、H。 在 整个 空间 为 常数 , 因 面 完 纯 介质 中 均匀 平面 波 的 平均 能 流 是 一 个 与 时 、 空 变量 
都 无 关 的 常 矢量 。 它 与 波 矢 的 指向 一 致 ,表示 相位 和 能 量 的 传播 方向 。 


图 7.4 理想 介质 中 均匀 平面 电磁 波 的 电场 和 磁场 


根据 电场 和 磁场 单位 体积 的 储 能 公式 
1 
w= eE? 
1 
wa = 


并 利用 式 (7.1.5) 和 (7.1.15), 可 得 
We = tm (7.1.19) 


这 才 明 均匀 平面 波 在 任何 时 刻 在 空间 任意 一 点 单位 体积 的 电场 能 量 和 磁场 能 量 都 是 相等 的 。 
7.2 均匀 平面 波 的 一 般 表达 式 


为 了 方便 ,我 们 上 节 仅 限于 讨论 了 沿 = 轴 正 向 传播 的 均匀 平面 波 的 一 般 特 狂 ,但 工程 上 

经 常 遇 到 的 是 沿 任意 方向 传播 的 平面 波 的 问题 。 因此 ,我 们 有 必要 提出 关于 均匀 平面 波 的 一 

般 表 达 式 { 即 不 限于 一 维 ) 的 问题 。 由 6.7 节 的 介绍 和 (6.9.12) 式 ,对 于 沿 任 意 方向 mw = 
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leos avcos 8,cos 7] 传 播 的 均匀 平面 波 ,如 果 定 义 一 个 波 矢量 ,其 方向 为 ax ,其 模 为 波 数 |k| 


=B=w Wpe, 即 
kK 一 as tak, + ack: 
=ak cosa tak cos B+ak cos Y= ka = Bas (7.2.1) 
则 krr=C (7.2.1a) 
或 Krr=kxthkythkz=C (7.2.1b) 


就 表示 与 上 垂直 的 平面 方程 。 其 中 += axz + ayy + az 为 任 一 场 点 的 位 置 矢量 。 因 此 ,可 


k"r 来 表示 平面 波 的 相位 , 即 . 
E(r)= Eoe “7 (Eo 为 常 矢量 ) (7.2.28) 


其 瞬时 表达 式 为 
Elr,t)= Eocos(wt ~ kr)= Eocos[ wt — (kr + kyy+ kz)] {7.2.2b) 
平面 方程 (7.2.1) 表 示 平 面 波 (7.2.2) 的 等 相 面 ,而 波 矢量 上 = -V (一 k*r) 则 为 等 相 面 的 
负 梯 度 矢量 , 因而 它 指向 相位 滞后 得 最 快 的 方向 。 容 易 验证 式 (7.2.2) 满 足 波动 方程 
{7.1.1a)。 与 此 同时 ,无 源 区 电场 的 解 还 必须 满足 
VE=0 


所 以 有 
Ve 天 -一 下 Ver 一 该 ' 开 re 7 一 
于 是 得 到 
k:Eo=0 (7.2.3) 

式 (7.2.2) 就 是 均匀 平面 波 的 一 般 表 达 式 ,大 的 大 小 就 是 波 数 ,其 方向 ak 就 是 平面 电磁 波 
传播 的 方向 。 均 名 平面 波 的 一 般 表达 式 必须 满足 (7,2.3) 的 条 件 , 即 电场 的 方向 与 平面 波 前 进 
的 方向 垂直 ,所 以 均匀 平面 电磁 波 的 电场 是 横 波 。 

特别 地 ,当下 = a.k, = a.8, 即 是 沿 = 轴 方 向 传播 的 平面 电磁 波 ,此 时 Er= Az= 诺 , 式 
(7.2.2) 就 成 为 


E=Ee “=Ee” 
这 和 式 (7.1.2a) 一 样 ,表明 上 节 讨 论 的 平面 波 是 我 们 现在 讨论 的 均匀 平面 波 的 一 个 特殊 情况 。 
参看 图 6-17。 
平 向 电磁波 的 磁场 可 由 姿 克 斯 韦 方程 V x = - jar 区 导出 。 由 电场 的 表达 式 (7.2.2) 
容易 计算 


VXE=~jkXEoe ™’ 


从 面 可 以 得 到 

H= Do xE (7.2.4) 
或 E=mH Xa (7.2.5) 
(7.2.4) 式 表明 磁场 与 平面 波 的 前 进 方向 a 也 垂直 ,可 见 磁场 也 是 横 波 。 


下 面 讨论 一 下 平面 波 沿 不 同方 向 的 相 速 度 、 波 长 .能 速 。 为 方便 起 见 , 我 们 以 二 维 的 情形 
(例如 在 zz 面 上 ) 来 说 明 问 题 。 从 图 7-5 可 以 看 到 : 
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ma 工 pr 
E=a,37.70™,H=a, To 


Sra=Re(F EXH")= -ap H’ = — a, 1.885 W/m’ 


7,3 电磁 波 的 极 化 


电磁 波 的 极 化 是 电磁 理论 和 工程 应 用 中 的 一 个 基本 概念 , 它 指 电磁 波 的 电场 矢量 在 空间 
的 取向 。 很 多 物理 现象 都 与 电磁 波 的 极 化 有 关 。 比 如 电视 的 接收 天 线 需 水 平 配置 ,而 手持 电 
话机 的 天 线 需 垂直 布置 ,就 是 考虑 了 二 者 有 不 同 的 极 化 方向 。 

本 节 我 们 讨论 均匀 平面 波 的 极 化 问题 。 常 以 电场 矢量 的 端点 在 空间 (随时 间 变 化 ) 所 画 的 
轨迹 来 划分 极 化 的 类 型 。 为 方便 起 见 ,我 们 选 沿 = 轴 方 向 传播 的 均匀 平面 波 为 研究 对 象 。 均 
匀 平 面 波 没有 * 轴 方向 的 分 量 , 一 般 可 用 E, 和 EE, 分 量 来 表示 。 如 果 EE, = 0, 只 有 E, , 则 为 沿 
工 轴 方 向 极 化 的 平 商 波 ;如 果 瑟 . = 0, 只 有 五 , , 则 为 沿 y 轴 方 向 极 化 的 平面 波 。 

在 一 般 情况 下 ,E。 和 下, 分量 都 存在 ,这 两 个 分 量 的 振幅 和 相位 不 一 定 相 同 ,因此 波 的 极 
化 方向 也 是 复杂 的 。 可 分 三 种 情况 来 讨论 : 


一 、 直 线 极 化 


时 变 电 磁 场 的 电场 矢量 EE 在 空间 的 取向 固定 不 变 的 极 化 称 为 直线 极 化 。 对 于 直线 极 化 
波 ,电场 矢量 的 两 个 分 量 的 相位 应 该 相同 ,或 相差 180*。 为 此 我 们 可 以 假定 
E,=E,,cos(wt — kz + 9) 


则 
E,= Eyncos( wt — Re + gp) 
其 中 EE 和 EE, 为 振幅 值 ,yp 为 初始 相位 。 
合成 电场 的 大 小 是 
E= VE + Ecos(wt — ke + 9) 
合成 电场 的 取向 与 x 轴 的 夹 角 n: 
a= octan 区 二 arctan 全 


上 式 中 ,由 于 已 。 和 EE 是 不 随时 间 变 化 的 常数 ,因此 “ 也 不 随时 间 变 化 , 故 合 =。 。 
成 电场 端点 的 轨迹 始终 位 于 与 x 轴 成 a 角 的 直线 上 , 称 为 直线 极 化 波 。 由 于 广 及: 
均匀 平面 波 的 电场 Eo 各 处 相同 ,车 一 点 为 直线 极 化 ,意味 着 各 处 均 为 相同 的 1 
线 极 化 ,因此 可 称 为 线 极 化 波 。 由 于 沿 传输 方向 各 点 的 振动 方向 均 相 同 ,它们 | 


组 成 了 一 个 平面 ,可 称 为 线 极 化 面 。 如 图 7-6 所 示 。 


E,= Ecmeos of 
二 \ 圆 极 化 图 76 直线 极 化 
一 个 时 秋 场 的 电场 矢量 五 的 端点 在 空间 随时 间 做 咖 周 运动 的 极 化 称 为 


贺 极 化 。 对 于 圆 极 化 波 , 电 场 撩 量 的 两 个 分 量 的 振 糖 应 该 相同 ,而 相位 差 为 90' 或 270"。 以 相 
位 差 90 为 例 , 我 们 可 以 假定 
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则 


故 电场 的 大 小 是 不 变化 的 。 


上 式 表明 合成 电场 的 矢 端 在 一 图 


针 方 


均 为 


下 .= Encos(ot - kz+ 9) 


E,=E,oos(wt — ke+p—90)= E,sin(wt - kz+ yg) 


合成 电场 的 振 由 是 


合成 电场 的 取向 与 x 轴 的 夹 角 a: 


为 左旋 波 。 
三 ,椭圆 极 化 


时 变 电 磁 场 电 场 矢量 EE 的 端点 在 空间 随时 间 沿 李 贺 周 运 动 的 极 化 称 为 椭 贺 极 化 。 一 般 
情况 下 ,E. 和 EE, 之 间 有 一 任意 相位 差 p ,振幅 也 不 相同 。 我 们 可 以 假定 


则 


E=VE +E =E,. 
E. 
tan a=E -tan(wt -kz+ 9) 


a=wt -kzt+g 


E, = E,,cos( wt — kz) 


E,= Encos(wt — ke — gp) 


周 上 以 角速度 w 旋转 。 当 EE, 较 五。 
庄 后 90° 时 , 沿 逆 时 针 方 向 旋转 ;反之 , 当 E, 较 E, 超前 90" 时 , 沿 顺 时 
问 旋转 。 如 图 7-7 所 示 。 

由 于 均匀 平面 波 的 电场 ip 
极 化 ,可 称 为 融 极 化 波 。 


各 处 相同 ,车 -- 点 为 圆 极 化 , 则 各 点 
极 化 波 与 线 极 化 波 不 同 之 处 在 于 ， 
电场 矢量 是 沿 着 传播 方向 a 旋转 的 。 在 某 一 时 刻 1, 顺 着 ak 的 方向 
看 过 去 ,如 果 空 间 各 点 的 矢 端 顺 时 针 方 向 旋转 , 则 为 右 旋 波 ,反之 


图 ?-7 圆 极 化 


为 讨论 方便 而 又 不 失 一 般 性 ,可 在 以 上 二 式 中 取 x=0, 由 此 E, 和 EE, 成 为 


在 此 二 式 中 消去 ,可 得 


Eyucos( wt — 9) 


E,= 


图 ?-8 椭圆 极 化 


E,= Encos wt 


时 :基站 
Ei, Ey EnEyn 


E,= Ecos(wt ~ 9) 


cos p=sin 9 


这 是 个 椭 而 方程 ,说 明 合 成 电场 矢量 端点 的 运动 办 迹 为 椭 贺 ,如 
图 7-8 所 示 。 当 p>0 时 , 它 反 时 针 方向 旋转 ; 当 <0 时 , 它 顺 时 
针 方 向 旋转 。 我 们 可 以 证 明 , 椭 圆 的 长 轴 与 x 轴 的 夹 角 6 由 下 式 


决定 : 


直线 极 化 波 和 融 极 化 波 都 


况 。 当 椭圆 的 长 短 轴 相 等 时 , 椭 


以 看 成 是 本 


极 化 波 的 特殊 情 


极 化 波 退 化 成 


航 化 波 , 当 椭 男 


的 短 轴 缩 为 零 时 , 椭 加 极 化 波 则 退化 成 直线 极 化 波 。 
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下 面 我 们 再 用 复数 形式 来 概括 一 下 上 述 三 种 极 化 形态 。 

在 前 一 章 , 我 们 引 人 了 复 振幅 的 概念 ,当时 只 把 它 当 作 一 个 便于 记忆 的 数学 符号 。 这 里 将 
说 明 ,用 复 振幅 表示 的 二 维 复 矢量 ,实际 上 就 是 极 化 的 反映 ,一 个 二 维 复 矢量 就 代表 了 一 种 极 
化 形态 。 下 面 以 均匀 平面 波 说 明 这 个 间 题 。 

我 们 已 经 证 明 ,一 个 无 衰减 的 均匀 平面 波 可 用 Eoe *' 来 表示 ,其 中 E。 是 垂直 于 & 的 复 
矢量 。 如 果 取 上 平行 于 = 轴 , 则 E。 就 是 位 于 xOy 平面 内 的 复 矢量 , 即 

Eo = Ea + E,a, 

EE 和 开 , 均 为 复数 ,FE, = Emer ,EE, = Eywe%。EE, 与 E, 二 者 不 可 能 全 为 零 , 不 仿 设 已 , 关 0, 于 
是 


E_ 
=Ae" 


y 


其 中 ,A=Eee ,p= gp, ~ g,。 根据 A 的 大 小 和 9 的 大 小 ,可 将 Bo 分 为 三 类 ， 


=0,n 线 极 化 
9 一 土 子 ,A=1 贺 极 化 
y= 其 他 椭圆 极 化 


以 上 分 类 是 根据 复 矢量 的 矢 端 曲线 的 形状 加 以 区 分 的 。 
7.4 损耗 媒质 中 的 均匀 平面 波 


前 面 我 们 讨论 了 非 导电 媒质 中 平面 波 的 传播 问题 ,其 特点 是 在 非 导电 媒质 内 没有 能 量 损 
耗 ,电磁 波 无 衰减 地 传播 。 实 际 的 媒质 都 是 有 损耗 的 ,分 为 媒质 的 导电 损耗 (和 0) 和 非 完 纯 
媒质 的 损耗 。 我 们 仍然 假定 媒质 保持 均匀 ,线性 及 各 向 同性 等 特性 。 

导电 媒质 的 损耗 是 由 于 具有 自由 电子 ,因而 在 导电 媒质 内 ,只 要 有 电磁 波 的 存在 ,就 会 引 
起 传导 电流 ,从 而 损耗 电磁 波 的 能 量 。 


一 、 有 耗 媒 质 中 的 波动 方程 及 其 解 式 


设 均匀 平面 波 沿 z 轴 方 向 传播 ,电场 E 和 磁场 贡 只 与 坐标 = 有 关 。 设 电场 只 有 EE, 分 
量 ,E, 满足 的 波动 方程 为 


EE, (2)=0 (7.4.1) 
其 中 有 =w?pe。。e。 是 复 电容 率 
er=e -jE (7.4.2) 
方程 (7,4.1) 的 解答 之 一 是 
E,(z)= Ee 六 (7.4.3) 
这 是 沿 x 轴 正 向 传播 的 平面 波 。 由 于 上 是 复数 ,考虑 到 煤 质 的 损耗 会 引起 波 的 衰减, 我 们 令 
k=p-ja (7.4.4) 


结合 常数 & 的 表达 式 , 解 得 a 和 8 的 值 为 
.234 ， 


= 等 bi+ (E】 -1 ONplm, 奈 塘 /) 00.4.5s) 


p= 和 1+ (2) + (radim) (7.4.5b) 


因此 电场 E 的 表达 式 是 


下 (zx)= Eoe ”ee (7.4.6) 

上 式 表明 ,电场 以 e “的 因子 随 z 衰减 ,而 a 是 说 明 平面 波 沿 = 轴 方 向 传播 每 单位 距离 套 减 程 
度 的 常数 , 称 为 波 的 套 减 常数 。 在 良 导体 中 ,比如 在 金属 里 面 ,导电 常数 o 很 大 ,a 也 因此 很 
大 , 故 波 的 衰减 很 快 。 面 8 反映 每 单位 距离 落后 的 相位 , 称 为 平面 波 的 相位 常数 。 

正如 理想 媒质 中 平面 波 的 情形 一 样 ,知道 相位 常数 之 后 ,就 可 以 求 出 平面 波 在 导电 媒质 中 
传播 的 波长 ) = 2x/B 和 相 速 度 。= w/8。 由 公式 (7.45b) 知 道 ,在 良 导体 中 ,8 随 s 加 大 ,平面 
波 的 波长 变 短 ,速度 减 慢 。 

由 公式 (7.4.5b) 看 到 ,对 于 有 耗 媒 质 ,8 与 w 之 间 有 一 复杂 的 关系 ,因此 相 速 "= w7《pB 也 
和 频率 有 关系 。 因 此 ,在 同一 媒质 当中 ,不 同 频率 的 电磁 波 以 不 周 的 速度 传播 ,这 种 现象 称 为 
色散 现象 ,相应 的 媒质 称 为 色散 媒质 。 

我 们 已 经 知道 ,对 于 完 纯 介质 ,在 均匀 平面 电磁 波 辕 一 点 的 电场 与 磁场 在 空间 上 是 互相 垂 
直 的 ,在 时 间 上 是 同 相 的 ,但 是 在 导电 媒质 中 并 非 如 此 。 由 麦克 斯 圳 方程 


V XE= -jwH 
及 电场 的 表达 式 (7,4.6) ,可 以 求 出 有 耗 媒 质 中 的 磁场 是 
,= EE. (7.4.7) 
根据 本 征 阻 抗 的 定义 
人 (7.4.8) 
， -j 工 


上 武 中 ,4 如。(7.4.8) 式 表明 ,导电 媒质 中 的 本 征 阻抗 是 一 个 复数 ,因此 ,平面 波 的 电场 
与 磁场 在 时 间 上 有 相位 差 ,磁场 洪 后 ( 见 图 7-4)。 电 场 与 政 场 的 关系 可 写成 


HE (7.4.9) 
电场 与 磁场 在 空间 上 仍然 答 直 , 这 和 理想 媒质 的 情形 一 样 。 

二 \ 高 损耗 媒质 或 良 导 体 中 的 均匀 平面 波 

我 们 现在 可 以 讨论 高 损耗 媒质 或 良 导体 的 情况 ,尤其 是 良 导体 在 无 线 电 工程 中 有 着 广泛 
的 应 用 , 它 是 种 高 损耗 媒质 。 导 体 中 的 传导 电流 比 位 移 电流 大 得 多 。 对 于 良 导 体 有 六 1， 
《7.4.5a) 和 (7.4.5b) 式 可 以 近 他 为 


a =r (7.4.10a) 


pra YS = rf 《7.4.10b) 
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1 /at 2 
P= 7 加 1Js| (7.4.18) 


由 于 是 Js 面 电流 ,所 以 我 们 可 以 将 织 定义 为 表面 电阻。 良 导 体 的 面 盟 抗 公式 (7.4.11) 可 
以 写成 


也 二 Rs+jXs 


其 中 Rs = Xs = 和 ,是 良 导体 的 表面 电阻 和 表面 电抗 。 


为 了 便于 工程 应 用 , 表 7.1 列 出 了 几 种 常见 金属 的 电导 率 \ 趋 肤 深度 和 表面 电阻。 
衣 7.1 几 种 典型 金属 的 电导 率 、 趋 肤 深度 和 表面 电阻 


材料 名 称 电导 率 of(Sfm) 新 肤 深度 &(m) 表面 电阻 Rs (0》 
[EA | 
金 4.1x107 0.07864 3.10x10-V7 
银 6.17x107 0.064247 2.52x10-YF 
桨 铀 5.8x107 0.06604 了 2.61x10 -YF 
局 3.72x 107 0.0826A7 3.26x10-'VF 加 | 
| 黄 铀 1.57x 107 0.1274/F 5S.01x10-YF 
锡 0.706x 107 0.185NHF 7.739x10 YF 
石 骂 0.01x107 L6HF 6.25x10 -YF 
良 导体 的 损耗 用 表面 电阻 Rs 可 以 写成 
忆 = 志 | 于 |Rs (7.4.19) 
或 P= 却 |JsRs (7.4.20) 


在 工程 计算 中 ,通常 是 先 假定 导体 的 导电 率 为 无 限 大 ,由 此 求 出 导体 表面 的 切 向 磁场 H, ， 
再 根据 (7.4.19) 式 就 能 很 方便 地 计算 出 导体 对 电磁 波 的 损耗 。 


三 、 低 损耗 媒质 或 非 完 纯 介质 中 的 均匀 平面 波 


介质 除了 欧姆 损耗 外 ,一 般 情况 下 还 存在 非 完 纯 介 质 的 损耗 问题 。 非 完 纯 介 质 的 损耗 可 
用 复 介 电 常数 来 表示 , 即 


Ee=€ —je” (7.4.21) 
将 以 上 表达 式 和 (7.4.2) 式 相 比较 ,可 以 看 出 
EE, og~we” (7.4.22) 


表明 非 完 纯 介质 的 损耗 和 具有 电导 率 a = we 的 导电 媒质 的 损耗 是 等 效 的 。 相 应 的 损耗 角 正 
切 是 
= 儿 (7.4.23) 


这 样 ,相应 于 (7.4.5a) 和 (7.4.5b) 式 ,在 非 完 全 介质 中 的 衰减 常数 和 传播 常数 分 别 是 


a=w 丢人 - (7.4.24a) 


B=w 笃 | 1+ (5) 3] (7.4.24b) 
， 237 ， 


tan| 8。| = 


都 具有 各 向 异性 的 特征 。 利用 铁 氧 体 各 向 异性 的 特征 ,人 们 制 成 了 隔离 器 、 环 形 器 、 相 移 器 和 
双 工 器 等 ,这 些 器 件 在 微波 工程 中 占有 相当 的 地 位 ,成 为 微波 系统 中 不 可 缺少 的 基本 元 器 件 。 
各 向 异性 媒质 的 介 电 常数 。 或 磁 导 率 /x 与 外 部 电场 矢量 或 磁场 矢量 有 密切 的 关系 ,在 数学 上 
要 用 张 量 来 描述 。 


一 ,等 离子 体 中 的 电磁 波 


等 离子 体 是 除 气体 .液体 和 固体 以 外 的 第 四 种 物质 形态 , 它 是 由 电子 .负离子 \ 正 离子 及 未 
电离 的 中 性 分 子 组 成 的 混合 体 。 等 离子 体 中 总 的 电荷 量 为 零 ,对 外 呈 中 性 。 地 球 周 图 的 电 高 
层 就 是 一 种 天 然 的 等 离子 体 。 人 们 就 是 利用 电离 层 实现 短波 广播 的 。 核电 站 的 核反应 堆 是 典 
型 的 人 造 等 离子 体 。 为 了 研究 等 离子 体 中 电波 的 传播 特性 ,显然 我 们 必须 把 等 离子 体 看 作 一 
种 介质 ,并 找 出 代表 等 离子 体 电 磁 特 性 的 磁 导 率 和 介 电 常数 。 一 般 情 况 下 ,等 离子 体 中 自由 电 
子 的 浓度 很 小 ,其 磁 导 率 近似 等 于 真空 中 的 磁 导 率 yo， 从 而 使 问题 的 研究 简化 为 只 求 介 电 常 
数 。 在 外 场 作用 下 ,等 离子 体 中 电子 和 离子 做 定向 运动 形成 运 流 。 由 于 离子 的 质量 比 电 大 得 
多 ,在 高 频 外 场 的 作用 下 , 离 于 相对 于 电子 可 以 看 成 是 不 动 的 。 因此 我 们 可 以 把 等 离子 体 中 的 
运 流 看 成 是 仅 由 自由 电子 的 运动 形成 的 。 

设 在 电磁 波 的 传播 方向 ( * 轴 正 向 ) 还 存在 一 个 较 强 的 外 加 均匀 恒定 磁场 Bo。 则 等 离子 
体 中 的 电子 要 受到 电场 力 和 磁场 力 的 双重 作用 ,总 的 受 力 为 

F=-e[lE+vxX(B+Bo)] (7.5.1) 

式 (7.5.1) 即 洛 仓 兹 公式 。 式 中 。 是 电子 的 电量 ,是 电子 的 平均 过 度 ,E、B 是 电磁 波 的 交 
变 电 磁 场 。 由 于 电磁 波 的 交 变 磁场 B 相对 于 恒定 磁场 B 要 小 得 多 ,而 且 B 产生 的 作用 力也 
远 小 于 电场 力 的 作用 , 故 在 计算 电子 的 总 受 力 时 ,可 忽略 交 变 厂 场 B 的 作用 。 根据 牛顿 第 二 
定律 ,我 们 可 以 把 (7.5.1) 式 写成 


历时 =-e(EtvxBo) 《7.5.2) 


上 式 中 m 为 电子 的 质量 。 对 于 一 定 频率 的 电磁 波 ,其 电磁 场 都 是 随时 间 按 正弦 变化 的 ， 
电子 的 速度 也 是 按 正 弦 变 化 的 。 因此 我 们 可 以 (7.5.2) 式 写成 复 振幅 的 分 量 形式 


juv: = — EE, ~ wb {7.5.3) 
jaw, = 一 一 wow (7.5.4) 
jwws = — 2E, (7.5.5) 


式 中 ar = 二 Bo , 称 为 回旋 角 频 率 。 它 反 映 了 电子 在 均匀 磁场 Bu 中 做 圆周 送 动 时 的 角速度 。 
容易 计算 出 电子 的 回旋 半径 是 


= 
R= 多 (7.5,6) 
由 (7.5.3) 一 (7.5.5) 式 解 出 
-jap + Es (7.5.7) 
m ee) 
— jwE, ~ wkE, 


(7.5.8) 
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1 e | 的 各 元 素 由 (7.5.15) 式 给 定 。 

《7.5.17) 式 表明 ,由 于 外 加 恒定 磁场 的 存在 ,使 得 等 离子 体 表现 为 各 向 异性 媒质 。 如 果 取 
消 外 加 磁场 , 即 Be =0, 则 可 以 得 到 

上 二 el 二 0， 60 二 6 二 83 

此 时 ,|e 的 对 角 线 上 元 素 全 部 相同 ,而 对 角 线 外 的 元 素 全 部 为 零 , 则 等 离子 体 表现 为 各 向 
河 性 媒质 。 

现在 我 们 可 以 通过 介 电 常数 | e ‖ 来 讨论 电磁 波 在 等 离 于 体 中 的 传播 问题 。 我 们 仅 限 于 
讨论 沿 = 轴 正 方向 传播 的 均匀 平面 波 的 情形 。 由 于 有 外 加 恒定 磁场 , | s | 是 一 个 张 景 ,电磁 
波 应 该 满足 的 才 克 斯 市 方程 


VxH=jvlel:E {7.5.18a) 
VXH= -jwno'H (7.5.18b) 
从 以 上 两 个 方程 中 消去 五 ,得 到 电场 E 的 波动 方程 
ViEto pllel:E=0 (7.5.19) 
上 式 写成 记 阵 形式 即 为 
王 。 en ea 01fE- 
全 Bre | < "| sl (7.5.20) 
327 BP ea ez > 
E. 0 0 eslE, 


对 于 线 极 化 均匀 平面 波 可 设 电 场 只 有 五 分 量 , 代 人 上 式 可 得 


EE 
和 ow poenE,=0 
上 式 中 ,由 于 ez1 隆 0, 故 只 能 是 E, =0。 这 表明 在 外 加 恒定 磁场 的 等 离子 体 中 不 存在 线 极 
化 均匀 平面 被 的 解 。 以 下 我 们 来 考察 等 离子 体内 圆 极 化 均匀 平面 波 的 情形 。 
对 于 沿 z 轴 正 向 传播 的 右 旋 圆 极 化 平面 波 ,其 电场 强度 可 以 表述 为 
E=E,(as ja,)e* {7.5.21) 
不 为 平面 波 的 波 数 。 将 电场 的 表达 式 代 人 波动 方程 (7.5,20) ,得 


下 we 交 en em 0 Ere 六 
-jEne witwpolen sa 0i|-jEsew|= 


+ wpoeu E: =0 


EE 


zz 
0 0 0 es 0 
展开 后 得 到 
-REne w+w polen~jen)Ene ”=0 (7.5.21a) 
jh? Ene +w polen jen)Ene “=0 (7.5.21b) 


因为 根据 (7.5.15),e2 = 一 612,em ==en ,我 们 容易 看 出 以 上 两 个 方程 实际 上 是 一 个 方程 。 可 
以 解 出 右 旋 极 化 波 的 波 数 为 


2 
外 =w palew -jew)= ?poen em 
2 12 
即 hw Vp 1+ ot | (7.5.22) 


这 说 明了 等 离子 体 中 右 旋 极 化 波 的 解 是 存在 的 。 
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对 于 左旋 圆 极 化 平面 波 


下 = 下。(as +jay)e 天 《7.5.23) 
为 平面 波 的 波 数 。 我 们 同样 可 以 解 出 堪 旋 极 化 波 的 波 数 为 
k= polen je) = panl -| 
2 1 
目 =W Via) | {7.5.24) 


左旋 极 化 波 的 解 也 是 存在 的 。 
从 式 (7.5.22) 和 (7.5.24) 可 以 看 出 ,在 等 离子 体 
中 , 右 旋 圆 极 化 平面 波 和 左旋 圆 极 化 平面 波 的 变数 是 
不 相等 的 , 波 的 相 速 因此 也 不 一 样 。 

对 于 在 等 离子 体 中 激化 出 的 线 极 化 平面 波 ,由 于 
它 不 能 以 线 极 化 波形 式 传播 , 即 不 会 保持 原来 的 极 化 
面 ,但 是 由 于 线 极 化 波 可 以 分 解 成 两 个 幅度 相等 但 旋 
转 方 向 相反 的 圆 极 化 波 ,向 圆 极 化 波 是 可 以 在 等 离子 
体 中 传播 的 。 这 两 个 圆 极 化 波 的 电场 矢量 以 相同 的 角 
速度 旋转 ,但 它们 的 相连 却 是 不 相等 的 ,因此 ,在 它们 
传播 一 段 距离 后 ,合成 波 的 极 化 方向 (如 图 7-9 所 示 ) 
和 当初 的 极 化 方向 就 不 一 样 了 ， 也 就 是 说 电场 矢量 的 取向 发 生 了 偏转 , 即 电磁 波 的 线 极 化 方向 
随 波 的 前 进 在 不 断 地 旋转 ,这 就 是 等 离子 体 中 波 的 法 拉 第 旋转 效应 。 

现在 我 们 来 具体 计算 线 极 化 平面 波 通过 空间 距离 为 ! 的 等 离子 体 所 发 生 的 旋转 角度 。 设 
电波 前 进 方向 为 = 轴 正 向 ,两 个 圆 极 化 波 的 电场 矢量 分 别 是 
E*=E(g. jia)e** 


图 7-9 法 拉 第 旋转 效应 


E-=E(ga, tja,)e ** 
正 号 表示 右 旋 圆 极 化 波 , 负 号 表示 左旋 圆 极 化 波 。 在 z=0 处 ,合成 场 是 沿 zx 轴 方 向 的 线 航 化 
波 。 当 电磁 波 通过 了 等 离子 体 时 ,合成 波 的 电场 矢量 是 
E=E(a,-ia,)e nitrE(a, tja)e 
电场 矢量 偏离 x 轴 的 角度 9 可 由 其 已, 分量 和 EE, 之 比 确定 , 即 


EE,_ kk 
tan 9- 二 aa 人 7 中 


因此 


sl (7.5.25) 


由 于 等 离子 体 中 右 旋 圆 极 化 波 和 左旋 圆 极 化 波 的 波 数 是 不 相等 的 ,因此 当 线 极 化 波 在 通 
过 等 离子 体 时 ,其 电场 的 指向 在 不 断 旋转 ,旋转 角度 的 大 小 取决 于 左右 旋 波 的 波 数 之 差 和 传 
播 的 距离 。 由 此 可 见 ,在 等 离子 体 中 沿 恒定 磁场 方向 传播 的 线 极 化 波 的 极 化 面 围绕 该 恒定 磁 
场 旋转 。 
利用 法 拉 第 旋转 效应 可 以 测量 等 离子 体 浓度。 采用 高 频 电 磁 波 , 即 w 六 ,从 式 
(7.5.22) 和 (7.5.24) 可 以 得 到 
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/一 2 2 
hk Lon wpe pe 
a cw 


此 时 的 旋转 角度 

Ek ja eBoN 
2 20w’ Eom’ 

上 述 结果 表明 ,只 要 我 们 已 知 m。、B。 和 4, 再 根据 测 得 的 偏转 角 8, 就 可 以 计算 出 等 离子 体 中 的 

电子 密度 N。 


二 、 铁 氢 体 中 的 电磁 波 


铁 氧 体 是 由 二 价 的 金属 (入 鳃 、 镁 ) 与 FeOs 烧结 而 成 的 一 种 复合 化 合 物 。 它 是 一 种 类 似 
于 陶 姿 的 材料 ,质地 硬 而 脆 。 与 金属 材料 相 比 ,具有 很 高 的 电阻 率 ,因此 所 磁 波 在 其 内 传播 时 
的 衰减 不 大 。 铁 氧 体 的 相对 介 电 常数 较 高 ,通常 e, 在 5 到 20 之 间 , 其 相对 磁 导 率 也 很 高 , yx， 
适 常 在 10? 到 10' 之 间 。 研 究 和 工程 实践 表明 , 当 铁 气 体 有 外 加 量 定 磁场 时 ,也 会 象 等 座 子 体 
一 样 表 现 出 各 向 异性 的 特征 。 以 下 我 们 来 分 析 其 作用 机 理 。 

原子 核 周围 的 电子 存在 自转 和 绕 核 的 公转 这 两 种 运动 ,它们 都 将 产生 磁 矩 。 对 于 一 般 物 
质 ,电子 的 公转 磁 矩 因 电子 的 随机 运动 是 相互 抵消 的 ,对 外 并 不 呈现 磁 人 性。 电子 的 自转 磁 矩 对 
于 一 般 物 质 也 是 相互 抵消 的 ,但 是 ,对 于 铁 氧 体 这 种 物质 情况 就 并 非 如 此 ,而 是 在 它 内 部 的 极 
小 区 域 中 ,电子 的 自转 磁 矩 在 方向 上 会 呈现 出 一 定 的 一 致 性 ,自发 磁化 形成 所 谓 的 磁 畴 。 在 没 
有 外 加 磁场 的 情况 下 ,这些 磁 畴 的 磁 矩 相互 抵消 ,因此 铁 氧 体 对 外 也 不 呈现 磁性 。 但 是 当 铁 氧 
体 被 置 于 外 加 磁场 时 ,这 些 磁 蛙 就 会 在 外 加 磁场 的 作用 下 发 生 偏 转 , 并 趋向 于 外 磁场 的 方向 ， 
从 而 对 外 产生 强大 的 磁性 。 

由 于 电子 具有 质量 和 电量 , 当 电子 围绕 其 轴 作 自转 时 ,就 产生 了 自 旋 角 动量 G 和 自 旋 梯 
和 矩 P, ,它们 之 间 的 关系 是 


(7.5.26) 


Pn= -2G= -7G (7.5.27) 
其 中 e= 1.602 x 10"28C, 是 电子 电荷 量 的 绝对 值 ; mz = 9.107 x 10 3kg, 是 电子 的 质量 。 
(7.5.27) 式 的 负 呈 是 因为 电子 前 电荷 是 负 的 ,导致 自 旋 磁 矩 与 自 旋 角 动量 的 方向 相反 。 常 数 
7 是 磁 气 与 角 动 量 大 小 的 比值 , 称 为 自 旋回 磁 比 。 它 的 值 是 


7=#=1.76X10" [mAWh's)] (7.5.28) 
当 铁 氧 体 受 到 外 加 恒定 磁场 B, 作用 时 ,电子 的 磁 矩 就 受到 力 称 的 作用 ,力矩 是 
1=P,xBo {7.5.29) 
该 力矩 使 电子 的 角 动 重 发 生变 化 ,其 关系 为 
T= dc (7.5.30) 


利用 式 (7.5.27) 和 (7.5.29) 得 到 
de By x p= wx p, (7.5.31) 
式 中 oo 是 电子 进 动 的 角速度 矢量 , 它 由 关系 式 
ao= 7Bo = yuo Ho (7.5.32a) 
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或 wo = 7Bo= Yuo Ho (7.5.32b) 
确定 , 称 为 进 动 角 频 率 或 拉 莫 尔 角 频 率 。 式 (7.5.31) 是 描述 P。 受到 外 加 磁场 作用 后 的 进 动 
方程 , 称 为 自 旋 磁 矩 的 进 动 方程 。 

式 (7.5.31) 是 描述 单个 电子 受到 外 加 磁场 作用 后 的 进 动 方程 ,如 果 单位 体积 的 铁 氧 体内 
的 自 旋 电子 个 数 为 N, 则 单位 体积 的 磁 逢 为 


M= NP, (7.5.33) 
M 称 为 磁化 强度 ,于 是 单个 电子 的 进 动 方程 (7.5.31) 可 以 改写 为 
MM = yB, x M= Wa Ho x M= wo x M (7.5.34) 


现在 我 们 来 考察 铁 氧 体 内 电磁 波 的 传播 情况 。 设 在 铁 氧 体 中 ,除外 加 了 一 个 使 铁 氧 体 达 
到 饱和 磁化 的 恒定 磁场 Ho ,并 设 H, 的 方向 与 x 轴 正 方向 一 致 。 还 有 一 个 比 Ho 小 得 多 的 交 
变 磁场 有 = as + gh, + gsh, , 则 总 的 磁场 为 


H=h+H,=ah,+ah,+ta,(h.+Ho) (7.5,35) 
相应 的 磁化 强度 是 
M=m+M,=am, +am,+a(m,+ Mo) (7.5.36) 
上 式 中 ,m 为 交 变 磁场 h 产生 的 磁化 强度 ,Mo 为 便 定 磁场 H, 产生 的 磁化 强度 ,并 满足 
lml<|Mo| 


将 式 (7,5.34) 中 的 HH。 和 M 分 别 用 式 (7.5.35) 和 (7.5.36) 的 五 和 MM 代 蔡 ,并 略 去 高 阶 
小 量 后 ,得 


各 = —yp (Mo XR+tmxX Ho,) (7.5.37) 
对 于 正弦 交 变 磁场 ,上 式 可 以 用 复 振幅 表示 法 写成 
jam = ~ yo (Mo X h+ mxX Ho) (7.5.38) 
写成 分 量 的 形式 即 为 
ja = — po ~ myHo — Moh,) 
jem, = Ce (7.S-39) 
jewm, =0 
由 方程 组 (7.5.39) 解 得 
二 No) 各 + (joopo YMo)h 
ed 
(7 Mo Ho) ~ (jwpo YMo)h, (7.5.40) 
7 Ho -ow 
m=0 
已 知 拉 莫 尔 角 频率 =7Bo = yo Ho = 2Bo (7.5.41) 
人 oo 一 (7.5.42) 


则 (7.5.40) 式 可 以 写成 


加 wa — 
mh (7.5.43) 
ms =0 

媒质 磁化 后 ,时 变 磁感应 强度 与 磁化 强度 之 间 的 关系 是 

b=puothtm)= |‖ pl :hk (7.5.44) 


式 中 .x | 称 为 张 量 磁 导 率 。 
利用 m 和 4 的 关系 式 (7.5.43), 可 由 (7.5.44) 式 求 出 


pn pa 0 
al=|a pa 0 (7.5,43) 

0 0 ps 

其 中 

mp 人 | (7.5.46) 
pn = ~ pa = jo 下 (7,5.47) 

ww 
Pa 二 0 {7.5.48) 


我 们 可 以 看 到 , 当 没 有 外 加 恒定 磁场 , 即 H,=0 时 , 则 有 wo =0, 1 A 目 退 化 成 为 一 个 标 
量 , 此 时 铁 氧 体 呈 现 出 各 向 同性 的 特征 。 

类 似 于 讨论 电磁 波 在 等 离子 体 中 的 传播 问题 ,我 们 仅 限于 讨论 沿 z 轴 正 方向 传播 的 均匀 
平面 波 的 情形 。 由 于 铁 氧 体 有 外 加 恒定 磁场 ,电磁 波 应 该 满足 的 麦克 思 韦 方程 是 


VXH=jueE (7.5.49a) 
VxE=-jvl|xll:H (7.5.49b) 
消去 EE, 得 到 电场 HH 的 波动 方程 
[于 ma pn 0 [本 
EE H, ol rz OlIH,|=0 (7.5.50) 
0 0 pj LH. 


容易 验证 ,和 等 离子 体 的 情形 一 样 , 在 外 加 恒定 磁场 的 铁 氧 体 中 不 存在 线 极 化 均匀 平面 波 
的 解 。 对 于 沿 z 轴 正 向 传播 的 圆 极 化 波 


H' =H' (a ja)e™* {7.5.51a) 
和 H- -=H (atija)e (7.5,51b) 
代入 波动 方程 (7.5.50), 并 利用 (7.5.46) 一 (7.5.48) 式 ,最 后 可 以 得 到 
12 
pk’ =w Ve (1+ os) (7.5.52a) 
1.2 
和 kk =u ype (1+o Ss) (7.5.52b) 


同等 离子 体 一 样 ,在 外 加 恒定 磁场 的 铁 氧 体 中 因 极 化 波 的 解 是 存在 的 。 但 是 , 左 、 右 旋 较 


极 化 平面 波 的 波 数 是 不 相等 的 , 波 的 相 束 因此 也 不 一 样 。 
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当 线 极 化 平面 波 通过 铁 氧 体 时 ,将 分 解 成 两 个 幅度 相等 但 旋转 方向 相反 的 贺 极 化 波 , 但 由 
于 它们 的 相 速 不 相等 ,合成 波 的 极 化 方向 随 波 的 前 进 在 不 断 地 旋转 ,产生 法 拉 第 旋转 效应 。 


7.6 均匀 平面 波 的 垂直 人 射 


前 面 我 们 讨论 了 平面 波 在 无 界 空间 中 的 传播 问题 。 但 实际 上 , 波 在 无 限 大 均匀 媒质 中 的 
传播 只 是 传播 问题 的 一 种 特殊 情况 。 在 一 般 情况 下 ,电磁 波 在 其 传播 的 途中 会 遇 上 不 同 的 媒 


质 ,在 媒质 的 分 界面 两 侧 , 由 于 媒质 的 电磁 特性 不 _ 
一 样 ,将 出 现 波 的 反射 等 特征 。 I ed 2 区 pe 
1, 向 介质 平面 的 各 直入 英 了 E: 

当 入 射 波 到 达 介质 分 界面 时 ,会 在 分 界面 上 感 | | 


应 出 随时 间 变 化 的 电荷 ,形成 新 的 波源 。 产 波源 产 下 Ed 
生 向 分 界面 两 侧 传播 的 波 ,其 中 与 入 射 波 在 同一 便 一 
的 波 称 为 反射 波 , 进 入 分 界面 另 一 全 波 则 称 为 透射 | : 
波 或 折射 波 。 在 分 界面 两 侧 , 和 人 射 波 .反射 波 和 透 “上 Way 和 一 全 
射 波 应 该 满足 波动 方程 ,而 在 分 界面 上 ,它们 必须 
满足 电磁 场 的 边界 条 件 。 图 7-10 均匀 平面 波 的 垂直 人 射 

如 图 7.10 所 示 , 设 沿 x 办 方向 极 化 的 均匀 平面 波 朝 * 办 方向 传播 。z = 0 处 为 介质 的 分 
界面 ,在 <<0 的 一 侧 , 完 纯 介 计 或 理想 媒质 的 参数 为 si 和 px ,在 =>0 的 一 仙 , 理 想 媒质 的 参 


数 为 s 和 pr。 
人 射 波 电场 可 表示 成 
E: = ae 区 < (7.6.1) 
其 中 入射 波 的 波 数 为 
有 =wVAaen 
入 射 波 的 磁场 可 根据 7.2 节 介绍 的 EE~ 昌 关系 算出 : 
He yx 下 (7.2.4) 
其 中 a, 为 波 传播 方向 的 单位 矢量 ,此 处 ae = a, , 故 得 到 
Hy = (7.6.2) 
1 nn 


认为 1 区 (入 射流 区 ) 的 本 征 阻抗 。 
当 入 射 渡 到 达 介质 的 分 界 高 == 0 时 ,形成 反射 波 和 透射 波 (也 称 传输 波 )。 反 射 波 在 1 

区 沿 一 z 轴 方 向 方向 传播 ,其 电场 与 z 轴 平 行 ,可 表示 为 
五 =Ere 各 < (7.6.3) 


反射 波 的 磁场 根据 (7.2.4) 式 , 求 得 
而 =- 到 =- 多。 这 < {7.6.4) 
透射 波 在 2 区 沿 + = 轴 方 向 传播 ,其 电场 (上 标 表示 transmitted) 与 x 轴 平 行 ,为 
E' =Ele lh: (7.6.5) 


B, 是 透射 波 的 波 数 ,其 大 小 为 
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Br 一 四 Y pe (7.6.6) 


透射 波 的 磁场 根据 公式 (7.2.4) ,得 
也 = 也 -各 (7.6.7) 


六 为 2 区 (透射 波 区 ) 的 本 征 阻抗 。 巨 : 和 五 , 即 为 图 7-10 中 的 EE% 和 Hho 
反射 波 和 透射 波 的 大 小 E; 和 EE 可 以 根据 边界 条 件 来 确定 。 在 分 界面 两 侧 ,合成 场 电 
场 强度 矢量 的 切 向 分 量 应 该 连续 , 即 


Ei= E> 
1 区 和 2 区 的 电场 与 分 界面 平行 , 即 是 分 界面 的 切 向 ,因此 在 z=0 的 分 界面 两 向, 有 
下 :十 五 5 = Es (7.6.8) 


由 于 在 理想 介质 的 分 界面 上 不 存在 电流 ， 因 此 磁场 强度 矢量 的 切 向 分 景 也 应 该 连续 ， 
即 


Hi.= Ha. 
将 分 界面 :=0 两 侧 的 磁场 代入 上 式 得 
了 国 到 = 多 (7.6.9) 
联 立 求解 方程 (7.6.8) 和 (7.6.9) ,得 到 
En -EE (7.6.10) 
多 (7.6.11) 
定义 反射 波 与 人 射 波 大 小 之 比 为 反射 系数 , 即 
= En /| 
R= 让 (7.6.12) 
同样 ,定义 透射 波 与 人 射 波 大 小 之 比 为 透射 系数 , 即 
_ En, 2% 
T= 天 二 页 (7.6.13) 


对 于 两 媒质 均 为 理想 的 情况 ,本 征 阻抗 7 力 , 反 射 系数 R 和 透射 系数 了 均 为 实数 。 
一 般 情况 下 ,R 和 工 可 为 复数 。 由 R 与 了 的 公式 容易 看 出 ,它们 之 闻 有 如 下 关系 : 


1+R=T (7.6.14) 
已 知 Ei = REL ,可 以 得 到 1 区 中 的 合成 电场 为 
Es= Ei (e t+Rem") (7.6.15) 
根据 (7.6.2)、(7.6.4) 和 (7.6.12) 式 , 求 得 1 区 中 的 合成 磁场 为 
HE (em Rd) (7.6.16) 
2 区 中 为 透射 电磁 场 。 


入 射 波 \ 反 射流 和 透射 波 的 能 流 密度 关系 如 下 : 
在 工区 , 玻 印 廷 矢 基 的 平均 值 可 以 根据 合 1 区 的 合成 电场 和 合成 磁场 求 出 为 
+ 2 
Sa = FRel Ex Hi = Re, (=0) (7.6.17) 
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2 区 玻 印 廷 矢量 的 平均 值 为 
Si = 3 Tra, (z=0) (7.6.18) 

(7.6,17) 式 表明 ,1 区 玻 印 廷 矢量 的 平均 值 是 人 射流 玻 印 廷 矢量 的 平均 值 1Es |? 人 (291) 
与 反射 波 玻 印 廷 矢量 的 平均 值 R*|E; |*/(2%) 的 差 值 。 

根据 丸和 了 的 公式 ,容易 验证 (7.6.17) 和 (7.6.18) 式 是 相等 的 ,因此 有 
| 有 |E | ,; ’ 
2 3% 8 + (7.6.19》 
说 明和 人 射 波 的 能 流 等 于 反射 波 的 能 流 和 透射 波 的 能 流 之 和 。 能 量 守恒 规律 是 成 立 的 。 

当 分 界面 的 两 便 为 非 理 想 媒质 时 ,可 用 复 介 电 常 数 ec 或 复 磁 导 率 me 来 分 析 。 

2. 向 理想 导体 平面 的 盘 直 入 射 

当 媒 质 1 为 理想 介质 , 面 媒质 2 为 理想 导体 时 ,平面 波 的 垂直 人 射 分 析 起 来 最 为 简单 。 此 


时 媒质 1 的 本 征 阻 抗 是 实数 ,而 媒质 2 的 本 征 阻抗 为 


/mm 
ny -0 (7.6.20) 


上 式 为 零 , 是 因为 理想 导体 的 电导 率 o 为 无 穷 大 。 
根据 R 和 了 的 公式 , 求 得 理想 导体 的 反射 系数 和 透射 系数 分 别 是 


R= 了 二 类 1 (7.6.21) 
T= 入 -0 (7.6.22) 

这 说 明理 想 导体 中 不 存在 透射 波 , 而 电磁 波 被 完全 反射 回信 射 波 的 空间 。 反 射 波 电 磁场 为 
E; = -Ee (7.6.23) 
Hy; -er (7.6.24) 

8 和 7 分 别 为 人 射 波 空间 的 波 数 和 本 征 阻 抗 。 
入 射 波 空间 的 合成 电场 是 

E,=Ei(e *— Te”)= 一 2jEasin pe 《7.6.25) 


这 是 一 个 驻 波 , 在 所 = - nr 或 == -m4/2 的 各 位 置 电场 为 零 (n=0,1,2,…); 而 在 研 = 
- (22+1l)r/2 或 z=-~(22+1)AA4 的 各 位 置 电场 最 大 。 如 图 7-11 所 示 。 
根据 (7.6.16) 和 (7.6.21) 式 , 求 得 合成 磁场 为 


,= (ew + en)- SE: cor pe {7.6.26) 


合成 磁场 在 空间 和 电场 垂直 ,其 分 布 也 是 个 驻 波 。 
和 电场 的 驻 波 相 比 ,错开 了 144 个 波长 的 贤 离 ,也 就 是 
在 电场 的 零点 为 磁场 的 最 大 点 ; 面 电场 的 最 大 点 为 磁场 
的 零点 。 

纯 驻 波 的 特点 是 : 驻 波 的 两 个 相 邻 的 波 腹 (最 大 值 
位 置 ) 之 闻 的 距离 为 人; 驻 波 的 两 个 相 邻 的 波 节点 (最 
小 值 位 置 ) 之 间 的 距离 也 是 之 。 驻 波 的 平均 玻 印 廷 所 
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量 为 零 , 即 没有 能 量 传输 ,因为 
Srs=Rel ExH'] 
+ 2 
= 二 Re[ -性 ‘| sin Bevos Bz Ja, =0 


因此 ,在 纯 驻 波 情形 下 ,只 有 电能 和 磁场 之 问 的 能 量 相互 交换 而 无 能 量 传播 。 
在 导体 的 表面 z==0 处 ,电场 为 零 , 而 磁场 为 最 大 值 。 导 体 表面 的 电流 根据 


Js=nx HI.., (7.6.27) 
此 处 = -a,, 在 上 式 中 代 信 磁场 矢量 的 天 达 式 ,得 到 面 电流 密度 矢量 
J =3E; a (7.6.28) 


例 7.3 空气 中 有 一 频率 为 300 MHz 电场 振 幅 吾 。 = 1 Van 的 均匀 平面 波 垂直 人 射 到 一 
大 而 厚 的 钢板 上 ,已 知 铀 的 参数 为 上 = pro,e=eo,c=S.8X107 Sm, 求 : 


(1) 铜 板 中 的 电 、 磁 场 和 传导 电流 密度 ; 
(2) 表 面 为 1 m 的 铜板 所 吸收 的 功率 。 
解 (1) 因 为 和 一 一 58X107 一 -348x107 交 100, 钢 可 当 作 良 导体 处 理 。 于 
2rx 00x 10° x368X107 
是 均匀 平面 波 在 铀 中 传播 时 的 传播 常数 和 波 阻 抗 等 , 均 可 用 良 导体 的 近似 公式 计算 : 
a=B= SP = Vrx3xID inX10 x5.8x10 =26.2x 10 (1) 


一 /wo rx3x10 x4rx10” -3 
NT 5.8X107 (1+j)=4.52x10 (+i) (0) (I) 


a 很 大 ,可 将 铜板 看 成 无 限 厚 , 如 取 钢 板 表面 为 z=0, 设 z<0 区 域 中 的 入射 波 电 场 在 x 方向 ， 
则 


五 ,= axBioe =ae” (mV/m) (LH) 
=o, ee =,2.65X10?e (mA /mn) (N) 
铜板 中 的 透射 场 可 以 写成 
B= 4Boe "ew (V) 
Ha ee re (VD) 
其 中 ,a、B、; 如 式 (了 工 ) 与 式 ( 卫 ) 所 示 , 所 以 上 只要 确定 Eo 即 可 。 
根据 透射 系数 公式 可 以 得 到 
T= 了 名 =3.39x10 X10 033.39x10ef 
3+ 若 
此 
Eo=TE0=3.39X10 et (V/m) CW) 
Ho- Be- 3-39x10 "0 -0.53x10-5 (Am (出 ) 


3 wx4.52x10-3e 
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直 ,但 我 们 总 是 可 以 将 人 射 波 的 电场 分 解 为 与 人 射 面 平行 和 垂直 这 两 种 情况 。 当 电场 的 方向 
与 人 射 面 平行 时 ,这 样 的 人 射 称 为 平行 极 化 波 人 射 ;而 当 电 场 的 方向 与 人 射 面 垂直 时 ,这 样 的 
人 射 称 为 垂直 极 化 波 人 射 。 


一 ,平行 极 化 波 的 妊 入 射 


1. 入 射 波 、 反 射 波 、 透 射 波 

如 图 7-12(a) 所 示 平面 波 平行 人 射 时 ,其 电场 矢量 与 人 射 面 平行 ,并 将 人 射 面 选 择 为 xDe 
平面 , 波 的 传播 方向 与 = 轴 的 夹 角 称 为 人 射 角 , 用 6 表示 。 当 平面 波 到 达 分 界面 时 ,就 产生 反 
射 和 折射 现象 ,反射 波 和 折射 波 都 在 人 射 面 内 沿 各 自 的 传播 方向 前 进 , 如 图 7-12(a) 所 示 。 图 
7-12 中 的 E? 、Er 、E2 分 对 对 应 下 文中 的 EE' 、E”、E); 也 如 此 对 应 。 设 反射 波 和 折射 波 
的 传播 方向 与 = 轴 的 夹 角 分 别 是 6 和 久 ,0 称 为 反射 角 ,6 为 折射 角 。 这 样 选 择 人 射 面 后 , 根 
据 均 匀 平 面 波 的 一 般 公式 EE Eoe *" ,并 假定 人 射 波 电场 的 最 大 值 是 E+ ,可 以 求 出 


图 7.12 ”均匀 平面 波 的 余人 庙 
(a) 平 行 极 化 波 的 斜 人 射 ;(b) 垂 直 极 化 波 的 斜 人 射 。 
E, = FE; {cos go。 — sin a.) 
kr=k (sin Ga, + cos Ba,)(ra, + yay + vas)= h(xsin G+ zcos 0) 


其 中 为 人 射 波 的 波 数 ,上 且 &, = w VsIAi。 
因此 ,人 射 波 的 电场 是 
E’ =E; (cos ba, -sin Oa )e” lesin d+ ron) (7.7.1) 


人 射 波 的 磁场 矢量 与 y 轴 平 行 ,根据 均匀 平面 波 公式 H= J X 至 , 求 出 人 射 波 的 磁场 为 


， 
et (7.7.2) 
, 


上 式 中 六 =V ji/e1, 为 人 射 波 空 间 的 本 征 阻抗 。 
类 似 地 ,可 以 写 出 反射 波 的 电场 是 
E =E.,(~cos Og,- sin Og,)e me ee 人 : (7.7.3) 
其 中 EE 是 电场 的 最 大 值 。 
反射 波 的 磁场 是 


H- = em (7.7.4) 
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透射 波 的 电场 是 


E'=E'(cos Oa, 一 sin Fa)e meen (7.7.5) 


其 中 E: 是 电场 的 最 大 值 ,上 as 为 透射 波 的 波 数 ,上 且 k= .Vezp2。 


透射 波 的 磁场 为 
H'=a, Be mem (7.7.6) 
上 式 中 各 =V je27E7 ,为 透射 波 空 间 的 本 征 阻抗 。 
2. 斯 耐 尔 定律 


现在 我 们 来 确定 反射 角 和 透射 角 与 人 射 角 之 问 的 关系 。 根 据 边界 条 件 , 在 z=0 的 分 界 
面 上 ,电场 的 切 向 分 量 应 该 是 连续 的 。 由 图 7-12(a ) 可 以 看 出 ,电场 的 EE, 分 量 是 切 向 分 量 。 
在 ==0 的 分 界面 上 , 令 人 射 波 和 反射 波 的 EE, 分 量 之 和 等 于 透射 波 的 E, 分 量 , 得 到 


Ei cos ge tirine + E2 (一 cos G')e hm = 了 cos Gea (7.7.7) 


上 式 对 任意 x 值 都 成 立 ,必然 有 


rin = -itasin = ih rin (7.7.8) 
即 
一 这 :zsin 8= 一 这 ;Tsin F = -jk xsin y (7.7.9) 
故 
化 = 日 (7.7.10) 
上 式 表 面 反射 角 等 于 人 射 角 , 该 结果 称 为 斯 耐 尔 反射 定律 。 
以 及 
kisin 0=k2sin 人 久 (7.7.11) 
已 知名 二 w VE 和 k= wyVezpa, 代 人 上 式 得 
emsin 0=V ep2sin 从 {7.7.12) 
或 
sing Ve 加 
a rr (7.7.13) 
_ 1 1 A 
式 中 i "i ,分 别 是 均匀 平面 波 在 媒质 1 和 媒质 2 中 的 相 速 。 
一 般 非 磁性 介质 的 piszpaszpo, (7.7. 13) 式 可 写成 
sm 多 Vs _ 
sm Ve nm (7.7.14) 


(7.7.14) 式 称 为 斯 耐 尔 折射 定律 。n; 和 za 分 别 代表 媒质 1 和 媒质 2 的 折射 指数 。 

3. 反射 系数 透射 系数 , 波 班 抗 

以 下 我 们 来 确定 反射 波 和 折射 波 的 大 小 和 人 射 波 的 关系 。 习 惯 上 我 们 是 用 电场 的 切 向 分 
量 来 讨论 问题 的 ,我 们 将 会 看 到 ,这 样 处 理 问题 比较 方便 。 另 外 知道 了 电场 的 切 向 分 量 , 根 据 
(7.7.0 (7.7.3) 和 (7.7.5) 就 可 以 确定 人 射 波 、 反 射流 和 透射 波 的 电场 , 波 的 磁场 也 能 得 到 。 

用 电场 的 切 向 分 量 来 讨论 问题 ,引进 波 阻抗 的 概念 是 方便 的 。 我 们 把 平行 于 分 界面 的 切 
向 电场 与 切 向 磁场 的 比值 定义 为 波 阻 抗 。 对 于 我 们 所 讨论 的 平行 极 化 波 ， 
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7 = 下 -二 E (7.7.15) 


H, H, 
_E 
7 站 (7.7.16) 
根据 (7.7.1) 和 (7.7.2) 式 ,得 到 
Zu = 散 = hoos 0 {7.7.17) 
再 根据 (7,7.5) 和 (7.7.6) 式 ,得 到 
Zo = 和 = eos Ea (7.7.18) 
在 理想 介质 的 分 界面 上 ,电磁 场 的 切 向 分 量 应 该 满足 连续 条 件 , 即 
五 : +E: =E: (7.7.19) 
Hi+H;=H, (7.7.20) 
利用 波 阻 抗 公式 (7.7.15) 和 (7.7.16).(7.7.20) 可 以 写成 
E; FEF: _E 
到 到 下 (7.7.21) 
联 立 求解 (7.7.19) 和 (7.7.21) 式 ,得 到 
-LaZrp+ 
E: -rE: (7.7.22) 
222 + 
= (7.7.23) 
用 切 向 电场 的 比值 定义 的 反射 系数 和 传输 系数 为 
Ry= 莫 = 色 ;各 (7.7.239) 
Ty -可 -7 (7.7.24a) 
将 Z, 的 表达 式 (7.7.17} 和 Z., 的 表达 式 (7.7.18) 代 入 ,得 到 
_E: _ Ws -neosd 
Ry 一 天 = pee Tos 0 (7.7.23b) 
Ty = 下 2 (7.7.24b) 


E! Tos +meosd 
例 7.4 如 图 7-13 所 示 , 均 匀 平 面 波 由 空气 人 射 到 理想 导体 表面 (< =0), 已 知人 射 波 电 


场 ; 
Ei=5(g, + gs VI) (V/m) 
求 : 
(1) 反 射 波 电场 和 磁场 ; 
(2) 理 想 导体 表面 的 面 电 荷 密 度 和 面 电流 密度 。 
解 (1) 要 求 反射 波 场 的 表达 式 ,首先 要 求 出 反射 波 的 传播 方向 。 人 射 波 传播 方向 单位 矢 
量 为 


a + $a: = reos ai 十 Qucos Ys 《iD 
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可 以 看 出 ,入 射 面 在 zOz 面 内 。 上 式 中 a; 和 分 别 是 人 射线 与 x 轴 和 x 轴 的 夹 角 , 显然 ， 
= 号 r, 入 = 号。 入 射 角 册 = = 各, 几何 关系 示 如 图 7-13。 由 此 可 以 写 
出 反射 波 传播 方向 的 单位 矢量 

Qi= 一 Gasin 全 一 ascos 全 (ii) 
考虑 到 EE, 平行 与 人 射 面 , 于 是 反射 波 电 场 可 以 写成 


E,= Ee "= E,(— dc0s 0,+ a.sih f)e KN 


将 cos 8= 志 ,sin 8. = 学 ，E。= E。, 代 入 上 式 并 来 出 亚 得 
图 7-13 均匀 平面 波 
E.=5(—a, +V/3a,)e3t®) (V/m) 余人 册 到 理想 导体 表面 


H,= La,x BE,=a, Led (A/m) 
Po Po 
《2) 理 想 导体 表面 的 ps .Js 取决 于 空气 中 的 合成 场 ,其 中 电场 
E, =E,+E,=5(a, +/3a.)0 "+5(— qa, +Y3as)est5c+ 昌 
=10(- asjsin6z+aoyY3cos6z)ew5 (V/m) 


类 似 可 得 
Hi= H+ H.=0, cos Gre (A/in) 
元 
于 是 
ps=n°Di|so=eol ~ 0.) Eile0= 一 10V3eoex5 (CAmm) 
Js=nxX Hilo-(- a) Xa (Am) 
二 、 牌 宜 极 化 波 的 料 入 射 
对 于 垂直 极 化 波 入 射 , 入 射 波 和 反射 波 的 波 阻抗 
Ei: En 
Za = 六 -=- 闪 = {7.7.25) 
透射 波 的 波 阻抗 
EE 
2 (7.7.26) 
仿照 平行 极 化 波 的 做 法 ,我 们 可 以 得 到 按 切 向 电场 的 比值 定义 的 反射 系数 是 
E; _ Za- Zu 
RI -六 (7.7.27) 
二 _ pcos -Toos 从 
或 RI 一 于 (7.7.28) 
传输 系数 是 
_E__2Z2 
TT, -E+ (7.7.29) 
或 


27pcos 6 
TL cs 5 (7.7.30) 
例 7.5 均匀 平面 波 以 人 射 角 9 = 91 透射 到 两 种 无 耗 媒 质 的 界面 ,人 射 波 的 电场 矢量 与 
人 射 面 迁 直 ,透射 角 0. 二 6,。 
(1) 荐 已 知 反射 系数 R .= 去 , 求 透射 系数 工 1 ， 
(2) 若 Es 垂直 于 人 射 面 的 平面 波 自 媒质 2 射 向 媒质 1,9: = 名 , 求 6 R1、T1; 
(3) 在 上 述 两 种 人 射 情况 下 ,功率 反射 系数 和 功率 透射 系数 是 否 相等 ? 
解 (1) 当 Es 垂直 于 人 射 面 时 ,有 
TL =1+R1= 子 
(2 羡 面 波 自 媒质 1 入射 时 ,由 折射 定律 有 
kisin 0 = ksin 02 
当 自 媒质 2 人 射 , 且 9 = 6 时 , 仍 由 上 式 联系 人 射 角 和 透射 角 , 所 以 有 0; = 91。 
自 媒 质 1 人 射 时 ， 
及 二 32cos 全 一 Cos 0 
1 pcos + Neos hp 
自 媒 质 2 人 射 时 ,人 射 .透射 角 分 别 为 0、8, ,入 射 、 透 射 区 的 波 阻抗 分 别 是 7 .9 , 故 
Pco5 名 -Ws _R __1 
Neos Gt ncos Or 上 2 


有 1 
T1 =1+R = 去 
可 见 , 反 向 人 射 时 反射 系数 只 改变 符号 。 
《3) 因 功率 反射 系数 是 场 强 反射 系数 的 平方 , 故 自 媒质 1 人 射 及 媒质 2 人 射 的 功率 反射 系 
数 r 和 ”分 别 是 
7 二 | 及 下 = RE 一 六 
面 功 率 透 射 系数 i、 为 
t=1-7Y=1-7Y =t 
即 两 种 情况 下 功率 反射 .透射 系数 相同 。 
三 、 波 的 全 反射 
由 斯 耐 尔 折射 定律 (7.7.14) 知 道 ,透射 波 的 折射 角 是 湖人 射 角 变 化 的 , 即 
sin rn 8 
可 以 看 出 , 当 s >es, 必 有 久 >6, 苑 折射 人 朋 比 人 射 角 大 。 如 果 人 射 角 为 某 个 角度 时 ,刚好 
使 得 V/ E17Ezsin 9 二 1, 此 时 的 折射 角 正 好 是 90" ,表明 媒质 2 中 没有 折射 波 ,这 种 现象 称 为 波 的 
全 反射 现象 。 此 时 所 对 应 的 人 射 角 称 为 临界 角 & ,临界 角 满足 


sin f=% €2/e1 (7.7.31a) 
或 日 = arcsin w 2/e1 (7.7.31b) 
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无 论 是 什么 极 化 波 , 只 要 满足 人 射 角 大 于 或 等 于 临界 角 的 条 件 ,就 会 发 生 全 反射 。 由 于 发 
生 全 反射 要 求 s > ea , 即 波 的 全 反射 现象 只 有 在 波 从 光 密 媒质 人 射 到 光 朴 媒质 的 表面 时 才 可 


能 发 生 。 
光纤 是 应 用 波 的 全 反射 现象 的 典型 例子 , 它 是 传导 光波 的 玻璃 纤维 。 比 如 由 芯 子 和 数 层 
构成 的 光纤 ,世子 的 相对 介 电 常数 比 甫 层 的 要 高 ,这样 才 能 使 光 不 断 地 被 表层 所 反射 而 在 光纤 


内 传播 。 
网 、 波 的 全 折射 


在 电磁 波 斜 人 射 的 情况 下 ,只 要 满足 一 定 的 条 件 , 可 能 会 发 生 没有 反射 波 的 现象 ,这 就 是 
波 的 全 折射 现象 。 由 于 在 发 生 全 折射 时 ,没有 反射 波 , 所 以 全 折射 的 条 件 可 以 通过 令 波 的 反射 
系数 为 零 来 求 得 。 对 于 平行 极 化 波 的 余人 射 ,其 反射 系数 根据 (7.7.23b) 式 


有 = zcos FF — cos 8 
”meos F +Ncos 8 


eos F = Woos 8 


对 于 一 般 的 非 磁性 媒质 ,yp spasepo, 代 人 上 式 得 
El 
ea 0 /Lost (7.7.32) 


sin = Dsin 修 (7.7.33) 
2 


利用 三 角 函 数 的 关系 ,从 (7.7.32) 和 (7.7.33) 中 消去 ,得 


让 2 
sin =-V Ei +e 
0=0, =arcsin, / 一 至 =arctan,/ 至 (7,7.34) 
一 p — arcsin, ete arctan El fr 


2 就 是 全 折射 角 , 称 为 布 侍 斯 特 角 ,也 称 为 极 化 角 或 偏振 角 。 这 说 明 对 于 平行 极 化 波 的 
人 射 , 当 人 射 角 是 b 时 ,电磁 波 的 全 部 能 量 将 传输 到 2 区 而 没有 反射 波 。 
我 们 再 来 看 垂直 极 化 波 的 斜 人 射 ,其 反射 系数 根据 (7.7.28) 式 


及 = cos 日 一 力 oos 
1 mcos 0+ moost 
P00s 8= geos 8 


cos 久 =/ oo0s 8 
2 

sin =,/ SsinO 
Ez2 


发 生 全 护 射 时 ,Ry =0, 得 到 


根据 折射 定律 


或 


令 民 | =0, 得 


一 般 媒质 ,jpop<po, 则 有 


根据 折射 定律 


* 256 : 


解 得 
=0 (7.7.35) 


但 由 于 e1 冯 82, 因此 #9 是 不 可 能 的 。 这 说 明 在 垂直 极 化 波 的 斜 人 射 情 况 下 , 波 的 全 折射 
现象 是 不 可 能 发 生 的 。 

波 的 全 折射 现象 的 一 个 典型 的 应 用 是 , 当 沿 不 同方 向 极 化 的 电磁 波 以 布 需 斯 特 角 0, 入射 
时 ,反射 波 中 就 只 剩 下 垂直 极 化 波 的 分 量 ,而 没有 平行 极 化 波 的 分 量 。 


五 ,向 理想 导体 平面 的 斜 入 射 


理想 导体 是 媒质 的 一 种 特殊 情况 , 当 平 面 波 向 理想 导体 斜 人 射 时 ,不 会 有 折射 波 的 存在 ， 
电磁 波 被 完全 反射 ,并 且 反 射 角 8 等 于 人 射 角 9。 
平行 极 化 波 的 斜 入 射 。 由 于 在 理想 导体 的 表面 ,电场 的 切 向 分 量 应 该 为 零 。 由 入 射 波 和 和 
反射 波 电 场 的 表达 式 (7,7,1) 和 和 (7,7.3), 可 以 看 出 ,电场 的 E, 分 量 应 该 满足 
Ecos 0~E-cs8=0 (8=0) 


故 
En =En 
从 而 入 射 波 和 反射 波 的 合成 电场 为 
E=E: (oos Og, -sin Oa.)e Km" 0 + Et (~ cos Gg, — sin Ga, )e Msn -rom 
(7.7.36) 
或 
E, =E: oo08 O(e Mnotre0) -erane -rmm9) 
= —2jE cos Osin(kzcos Je me (7.7.37) 
E. = — Et sin O(e_ Wn0ts00) 4+ ej(rsing- eond) ) 
= —2Er sin Gcos(kzcos g)e so 《7.7.38) 
合成 磁场 可 根据 (7.7.2) 和 (7.7.4) 式 得 到 
H= or + 人 (7.7.39) 
7 7 
或 
Es jesing 
Hh 2 ol hrco0s 0)e”! (7.7.40) 


由 于 电磁 场 的 表达 式 都 出 现 了 行 波 因 子 e ij*so ,表明 合成 波 是 沿 x 轴 方 向 传播 的 行 波 ， 
且 沿 x 轴 方 向 传播 的 相 速 是 v/sin 9, 是 一 种 快 波 。 电 磁场 沿 > 轴 方 向 是 按 驻 波 分 布 的 ,这 和 
导体 表面 垂直 人 射 的 情形 是 类 似 的 。 

对 于 垂直 极 化 波 的 余人 射 ,我 们 同样 可 以 得 到 合成 电磁 场 : 


E,= -2jE sin(kzcos g)e -an {7.7.41) 
H,= -2 Sees Geos( kzoos 0)e "nd 《7.7.42) 
H.=-2 sin Osin( kzcos O)e wee (7.7.43) 


它们 沿 z 轴 方向 传播 的 行 波 ,而 沿 * 轴 方 向 是 按 驻 波形 式 分 布 的 。 
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7.8 群 速 - 


在 上 一 节 我 们 讨论 均匀 平面 波 的 斜 人 射 时 , 波 沿 x 轴 方 向 和 = 方向 传播 的 相 速度 均 大 于 
电磁 波 沿 人 射 方 向 传播 的 速度 vu。 如 果 波 是 从 真空 人 射 , 即 等 于 光速 ,那么 我 们 就 遇 到 了 相 
速 可 以 大 于 光速 的 “情况 ”。 其 实 这 种 现象 并 不 和 相对 论 相 矛盾 ,这 个 相 束 并 不 代表 能 量 或 信 
息 传播 的 真实 速度 。 关 于 超 光 速 的 假象 ,我们 还 会 在 狭义 相对 论 一 章 详细 介绍 。 

1. 相连 度 

相 速 的 定义 是 电磁 波 中 恒定 相位 点 推进 的 速度 。 如 果 我 们 用 下 式 表示 时 变 电 场 

E=E,cos(wt - Pz) 


便 定 相位 点 为 
wt 一 Bz 王 常数 
相 速 应 为 
w= 豆 = 作 (7.8.1) 


可 以 看 出 , 相 速 可 以 与 频率 有 关 , 也 可 以 与 频率 无 关 ,这 要 取决 于 相位 常数 。 在 无 界 空间 传播 
的 均匀 平面 电磁 波 ,8=w VIE。 代 入 (8.7.1) 式 ,得 v=1/Y pe ,此 时 相 速 与 频率 无 关 。 因 此 
自由 空间 可 以 认为 是 非 色散 的 。 反 之 ,在 导电 媒质 中 ,电磁 波 的 相 速 随 频率 改变 , 它 是 色散 的 。 

2. 群 速度 

在 很 多 情况 下 电磁 波 都 是 用 来 传播 信号 的 ,必须 把 信号 调制 到 电磁 波 上 ,使 电磁 波 成 为 一 
个 调制 波 ,通常 称 这 个 调制 信号 为 波 包 。 电 磁 波 载 着 波 包 前 进 , 波 包 的 前 进 速度 , 才 是 信号 的 
传播 速度 ,这 个 速度 称 为 群 速度 。 

波 包 的 形状 有 多 种 多 样 , 比 如 矩形 \ 高 斯 脉冲 形 以 及 余弦 形 等 , 见 图 7- 14。 


(a) Cb} te) 
图 7-14 载 有 波 包 的 电磁 波 
(矩形 波 包 ; (b) 高 斯 脉冲 形 波 包 ;(c) 余 弦 形 波 包 。 

当然 ,为 了 正确 的 调制 , 波 包 应 该 满足 一 定 的 条 件 , 比 如 幅度 不 能 大 于 等 幅 波 的 幅度 (不 产 
生 过 调制 ) 等 。 这 些 问题 将 留 在 后 续 课程 中 讨论 。 

设 信号 ( 波 包 ) 用 f(z) 表 示 , 它 的 频谱 为 F(Q), 而 载波 (等 幅 波 ) 的 频率 为 we ,传播 方向 为 
正 z 轴 方 向 , 则 调制 后 的 电磁 波 将 由 原先 单一 频率 变 为 有 一 定 带宽 的 简 谐 波 ,这 时 名 频率 分 
量 的 总 体 可 以 表示 为 


FFCOJetteo+2e 人 
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著 记 oo + =w, 则 为 
Fw — wo je 


通常 ,f(z) 的 频谱 宽度 远 小 于 载波 的 频率 oo ,所 以 B(w) = 全 可 在 wn 附近 展开 为 台 劳 级 数 


Blo) = Bs) +2B| Co 00) + dol ew) + 


如 果 所 以 上 的 高 阶 项 可 以 忽略 ,我们 得 到 一 阶 近似 
Plw)=B(wo0) + Bo(w— wo) 
于 是 已 调制 的 各 频率 分 量 是 
天 (Daltee ro 者- 而 (om 一下 (人 Jam- 丙 r9C -两 可 1 
上 述 表 达 式 可 以 做 如 下 理解 ;因为 在 <=0 处 , 它 为 F(D)et 2 ,而 在 = 天 0 处 为 上 式 。 
所 以 上 式 实际 上 表示 在 z 点 的 已 调制 波 。 在 x 点 载波 经 历 的 相 移 为 gf" %”, 所 以 解 调 出 来 
的 波 包 的 频谱 应 该 为 F(Q)e”"%?。 于 是 输出 波 包 的 时 域 波形 @(1) 应 为 


oD)= 吉 | FO) mdn = fl ~ Box) (7.8.2) 
上 式 表明 ,在 8(w) 取 一 阶 近似 的 前 提 下 , 载 有 波 包 的 电磁 波 ,经 过 一 段 距离 的 传播 以 后 , 波 包 
的 形状 保持 不 变 , 但 在 时 间 上 延迟 了 Bz。 这 样 ,我 们 可 以 波 包 上 任意 一 点 的 传播 速度 作为 波 


包 的 速度 即 群 速度 。 
从 (7.8.2) 式 我 们 可 以 知道 波 包 的 移动 速度 , 即 令 


了 一 Bo0z 一 < 


< 为 常数 ,对 时 间 求 导 可 得 波 包 的 速度 


= 此 -dg 
ve (7.8.3) 


利用 (7.8.1) 式 得 到 
= 矣 - 茄 (900-%18 暑 = + 二 
由 此 可 得 


vp -a (7.8.4) 
vy dw 

可 见 , 当 相 速 不 随 频率 变 尼 时 , 群 速 等 于 相 速 。 而 一 般 情况 下 , 群 速 并 不 等 于 相 速 。 

从 以 上 的 分 析 还 可 以 看 出 ,车 的 天 0, 而 的 以 上 的 高 阶 项 此 为 零 , 则 波 包 的 形状 不 会 变 
化 ,这 意味 着 并 没有 色散 发 生 ,所 以 以 相 速度 " 是 否 与 a 有关 来 决定 介质 是 否 是 色散 介质 。 
以 群 速度 v 是否 与 w 有 关 , 即 6 是 否 为 零 ,来 划分 色散 介质 是 有 所 区 别 的 ,8 天 0 时 的 色散 
称 为 群 速度 色散 。( 相 速度 色散 使 不 同 频率 波 的 折射 角 不 同 )。 但 一 般 介 质 的 Po 和 Po 都 不 
为 零 , 所 以 二 者 也 就 不 加 以 区 分 了 。 

当 所 0 时 , 波 包 在 传播 过 程 中 ,不 仅 有 时 间 的 延迟 ,也 有 形状 的 变化 。 对 于 形状 变化 的 
波 包 , 它 的 群 速度 的 含义 将 有 所 不 同 。 这 里 就 不 进一步 展开 了 。 

最 后 , 波 包 的 传播 速度 -一 群 速度 是 否 就 一 定 代表 了 电 微 波 的 传播 速度 了 呢 ? 我 们 还 不 
能 下 这 样 的 结论 。 因 为 除了 群 速 度 之 外 ,还 有 一 个 重要 的 速度 概念 , 即 电磁 波 能 量 的 传播 速 
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度 ,简称 为 能 速 。 能 速 可 能 等 于 群 速 ,也 可 能 不 等 于 群 速 。 电 磁 波 本 质 上 是 电磁 能 的 传播 ,所 
以 能 速 也 是 一 个 十 分 重要 的 参数 。 

所 以 多 数 文献 认为 ,电磁 波 的 传播 应 该 用 三 个 速度 指标 来 描述 : 相 速 , 群 速 和 能 速 。 

习 题 7 

7.1 海水 的 c=4 Sm,s.=81, 求 频率 为 100 kHz,100 MHz .100 GHz 的 电 哮 波 在 海中 的 
波长 .衰减 常数 和 波 阻 抗 。 

7.2 求证 在 无 界 完 纯 介质 内 向 任意 方向 n(n 为 单位 矢量 ) 传 播 的 平面 波 可 写成 

E= Eo'e "~ 

7,3” 斌 证 明 ; 任 何 椭圆 极 化 波 均 可 分 解 为 两 个 方向 相反 旋转 的 贺 极 化 波 。 

7.4 一 圆 极 化 波 垂直 投射 于 一 介质 板 上 ,人 射电 场 为 百 = 吾 (as+jay)e 六 , 求 反射 波 于 
传输 波 的 电场 , 求 它们 的 极 化 如 何 ? 

7.5 均匀 平面 波 的 电场 振幅 为 Eu = 100 V/m, 从 空气 垂直 入 射 到 无 损耗 的 介质 平面 上 
{介质 的 waspreo ,es =4eo ,oz =0), 求 反射 波 和 传输 波 中 电场 的 振幅 。 

7.6 最 简单 的 天 线 埋 是 单 层 介质 板 。 如 已 知 介质 板 的 =2.8so , 问 介质 板 的 厚度 应 为 
车 于, 方 可 使 3 GHz 电磁 波 在 垂直 人 射 于 板 面 时 没有 反射 。 当 频率 为 3.1 GHz 及 2.9 GHz 时 , 反 
射 增 大 多 少 ? 

7.7 均匀 平面 波 从 自由 空间 垂直 入 射 到 介质 平面 时 。 在 自由 空间 形成 驻 波 。 设 驻 波 比 
为 3, 介质 表 面 为 电场 驻 波 最 小 点 , 且 波 在 介质 中 的 波长 为 自由 空间 波长 的 176, 求 介质 的 相对 
磁 导 率 和 相对 介 电 常数 。 

7.8 空气 中 均匀 平面 波 的 频率 为 1 GHz, 电 场 强度 的 峰值 为 1 VMn ,垂直 人 射 于 一 块 大 钢 
片上 , 求 铜 片上 每 平方 米 折 吸收 的 平均 功率 。 

7.9 均匀 平面 波 从 本 质 阻抗 为 7 的 介质 垂直 人 射 到 电导 率 为 z 的 导体 上 ,假定 ?六 Rs ， 
求 电磁 波 能 量 传人 导体 的 百分数 。 

7.10 平面 波 由 空气 以 人 射 角 6 射 向 介质 表面 ,介质 的 参数 为 po,e ,及 a=0。 试 求 对 应 
于 入 射 波 中 截面 为 a x 5 的 矩形 波束 的 透射 波束 的 截面 尺寸 。 

7.11 一 均匀 平面 波 由 空气 垂直 人 射 到 一 良 导 体 的 表面 ,计算 反射 波 电 场 强度 复 振幅 的 
虚 部 与 实 部 之 比 。 

7.12 一 均匀 平面 波 自 波 阻 抗 为 y 的 介质 垂直 人 射 到 电导 率 为 ,re = 1 的 良 导 体 的 表 
面 ,证 明 避 入 导体 内 部 的 功率 流 密度 与 人 射 波 功率 流 密度 之 比 近 似 等 于 4Rs /7。 

7.13 一 电场 振幅 为 1V/m, 频 率 为 10 MHz 的 均匀 平面 波 自 空气 垂直 入 射 到 银 板 的 表 
面 。 银 的 <=6.1x10"” Sm,ms=e:= 1。 设 界面 上 的 磁场 强度 振幅 Ho =0.5 Am, 求 : 

外 银 表面 处 的 电场 强度 振幅 ; 

加 银 板 没 单位 面积 吸收 的 平均 功率 。 

提示 :注意 界面 上 磁场 强度 已 知 。 

7.14 ”空气 中 一 均匀 平 面 波 冬 直 入 射 到 一 理想 导体 平面 上 ,证 明 任 一 点 合成 波 的 电场 能 
流 密 度 与 磁场 能 流 密度 之 和 的 时 间 平均 值 等 于 一 个 常数 。 

7.15 ”空气 中 一 均匀 平面 波 斜 人 射 到 一 电介质 表面 ,电介质 的 e: 3,y. =1。 入 射 角 为 
60", 面 人 射 波 的 电场 强度 振幅 为 1 V /rm。 试 分 别 计 算 垂直 极 化 和 平行 极 化 两 种 情形 下 反射 波 
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和 折射 波 电 场 强度 振幅 。 

7.16 一 均匀 平面 波 自 介质 1 入 射 到 介质 2。 假 设 两 种 介质 的 折射 率 相差 甚 微 , 面 且 可 
以 表达 成 n/n, =1+6, 其 中 ,n= Ven ,nz = vsa,s<St。 证 明 此 时 无 论 是 垂直 于 人 射 面 或 
平行 于 入 射 面 极 化 的 波 , 在 8<45' 的 条 件 下 ,反射 系数 都 可 以 写成 
1+8-VT-26tamg 
1+0+V1I-26tanm 0; 

7.17 一 平行 极 化 的 均匀 平面 波 入 射 到 两 种 介质 的 分 界面 上 , 试 证 明 入 射 角 自 <9, 变 
化 到 8:>>6, 时 ,反射 系数 改变 符号 。 

7,18 若 光 纤 的 折射 率 xn = 1.55, 光 线束 自 空 气 向 其 端面 入 射 ,并 要 能 基 沿 光纤 传输 , 试 
计算 入 射 光线 与 光纤 轴线 间 的 最 大 角度 , 若 : 

站 光纤 外 面 是 空气 而 无 包 层 ; 

@ 光 纤 外 有 包 层 ,其 折射 率 为 1.53。 

7.19 在 空气 中 一 均匀 平面 波 以 人 射 角 9.=45" 入 射 到 一 介 电 常数 e, = 2.59 的 有 机 玻璃 
板 上 , 板 厚 为 4 人 2,4 是 有 机 琉璃 的 波长 。 求 : 

名 波 从 介质 板 各 入 空气 的 折射 角 ; 

加 反射 系数 和 反射 功率 。 
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第 8 章 导 行 波 


电磁 波 以 至 光波 可 以 在 无 界 空间 传播 ,也 可 以 在 有 蛋 的 空间 传播 。 第 7 章 介绍 了 在 白 由 
空间 传播 的 平面波 ,本 章 将 介绍 束缚 在 波导 内 或 导 波 装 置 附近 的 导 行 波 。 
在 第 6 章 我 们 已 接触 过 导 波 装置 。 例 如 例 6.11 中 ,电磁 波 和 能 流 在 两 张 无 限 大 导体 平行 


板 之 间 沿 着 一 个 方向 传播 ， 


例 6.10 中 则 是 在 同 轴线 的 内 外 导体 之 间 传播 。 它 们 都 是 波导 。 


导 波 装置 的 种 类 很 多 。 除 了 金属 平板 波导 、 双 线 传输 线 . 同 轴线 ,波导 管 ,还 有 介质 波导 以 
至 当今 广泛 应 用 的 光 导 纤维 ; 数 设 了 金属 管道 的 矿井 埠 道 也 可 以 看 作 导 波 装 置 ; 数 设 在 电路 板 
上 的 高 频 布 线 ,有 时 也 要 按 波导 的 理论 来 分 析 ; 等 等 。 它 们 在 工业 及 通信 中 均 有 重要 的 应 用 。 
本 章 的 主旨 是 应 用 第 6 章 的 知识 特别 是 求解 齐 次 标 其 波动 方程 得 到 的 通 解 以 及 第 7 章平 


面 波 的 知识 来 分 析 导 行 波 ， 


建立 起 不 同类 型 导 波 装 置 中 各 种 导 行 波 的 概念 ,介绍 其 主要 的 物理 


现象 和 基本 的 分 析 思 路 。 更 复杂 的 问题 将 留待 后 续 课程 解决 。 本 章 内 容 的 分 类 也 主要 是 依照 
波导 中 的 现象 和 分 析 方 法 的 不 同 。 

本 章 将 讨论 导 波 装 置 中 最 简单 的 情形 :假定 这 些 导 波 装 置 都 是 直 的 ,无论 折 、 无 分 支 晶 连 
续 ; 它 们 的 横向 构造 和 尺寸 不 随 纵向 变化 ; 导 波 装置 中 的 介质 在 横 截面 上 是 分 区 域 均匀 的 。 在 
这 种 最 简单 的 情形 中 ,电磁 波 传播 的 基本 运动 形态 是 “模式 "一 一 种 沿 模 截 面 有 确定 的 分 布 形 
式 而 沿 纵向 只 有 相位 变化 和 可 能 的 幅度 衰减 的 电磁 波 ; 并 且 , 对 于 确定 的 频率 有 确定 的 传播 速 


度 ( 相 速度 和 群 速度 ) ,不 同 


的 模式 有 不 同 的 速度 。 


在 上 述 导 波 装置 上 传播 的 导 行 波 , 根 据 电磁 场 是 再 含 有 纵向 分 量 即 沿 波 传播 方向 的 分 量 ， 


可 分 为 三 种 模式 或 波 型 : 


1.TEM 模 ( 横 电 磁 波 ) 一 一 正和 玖 都 在 横 平面 内 , 均 无 纵向 分 量 ; 
2. TM 模 ( 模 磁 波 .EE 波 ) 一 一 H 完全 在 横 平面 内 ,在 纵向 只 有 EE 的 分 量 ; 
TE 模 ( 横 电波 .了 H 波 ) 一 一 E 完全 在 横 平面 内 ,在 纵向 只 有 五 的 分 量 ; 
3.HE 或 EH 模 ( 混 合 模式 ) 一 一 E 和 FH 的 纵向 分 量 都 不 为 零 的 模式 。 
在 这 里 ,模式 的 概念 和 波 的 概念 可 以 混用 。 而 对 于 更 复杂 的 导 波 装置 ,二 者 还 是 有 区 草 
的 。 一 般 的 导 行 波 可 能 不 一 定 具 有 确定 的 横向 分 布 形式 .确定 的 传播 参数 等 特征 。 
本 章 所 介绍 的 各 种 波导 中 的 上 述 导 行 波 仍然 是 平面 波 , 但 一 般 者 是非 均 匀 的 平面 波 。 


8.1 可 传送 TEM 模 的 导 波 装置 
在 例 6.10 中 我 们 曾 看 到 , 同 轴线 内 、 外 导体 之 间 的 电磁 波 沿 着 轴 向 即 纵 疝 传播 ,电场 和 磁 


场 都 没有 纵向 分 量 , 且 在 横 平面 上 的 分 布 与 静态 场 相 同 。 同 轴线 就 是 能 传送 TEM 模 的 导 波 
装置 之 一 。 本 节 我 们 将 首先 从 理论 上 证 明 对 于 多 根 (两 根 以 上 ) 柱 状 导体 构成 的 波导 ,TEM 模 


沿 纵向 呈 行 波状 态 而 在 横向 与 静态 场 的 分 布 相同 等 特征 。 


对 导 行 波 的 性 质 进行 分 析 或 证 明 主 要 是 基于 第 6 章 求解 的 齐 次 标量 波动 方程 ,并 利用 纵 


向 分 量 法 。 
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根据 6.9 节 的 介绍 , 齐 次 标量 波动 方程 (6.9.5) 及 其 解 式 (6.9.8) 的 标量 函数 到: = 
Fi(AzJFs(R 7)Fs(&.z) 可 以 理解 为 场 量 的 各 个 直角 分 量 。 因 为 波导 是 直 的 ,故而 无 沦 何 种 
传播 模式 都 在 沿 着 波导 的 纵向 (以 下 均 假设 为 轴 ) 传 播 , 即 在 > 方向 为 行 波 。 这 样 .根据 
(6.9.9) ,无 论 哪 个 直角 分 量 代 人 方程 (6.9.5) ,都 应 把 它 的 分 离 常数 上. 选择 为 实数 而 非 虚数 。 
应 该 指出 ,这 一 选择 还 需 假设 导 行 波 所 在 空间 的 介质 是 完 纯 的 ,于 是 此 时 的 传播 系数 为 Y= 

7 B= 认 ; ,为 实数 。 否 则 ,= YA 会 是 复数 。 
当 ,为 实数 ,对 解 式 也 = F(z) Fz (ky)F(k.z) 中 的 西数 FF 的 合理 选择 或 假设 应 


Fy(h.e)=e Kr (8.1.1) 
把 解 式 到 中 的 其 余部 分 F(x) Fi( 有 3 ) 合 并 为 下 ,就 有 


同 理 , 有 
(8.1.2) 


至、 下, 称 为 纵向 分 量 ,其 余 为 横向 分 量 。 求 解 中 并 不 需要 对 每 个 分 量 重复 同样 的 步骤 , 而 是 
由 玫 克 斯 韦 旋 度 方程 (6.5.14).(6.5.15) 习 出 以 纵向 分 量 来 表示 的 横向 分 量 。 这 样 ,只 要 解 出 
了 纵向 分 量 ,横向 分 量 就 会 迎刃而解 。 这 就 是 纵向 分 量 法 的 基本 思想 ,是 求 出 波导 中 各 场 量 的 
表达 式 的 最 常用 而 简便 的 方法 。 后 而 金属 波导 管 和 光纤 中 的 场 分 布 也 都 是 用 纵向 分 基 法 解 出 
来 的 。 下 面 我 们 来 导出 以 纵向 分 量 表示 的 横向 分 量 。 

把 式 (8.1.2) 代 入 式 (6.5.14) .(6.5.15), 可 得 


EE 站 
可 一 hE ye = ~ jwpo Hom 


Es 
一 这 本 - 3 = jwpoH,y 
(8.1.3) 


9 
到 2 + eH ys = jp FE sm 


GH ; 
-jh Hn -TF jueoB, 


(8.1.3) 式 是 关于 横向 分 量 的 四 元 一 次 方程 组 ,从 中 可 解 出 横向 分 量 与 纵向 分 量 的 关系 式 : 


-jr, 9Ee 2H 
Eph St on | (8.1.4) 
ji, Em ?Hs 
Em Be dy oo Iz ] (8.1.5) 
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aE.。 ，3H 
a ] (8.1.6) 
OE , OHe 
tk | (8.1.7) 


由 (8.1.1) 式 ,电场 矢量 户 = Ec (= .E+ E+ qa.Emw, 下 文中 将 一 律 省 略 复数 符 
号 “…”) 显 然 满 足 


DE -p=0 (8.1.8a) 
把 上 式 代 人 康 姆 置 兹 方程 (6.7.5) ,得 
TE DE (ER-A)E-0 (8.1.8b) 
Dr 9y 
假设 E, = /t=0( 事 实 上 ,由 于 失明 位 4 平行 于 = 轴 , 故 了 H 必 在 横向 ) 并 令 
BB a 
Vi + ay 
kr kk kL +h {8.1.9) 
再 以 Er 表示 横向 电场 , 则 方程 (8,1.8b) 可 改写 为 
ViE1tkiE.=0 (8.1.10) 
从 (8.1.4) 一 (8.1.7) 式 可 看 出 ,在 纵向 分 量 为 零 的 假设 下 ,横向 分 量 的 存在 条 件 是 
ki=k —k:=0 (8,1.11) 
ke = k= wpe 
于 是 
= 鱼 =_L. 
v 到 -7 


可 见 ,无 论 TEM 波导 横 截面 的 几何 形状 如 何 ,频率 是 多 少 ,TEM 波 的 传播 速度 都 相同 ,都 等 
于 无 限 大 完 纯 介质 中 平面 波 的 传播 速度 。 人 们 称 电 磁 波 速度 与 频率 有 关 的 现象 为 色散 现象 ， 
因 面 TEM 传输 线 是 非 色 散 的 导 波 装置 。 

又 由 于 如 =0, 方 程 (8.1.10) 变 为 


Vi Er=0 
局 理 ViH=0 
上 式 表明 横向 场 量 满足 的 是 二 维 拉 普 拉 斯 方程 。 又 由 于 边界 条 件 (6.4.5) 一 (6.4.8) 也 和 静态 
场 中 相同 ,按照 唯一 性 定理 ,TEM 波 在 任 一 横 截面 上 的 分 布 与 静态 的 平行 平面 场 相同 。 

不 难看 出 ,上述 推 导 和 结论 与 柱状 多 导体 系统 的 模 截 面 形状 无 关 ,这 表明 几 能 建立 起 静态 
场 的 柱状 多 导体 系统 都 能 传 TEM 波 , 而 一 根 空心 导体 管 或 介质 棒 或 是 光 导 纤维 ,一 般 情况 下 
都 不 可 能 传输 TEM 模 。 这 是 因为 静态 场 的 建立 需要 有 维持 恒定 场 的 源 一 恒定 的 ! 或 恒定 的 
电荷 分 布 p, 故 至 少 需要 两 根 以 上 柱状 导体 以 构成 电流 回路 。 一 根 空 腔 导体 管 上 显然 不 可 能 
存在 恒定 ,其 内 壁 也 不 可 能 存在 恒定 的 p 分 布 。 但 是 ,最 新 的 研究 表明 ,并 非 仅 有 多 根 柱状 
导体 才能 承载 TEM 波 ,年 形 波导 内 适当 加 装 介 质 片 或 铁 氧 体 片 时 ,也 能 产生 TEM 场 。 当 然 ， 
TEM 模 主要 还 是 千 前 者 来 传输， 

甩 . = E. =0 只 是 一 种 假设 或 选择 ,并 非 唯一 的 可 能 。 当 频率 提高 到 - . 定 的 程度 ,TE.TM 
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模 也 会 和 TEM 模 同 时 传播 (例如 例 6.11 的 无 限 大 平行 板 之 间 朝 = 方向 传播 的 就 是 TE 模 )。 
这 是 应 该 避免 的 ,例如 则 轴线 都 是 工作 于 TE、TM 模 的 截止 频率 以 下 的 较 低频 段 (但 近年 来 、 
由 于 设备 的 小 型 化 ,工作 频率 的 上 限 设 置 到 了 30 GHz 以 上 )。 事 实 上 ,也 根本 不 存在 仅 能 传输 
TEM 模 的 导 波 装置 。 图 8-1 是 几 种 常用 的 TEM 导 波 装置 。 

这 些 构 造 也 是 逐步 发 展演 变 而 来 的 。 例 如 ,对 称 带 状 线 (三 板 线 ) 就 是 由 同 轴线 如 图 8-2 
演变 而 来 的 。 

频率 在 几 百 兆赫 以 上 时 就 可 采用 带 状 线 , 其 工作 频带 较 宽 ,容易 实现 小 型 化 ;而 微 带 线 则 
在 微波 集成 电路 中 广泛 应 用 。 


图 8-1 TEM 传输 线 
(a) 平 行 板 传输 线 ;{b) 双 线 传输 线 ;{c) 同 轴线 ;(d) 微 带 线 ;(e) 开 梢 线 ;(f) 共 面 传输 线 ; 
(8g) 对 称 带 状 线 (三 板 线 );(h)Brenner 线 (其 泽 基 片 传输 线 ) ; (i) 带 状 线 (介质 支撑 基 片 );(j) 盒 状 线 。 


ALAAN > 7 
ey = 


图 8-2 同 轴线 到 对 称 带 状 线 的 演变 

在 一 定 条 件 下 ,TEM 传输 线 可 作 测试 设备 用 ,在 电磁 计量 ,电磁 兼容 领域 获得 重要 应 用 。 
近 20 多 年 来 的 研究 显示 ,尽管 波导 管 和 介质 波导 ,光纤 都 不 传输 TEM 波 ,但 TEM 波 的 应 用 
之 广远 远 超过 人 们 的 想像 ,已 引起 广泛 重视 。20 世纪 40 年 代 发 明 的 角 锥 状 吸收 材料 无 回 波 
暗室 ( 即 电 波 暗 室 ) 不 能 指出 场 强 的 值 ,因而 20 世纪 60 一 80 年 代 末 又 发 明了 平行 板 模 电磁 室 
(又 称 平行 板 电 磁 脉 冲模 拟 器 ) . 模 电磁 传输 室 、 吉 赫 横 电磁 室 等 模 电磁 波 [ 测 试 ] 室 ,如 图 8-3 
(a) 所 示 。 横 电磁 室 的 应 用 主要 是 基于 同 TEM 波 相 联系 的 平 而 波 波 场 的 均匀 性 和 可 计算 性 。 
例如 双 平 行 导体 板 [ 图 8-1(a)] ,除开 边缘 效应 外 ,其 中 部 的 场 近似 为 均匀 平 而 波 。 又 由 于 
TEM 波 的 模 戴 而 与 静态 场 分 布 相同 , 中 部 的 场 强 与 静态 场 的 平行 板 电 容器 中 相同 ,E = U/d， 
而 边缘 处 的 分 布 可 采用 保 角 变换 等 静态 场 方法 来 计算 。 对 于 双 平 行 圆柱 导线 [图 8-1(b)]\ 短 
形 同 轴线 、 模 电磁 室 等 结构 形式 也 存在 场 强 均匀 的 区 域 。 

均匀 平面 波 也 是 一 种 TEM 波 。 由 第 ?7 章 的 介绍 ,对 于 均匀 平面 波 ,从 方程 V XE= 
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一 jwyoHH 可 导出 ; 
E=HHXqa 

a 为 单位 波 矢量 ,7 为 空气 中 均匀 平面 波 的 也 是 TEM 波 的 特性 阻抗 。 如 果 场 均匀 , 则 应 处 处 
用 w=376.620; 在 场 的 不 均匀 处 ,7 会 相应 地 偏离 此 值 , 表 明 此 处 必定 出 现 了 纵向 场 分 重 )。 
而 空间 各 点 的 特性 阻抗 分 布 是 可 以 分 析 计算 或 测量 的 。 在 模 电磁 室 中 ,使 用 TEM 波 对 被 测 
物 ( 如 广播 .电视 接收 机 传感器) 进行 照射 来 进行 RS( 辐 射 敏 感度 ) 测 试 , 如 图 8-3(b) 所 示 , 或 
者 产生 标准 场 强 以 校准 场 强 计 探头 ,或 用 于 电子 器 件 .设备 的 电磁 兼容 性 (EMC 测量. 瞬 态 声 
实验 高 频 辐射 ,电磁 生物 效应 的 研究 ,等 等 。 这 方面 的 详细 内 容 可 参阅 文献 [14]。 


[mm 
脉冲 发 生 

-一 
高 压 源 


a) 


8-3 
(a) 平 行 板 横 电磁 室 {PPTC) 的 -种 结构 形式 ;(b) 利 用 PPTC 测量 辐射 第 感度 的 一 种 电路 布置 。 


8.2 管状 金属 波导 


管状 的 波导 也 是 逐步 演化 而 来 的 。 随 着 频率 的 提高 ， 图 8-1 中 非 闭合 的 传输 线 会 有 能 量 
辐射 ， 而 闭合 的 间 轴 线 中 的 内 导体 表面 积 又 远 小 于 外 导体 壁 ， 因而 集 肤 效应 所 造成 的 内 导体 
的 表面 电阻 会 远大 于 外 导体 。 如 果 抽 走 内 导体 ， 不 仅 可 消除 内 导体 及 其 支承 介质 的 内 损耗 ， 
还 可 提高 击 穿 场 强 ， 提 高 频率 ， 而 且 外 壁 散 热 很 快 ， 这 些 都 大 大 提高 了 微波 的 极限 传输 功 
率 。 一 般 ， 大 功率 的 微波 传输 总 是 使 用 空 腔 的 管状 金属 波导 。 它 有 多 种 几何 结构 ， 如 图 8-4 


所 示 。 


了 
9 工 
(a) (b) 人 {qd) (0 


图 8-4 EM 传输 线 一 金属 波导 管 举例 
(a) 答 形 波导 ;(b) 加 波导 ;Cc) 堂 波导 ;(d) 椭 网 波导 ;《e) 鹿 形 波导 。 


图 8-4 中 的 EM 汽 指 TE 和 TM 波 。 
求解 导 行 波 的 场 分 布 是 6.9 节 介绍 的 齐 次 标量 波动 方程 的 分 离 变 量 解法 的 一 个 重要 应 
用 。 其 中 以 矩形 波导 最 为 简单 典型。 下面 我 们 将 以 图 8-4 中 的 和 矩形 波导 管 (也 称 方 波导 ) 为 
例 ,在 6.9 节 和 8.1 节 的 基础 上 ,继续 演示 纵向 分 量 法 。 
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同 TEM 横 纵向 分 量 为 零 的 简单 情况 相反 ,这 里 将 分 别 演示 在 E. 夫 0(TM 模 ) 和 正夫 0 
(TE 模 ) 情 况 下 的 后 续 求解 步 又 ,从 中 得 出 波导 管 中 的 基本 物理 现象 和 参数 。 
本 节 的 讨论 中 ,我 们 都 按照 实际 情况 假设 波导 管 中 的 介质 为 空气 。 


一 、 和 矩形 波导 中 的 工 M 模 ( 横 磁 波 工 波 ) 

由 于 TM 模 的 EE, 关 0, 应 假设 齐 次 标量 波动 方程 (6.9.5) 及 通 解 (6.9.8) 式 的 于 = 
Fi(kr)F(ky) Fk,z) 代 表 的 是 直角 分 量 E,。 由 (8.1.1) 式 知 请 (kz) 二 e ,下 面 我 们 
来 求 出 Es, = Fi(kuar) Fa (有 2y) 是 何 种 函数 形式 。 

把 EE.= Ene 入 * 代 入 方程 (6,9.5), 得 


FE, 9. 
+ 0 (8.2.1) 
由 分 离 常数 方程 妨 + 忆 + 外 = 让 , 当 
2 2 
如 = 如 + 如 = 如 一 械 = 插手 >0 (8.2.2) 


时 ,方程 (8.2.1) 中 的 如、& 可 以 同时 有 实数 解 。 按 照 (6.9.9), 当 & 、, 为 实数 时 在 x、y 方 
向 为 驻 波 。 这 是 因为 < 、y 方向 均 为 波导 壁 , 横 向 的 行 波 来 回 反射 . 迭 加 ( 即 干涉 ) 的 结果 必然 
形成 驻 波 , 故 电场 纵向 分 景 应 到 如 下 形式 : 


E= FF,F,= | 
存 z=0 的 平面 上 可 得 到 


sin 
cos 


kx | ky | ee 


cos 


| 由 
| 
=(Asin kx +A’'cos kr)(Bsin kyy + B’'cos kyy) 

其 中 的 待定 常数 可 由 理想 导体 表面 电场 的 切 向 边界 条 件 (E, =0) 来 确定 : 
Eslzx,y)| ,n=0 En(z,y)|,-s=0 
En(zy)|:-o=0 Enzsy) ye =0 
故 A’=B'=0 
横向 波 数 &. .&, 同 波导 尺寸 4、 (a、B 分 别 表示 矩形 波导 的 长 . 短 边 或 称 宽 、 窑 边 ) 的 关系 为 


p= (m=1,2,.) 
a 


如 = 可 (n=1,2,..) {8.2.3) 
故 Er = Fker) Fa (hy) = Cunsin Srsin Py = Eosin Ersin Py 
下 ,= F(R)F, (hy)F (hz) Eosin sin Tye {8.2.4) 


这 就 是 TM 模 的 电场 的 纵向 分 量 的 表达 式 。 其 中 Eo 由 激励 源 的 强度 决定 。 显 然 ,m 与 4 者 
不 能 为 零 ,否则 EE, -0, 且 使 所 有 的 横向 分 量 均 为 零 。 同 时 ,(8.2.4) 式 也 显示 出 wn 表示 沿 
长 , 短 边 方 向 电场 的 半 波 个 数 。 
把 所 =0 和 (8.2.4) 式 代 人 横向 .纵向 分 量 的 关系 式 (8.1.4) 一 (8.1.7) ,就 得 到 全 部 的 横 
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向 分 量 ; 

一 大寺 

一 Booos krsin ky 
Es= 了 sin kezeos kyy 


Hs, = I Esin kxcos kyy 


Hn =- eke Esoos kzsin hy 


其 中 心 = 


{8.2.5) 


(8.2.6) 


(8.2.7) 


(8.2.8) 


有 = 地。 以 上 各 式 表征 了 方 波 导 中 TM 模 的 场 结构 。 每 组 mn 、n 的 取 值 都 代 


表 着 一 种 不 同 的 模式 。 所 谓 模式 ,在 数学 上 就 是 6.9 节 中 所 指出 的 与 微分 方程 的 本 征 值 相对 
应 的 本 征 函 数 ;从 物理 上 说 就 是 电磁 波 ( 或 光波 ) 在 波导 中 反射 干涉 而 在 横向 截面 上 造成 的 一 
种 驻 波 分 布 ,电磁 场 的 一 种 场 型 。TM 波 的 m 与 二 可 到 为 任意 正 整数 , 故 方 波导 中 可 传 无 穷 


多 种 横 磁 模 TM,,, 。 其 中 TM 为 最 低 阶 的 模式 , 称 为 主 波 。 


波导 壁 上 的 感应 面 电流 J 的 分 布 ,把 (8.2.7)、(8.2.8) 式 代 人 磁场 的 切 向 边界 条 件 


《6.4.5) 式 即 可 得 到 。 


根据 (8.2.4) 一 (8.2.8) 以 及 ps .js 的 分 布 就 可 绘 出 各 种 横 磁 模 的 电力 线 , 磁 力 线 图 以 及 


波导 壁 上 的 面 电 流 分 布 图 。 图 8-5 是 几 种 低 阶 的 横 磁 模 的 场 结构 ， 


视图 ,2 为 纵 剖 面 视图 , 横 {( 纵 ) 向 剖 切 位 置 如 2(1) 中 的 箭 矢 所 指 。 


TM TMy 


区 要 


中 ! 为 波导 管 的 横 剖 面 


WA 
二 


图 8-5 TM 模式 场 结构 图 例 
一 -电力 线 ; 一 磁力 线 。 


二 ,矩形 波导 中 的 TE 模 ( 横 电波 ,可 波 ) 


TE 模 的 求解 步骤 与 TM 模 的 完全 相同 ,只 是 此 时 应 把 标量 波动 方程 (6.9.5) 理 解 为 关于 


HH 的 方程 : 
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把 它 的 通 解 于 ,= FOR) (ky) F(z) 理 解 为 有 H.。 由 (8.1.1) 式 知 Fi -e "…; 基 于 分 析 
TM 模 时 同样 的 理由 ,表示 横向 分 布 的 ,FF; 仍 应 为 驻 波 的 函数 形式 ,也 就 是 ,ks 应 为 实 


数 ,这 就 此 求 尼 = 局 二 让 = 尼 一 导 - 乞 一 所 >0, 在 此 条 件 下 就 会 有 
sin lls a 
H. = (i kz on hyy Ee 
={Asin kx+A’ cos kr)(Bsin ky + B'cos kyy)e 此 
利用 波导 壁 即 + =0,a 和 y=0,5 处 磁场 的 切 向 边界 条 件 ( 瑟 , =0) 的 四 个 方程 ,可 求 出 待定 党 


数 4= 日 -0 以 及 横向 波 数 也 即 方程 (6.9.5) 的 分 离 常数 为 


k= (m=0,1,2,) (8.2.9) 
a 
= 守 (n=0,1,2.) (8.2.10) 
故 H. -= Hocos 和 cos 下 (8.2.11) 


其 中 HH, 由 激励 源 的 强 聊 决定 。 
把 EE.=0 和 (8.2.11) 式 代 人 (8.1.3) 式 ,立即 得 到 所 有 的 横向 分 攻 ; 


i 友 
Em = Hocos hrsin kyy (8.2.12) 
Em= et Hosin krcos ky (8.2.13) 
H,, = Hosin hazeos ky (8.2.14) 
jh, - 
Hn = TE Hocos kozsin ksy (8.2.15) 


以 上 各 式 表征 了 横 电 模 的 场 结构 。 容 易 看 出 , m 和 不 能 同时 为 零 , 歼 横 电 模 的 最 低 阶 波 即 
主 波 为 TEw 或 TEi。。 

从 (8.2.12) ~{8.2.15) 式 易 知 ,波导 内 壁 上 电场 的 切 向 边界 条 件 E, =0 是 满足 的 。 同 
样 ,根据 电场 的 法 向 边界 条 件 (6.4.8) 式 可 得 出 波导 内 壁 上 面 电荷 的 分 布 ;根据 磁场 的 切 向 边 
界 条 件 (6.4.5) 式 可 得 出 波导 内 壁 上 面 电流 的 分 布 。 下 面 是 按 m=1,n =0 算 出 的 TE, 模 的 
面 电流 分 布 (参见 图 8-8) ; 
左 侧面 横向 电流 Jsn 
右 侧面 横向 电流 。 Jsa1， 


底面 电流 Jssl.-o= [mx (asHen + axHin) J,-0= ayHocos 一 asHosin 瑟 


= (0 Xe ) 0= aHml|seo= -ayHo 
=(-a XaHn),.,= aH -= ~ a,Ho (8.2.16) 


顶 面 电流 Jsn|y-s= [一 0yX (asHsm + QHin) ] ,= 一 一 aeHocos 2 十 aaHosin 2 


其 中 一 过 生 H,。 然 后 ,根据 (8.2.11) ~(8.2.15) 就 可 下 出 TEw 波 的 场 图 (图 8-6) ;用 8-7 


为 TEs 与 TMy 模 的 结构 对 比 图 :图 8-8 为 根据 (8.2.16) 式 画 出 的 传输 TE, 模 时 波导 内 璧 上 
的 面 电流 分 布 。 
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{d) 
ee 王 
图 8-6 TEm 模 式 (He 波 ) 场 结构 图 例 


(a)TE 模 ;(b)TE 模 ;{e)TEu 模 :Cd)TF2t 模 。 
一 一 电力 线 ;磁力 线 - 


y 


PE mm 


WI 
{PS 
SMF ; 


图 8-7 TEm 模 和 TMw。 模 
一 一 电力 线 ;--- 磁 力 线 。 
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图 8-8 传输 TEwo 模 时 波导 内 壁面 电流 分 布 图 


三 、 矩 形 波导 的 截止 频率 和 传输 特性 


矩形 波导 中 TE .TM 模 的 横向 “ 波 数 "者 是 k= 生 *,&,= 4 , 故 根据 (8.2.2? 和 (6.9.9)， 
这 两 种 模 的 纵向 波 数 ( 相 移 常数 ) 及 其 相应 的 含义 为 
,a 2 12 rnrpta mn fe 
RE 
四 (如 >0 或 如 > 刀 ) ”表示 行 波 


= 0 (gk:=0 或 k=?) {8.2.17) 
虚数 (&:<0 或 刀 <?) 表示 衰减 场 

其 中 k=V TR (至 ) +( 琴 ) (8,2.18) 
由 (6.9.9) 知 & 为 虚数 ja 时 ,e 入 二 e-“ 表 示 豪 碱 场 ,不 能 沿 = 方向 传播 。 因 此 , 随 着 w 的 降 
低 ,使 8,=0 即 刀 == 肥 的 频率 /是 一 个 界线 ,频率 低 于 /. 的 或 说 波长 大 于 4。=c/f, 的 模式 
TM 或 TEw 将 不 能 在 矩形 波导 中 传播 。 这 是 波导 特有 的 现象 。 由 于 只 有 频率 高 于 /. 的 模 
式 才 是 传输 模式 , 故 波导 相当 于 一 个 高 通 滤波 器 。 根 据 (8.2.17) 以 及 ?=&? 可 算出 


w= ck.=c (于 ) + (至 ) (8.2.19) 
截止 频率 £.=Se=E (到 + 和 -二 (8.2.20) 
截止 波长 14. 2 = 2 (8.2.21) 


大- 3 地 
全 ( 吧 VE 全 

(8.2.20) 式 的 末 一 个 等 号 是 考虑 了 不 限于 空气 的 任意 完 纯 介 质 ( jx ,6) 的 情形 。 

对 于 TEM 模 的 特例 ,由 于 必须 有 如 = k=0( 参 (8.,1.11) 式 ) , 故 截止 频率 f. =0, 也 就 是 
对 TEM 模 的 传输 没有 频率 限制 ,如 同 自由 空间 的 行 波 一 样 。 既 然 TEM 传输 线 上 连 静 态 场 都 
能 存在 ,这 一 结论 也 是 自然 的 。 

(8.2.20) 式 表明 ,截止 频率 是 波导 尺寸 a、6 以 及 波 型 参数 wn 的 函数 。 对 于 给 定 尺寸 
的 波导 管 , 越 是 高 阶 的 模式 截止 频率 越 高 。 
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例 8.1 矩形 波导 宽 边 a -- 5 cm, 窗 边 e<5 cm, 工 作 频 率 为 = 10"Hz, 问 该 波 导 能 传输 
几 种 波 型 ? 
解 对 TE,。 模 有 ，”=0, 故 根据 (8.2.21) 式 得 
-22 -0.1 
» 8 
f= 在 = 这 直 =3mx10” (Hz) 


对 TEw 模 ,m=1,f.=3x10 Hz 
对 TEw 模 ,m ~ 2,f.=6Xx10? Hz 
对 TEw 模 ,m=3,f.=9X10? Hz 
对 TEw 模 ,m=4,f.=12Xx10” Hz 
因为 > f. 才能 传播 , 故 无 论 窜 边 尺寸 如 何 ,该 波导 能 传输 的 至 少 有 TEio .TEw .TEw 三 种 模 
式 。 
由 (8.2.20) 式 还 可 看 出 :对 于 给 定 的 截止 频率 ,可 能 不 只 有 一 组 m 、n 值 的 解 。 换 言 之 ， 
两 种 模式 可 能 具有 相同 的 截止 频率 ,内 而 它们 出 现 的 可 能 性 也 相同 。 这 种 现象 称 为 简 并 。 并 
且 , 当 TE, 和 TM,, 模 的 wm、n 值 分 别 相等 时 截止 频率 也 相等 ,也 是 简 并 模式 。 
现在 考虑 一 个 5/a = 172 的 矩形 波导 。 按 (8.2.21) 式 可 算出 主 波 TEio 模 及 相 邻 的 低 阶 模 


的 截止 波长 为 四 
Te: 4 -1 (去) -2 
TE :| 1 ry 上 PR (8.2.22) 
TEn:) kN (去) -IN 估 ) =a 

TEw 和 TEw 即 为 简 并 模式 。 


利用 截止 波长 的 不 同 , 我 们 可 以 合理 设计 波导 的 尺寸 ,使 实现 单 模 传输 ,因为 多 模 工作 会 
使 模式 的 激发 和 能 量 的 提取 发 生 困难 。 根 据 上 述 计算 ,为 了 传输 TEwo 模 而 又 排除 相 邻 的 TE,。 
和 TEw 模 ,波导 的 宽 边 尺寸 应 满足 

0.54<a<A 

一 般 采 用 <=0.74(》 为 自由 空间 中 的 波长 )。 由 此 也 可 见 波 导管 的 尺寸 是 同 工 作 波长 相 比 拟 
的 。(8,2.22) 式 还 表明 ,矩形 波导 管 只 能 工作 在 半 波 长 短 于 宽 边 的 频率 上 。 而 当 4 人 名 =a 时 ， 
一 切 波 型 都 会 截止 。 关 于 这 一 现象 ,可 以 借助 传输 线 理论 来 作 一 简单 的 物理 解释 。 

如 果 在 双 平行 传输 线 上 并 联 一 些 /4 的 短路 线 ,不 会 影响 传输 线 的 工作 (因为 4 短路 
线 的 输入 阻抗 Z, = co ) ,而 许 许多 多 个 这 样 的 短路 线 就 拼 成 了 矩形 波导 ,其 宽 边 为 /2( 如 图 
8-9 所 示 )。 显 然 ,短路 线 不 能 短 于 入 ,也 就 是 矩形 波导 宽 边 a 不 能 小 于 2。 

利用 平面 波 在 完 纯 息 体 平 面 斜 人 射 的 知识 也 可 以 帮助 理解 矩形 波导 a > 且 a= 
mi 了 = 以 , 尼 等 现象 。 以 图 8-10 中 的 垂直 极 化 波 为 例 ,由 7.7 节 知 , 若 人 射 波 和 反射 波 
分 别 为 


pr or 4 SR HT 
E"=Ele* "=Ee™ 


Ee r= Ee m0 
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则 它们 相互 干涉 而 成 的 合成 波 为 I 王 模 。 我 们 也 可 以 换 一 种 看 法 ,把 E' 和 EE 看 成 是 无 界 空 
间 中 的 两 列 分 别 沿 上” 方向 传播 的 均匀 平面 波 。 对 于 合成 波 而 言 , 它 们 也 称 为 部 分 波 。 


图 8-9 由 双 平行 传输 线 图 8-10 两 列 部 分 波 一 平面 人 射流 和 反射 波 的 选 加 
过 渡 到 拓 形 波 畦 管 一 一 人 射流 等 相位 面 ;--- 反 射 波 等 相位 面 。 
按照 (7.7.40) 式 ,它们 合成 的 起 TE 模 , 其 电场 强度 为 
五 ,= 五 +E =2jE.sin kreos Oe me 


在 了 = = 二 吉 学 (8.2.23) 


的 平面 .k E,=0。 显 然 , 如 果 在 + =0 和 z= a=4,4 的 平面 上 各 放置 一 块 无 限 大 完 纯 导 体 薄 
板 , 如 图 8-10 所 示 ,电场 切 向 分 量 为 零 的 边界 条 件 会 自动 满足 ,因此 将 不 会 影响 周转 的 电场 分 
布 。 导 体 板 的 存在 使 电磁 波 限制 在 板 问 的 区 域 传播 。 这 就 是 例 6.11 中 平板 波导 的 原理 。 由 
于 电场 在 y 方向 无 变化 ,传播 的 显然 是 TE,。o 型 小 。 又 由 于 电场 只 有 > 分 量 , 故 不 妨 在 y=0， 
y= 的 平面 加 装 一 张 导体 薄 板 , 这 就 形成 了 一 个 矩形 波导 管 ,而 且 在 y=0,y=6 处 电场 和 磁 
场 的 边界 条 件 都 自动 满足 ,不 会 影响 原来 的 TE。 型 场 分 布 。 

从 (8.2.23) 式 和 图 8-10 容易 看 出 ,矩形 波导 的 宽 边 a 必须 是 z 方向 的 半 波 长 ,人 2 的 整 
数 倍 (同样 道理 , 若 部 分 波 换 成 两 列 平行 极 化 波 ,在 上 述 平板 波导 中 传播 的 将 是 TM 模 , 且 秦 
边 5 必须 是 沿 y 方向 的 半 波 长 ny72 的 整数 倍 )。 并 且 , 由 于 


cos 9- 了 和男 = 让 <1 (8.2.24) 


波导 中 的 传输 型 波 的 半 波 长 不 可 能 大 于 宽 边 尺寸 ,也 就 是 存在 着 频率 的 下 限 。 这 是 因为 当 达 


到 临界 状态 入 = a = 学时 有 0=0, 此 时 等 相位 面 将 平行 于 =a 的 波导 壁 ,因而 波 只 能 秋 直 于 


两 壁 来 回 反射, 不 能 前 行 。 
截止 频率 的 存在 也 是 波导 管 不 宜 用 在 厘米 该 以 低 的 波段 的 原因 。 例 如 ,对 于 工作 谈 长 
4=1m(f=300 MHz) 的 TEo 模 ,其 波导 宽 边 至 少 应 为 42= 0.5 m 才 能 使 了 > 了 ,这 就 造成 体 
积 过 大 ,材料 浪费 , 放 波 导管 至 少 者 工作 在 800 MHz 以 上 的 频段 。 
以 上 讨论 了 截 上 上 频率. 截 下 波长 ,下 面 介绍 波导 管 中 的 其 他 传输 参数 。 
由 8-10 图 还 可 看 出 , 沿 波导 的 轴 向 的 波长 . 相 束 和 能 速 分 别 为 ， 
波导 波长 X= 本 ”5 F yy >X (4 为 自由 空间 的 波长 ) 。 (8.2.25) 
~Y < 
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沿 波导 轴 向 的 相 速 vi A > (8.2.26) 
Y 1 出 
波导 中 能 量 传播 的 速度 ve = Af = csin gc 1-(£) <。 (8.2.27) 
由 上 两 式 知 vam = 已 〔 因 为 和 .he= 和) (8.2.28) 
与 (7.2.10a) 式 相同 。 此 外 ,由 轴 向 的 波 数 
B=k = /EE (<) (全 =Vee- 人 人) (8.2.29) 
可 求 出 群 速 
y= 坚 = 人 )- of (人 = (8.2.30) 
这 表明 波导 中 的 能 速 等 于 群 速 即 有 限 的 窄带 信号 或 波 包 ( 包 络 ) 的 传播 速度 。 
从 (8.2.26) 和 (8.2.30) 可 看 出 ,无 论 相 速 v。. 或 群 速 uw 都 与 频率 有 关 , 因 而 波导 管 是 典型 
的 色散 导 波 装置 。 
从 (8.2.29) 式 出 发 ,我 们 还 可 画 出 无 耗 波导 的 色散 曲线 或 称 wp 图 ,也 称 太一 w 图 。 如 果 
考虑 波导 中 填充 的 可 以 是 任意 完 纯 介质 (z= po,e =ereo), 则 (8.2.29) 式 可 变 为 
移 项 得 
w= +E 1 (8.2.31) 


图 8-11 即 是 上 式 的 函数 图 像 即 色散 
- 启 , 它 随 着 介质 的 sy 的 增 大 而 减 小 。 
线 。 图 中 的 1 和 2 分 别 为 s,=1 和 ,>1 时 的 色 


散曲 线 及 其 渐 近 线 ; 色 散曲 线 上 的 某 点 忆 至 O 点 
汪 的 覃 四 为 该 后 人 人 名 we， ,而 曲线 上 任 一 点 


的 切线 斜率 则 是 群 速 w = Ei 由 及 =0 和 
(8.2.19) 式 可 知 ,曲线 在 w 轴 的 截 距 即 为 w.。 如 


线 。 在 自由 空间 中 &. =0, 显然 eg 图 为 直线 ,斜率 为 
由 po 时 w+ 可 知 该 直线 为 色散 曲线 的 渐 近 


果 考 虑 任意 介质 (e,) 的 情形 ,截止 频率 应 为 


_ ke 
“a 
它 湖 介 质 e, 的 增 大 而 降低 。 图 8-11 真空 和 介质 中 波导 的 色散 曲线 
填充 介质 后 的 色散 曲线 会 与 光速 线 (e,=1) 相 一 图 此 软 
交 , 交 点 以 左 为 快 波 区 (v。。 >c。 关 于 相 速 高 于 光速 的 解释 见 7.2 节 ) ,以 右 为 慢 波 区 (we<c)。 


当 填 充 。, 较 大 的 介质 时 ,波导 内 主要 是 传输 慢 波 (参见 8.4 节 ) ,只 是 在 w 接近 w。 时 整个 状态 


才 转 变 为 快 波 。 
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TE 模 和 TM 模 的 波 阻 抗 可 分 别 利用 (8.2.5)、(8.2.8) 式 和 (8.2.13)、(8.2.14) 式 算出 ， 
它们 都 是 电场 与 伐 场 的 横向 分 量 之 比 : 
上 TF 


E__E.aw. _ 1 到 
二 - =- 1 (月 >， (8.2.32a) 


2 


zm < 了 (8.2.32b) 
其 中 5 为 媒质 的 本 质 阻抗 。 

从 上 式 看 出 , 当 /< 六 时 也 将 变 为 虚数 芭 纯 电抗 。 因 此 ,在 截止 状态 下 沿 波导 的 误 减 波 
表示 能 量 的 焦耳 损耗 ,因为 波导 中 是 无 耗 介质 。 由 于 2 为 纯 电抗 ,能 量 只 是 在 电源 与 波 
导 之 间 来 回 反 射 而 并 未 消耗 掉 。 

当然 ,波导 中 也 并 不 是 完全 无 焦耳 损耗 的 。 这 主要 是 因为 波导 壁 并 非 完 纯 导 体 (一 般 为 此 
铀 . 黄 铜 或 银 )。 由 此 造成 的 衰减 行 波 的 衰减 因子 可 通过 计算 损耗 功率 与 传输 功率 的 有 关 比 值 
而 得 到 的 。 

当 波 导 的 终端 阻抗 匹配 (2 = Z,) 时 ,波导 中 没有 来 自 终端 的 反射 波 , 只 有 前 向 的 行 波 。 
此 时 ,波导 管 中 传 输 的 功率 可 在 波导 管 横 载 面 上 对 玻 印 廷 矢量 积分 而 得 到 。 


四 、 关 于 TEw 模 


在 矩形 波导 中 大 多 采用 TEi 横 ,这 足 因 为 : 

1. 采用 这 种 模式 容易 通过 适当 设计 波导 尺寸 而 实现 单 模 传输 。 

2. 在 同样 的 截止 波长 下 ,传输 TEio 模 所 需 的 宽 边 尺寸 a 最 小 ,县 窗 边 尺寸 6 同 截止 波长 
无 关 ,可 以 设计 得 尽量 小 ,以 便 节 省 材料 (但 太 小 了 波导 容易 击 穿 , 且 赛 减 会 增 大 )。 

3. TEw 模 到 相 邻 的 高 阶 模 T 饭 , 间 的 频率 间距 比 其 他 高 阶 模 之 间 的 间距 大 ,因此 ,可 在 较 
宽 的 频带 上 传播 (高 低 端 频率 比 为 1.5:1)。 

4. 对 于 给 定 的 5/a 比值 ,在 相同 的 工作 频率 下 ,TEw 比 其 他 的 模 衰减 都 小 。 

5. TEw 的 二 w/a , =0, 代 入 (8.2.13) 式 得 Es =0, 只 剩 下 E, ,表明 在 波导 中 可 获得 
单方 向 极 化 。 在 某 些 情 况 下 正 需要 这 样 。 

五 、 非 矩形 波导 


除了 甜 形 波导 , 圆 波 导 也 是 一 种 常用 的 波导 。 圆 波导 中 场 的 分 析 方法 同和 矩形 波导 类 同 ， 
是 改 用 圆柱 坐标 下 的 齐 次 标 县 波动 方程 (6.9.19) 及 其 解 式 (6.9.24), 并 采用 纵身 分量 法 。 
波导 传输 的 TM 和 TE, 模 同样 各 共有 相应 的 截止 波长 等 传输 参数 。 圆 波导 中 传输 的 主 
是 TE, 模 ,与 其 他 模 相 比 TE, 模 误 减 最 小 。 图 8-12 是 陪 波 导 的 几 种 低 阶 模式 的 场 图 。 
圆 波 导 与 矩形 波导 相 比 的 优点 是 能 覆盖 更 宽 的 频带 ,衰减 更 小 。 故 其 重要 的 应 用 领域 是 
微波 中 继 通信 。 对 于 同样 大 的 极限 功率 , 圆 波导 壁 的 面积 小 于 方 波导 壁 的 面积 ,所 以 电流 热 损 
耗 较 小 , 故 在 微波 部 件 中 也 得 到 广泛 应 用 ,如 圆 波导 喇叭 ,波长 计 \ 回 波 箱 , 移 相 器 ,精密 可 变 衰 
减 器 、 隔 离 器 .调制 器 中 都 要 使 用 圆 形 波导 段 。 
扇形 波导 由 于 能 同 圆柱 体 共 形 ( 共 轴 ) , 故 可 被 设计 成 共 形 的 辐射 缝隙 、 缝 踊 阵列 、 宽 频带 
长 模 天 线 。 在 微波 波段 的 低 端 优点 更 显得 突出 。 
酉 圆 波导 可 制 做 成 饶 制 光 壁 、 铜 制 皱纹 壁 两 种 ; 它 柔 软 可 曲 ` 可 绕 、 重 量 轻 ` 成 本 低 ,便于 远 
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愿 离 运输 ,架设 和 维护 。 
俏 波导 同 矩 形 波导 相 比 , 单 模 工作 的 频带 更 宽 , 且 尺 寸 小 ,特性 阻抗 低 。 


图 8.12 图 波导 中 的 TF 模 (H 波 ) 和 TM 模 (下 波 ) 


一 一 电力 线 ; 一 -做 力 线 。 
以 上 是 几 种 常用 的 金 懈 波 导管 。 在 光纤 广泛 应 用 之 前 ,人 们 普遍 认为 它 将 是 最 主要 的 通 
信和 传输 线 。 随 着 光纤 的 出 现 , 人 们 较 少 应 用 金属 波导 管 了 。 但 至 今 在 -- 些 场合 仍 是 不 可 少 的 ， 
因为 它们 特别 适 于 大 功率 传输 。 


8.3 谐振 腔 


从 上 一 节 我 们 已 看 到 ,矩形 波导 中 场 的 横向 分 布 均 为 驻 波 , 仅 沿 z 方向 为 行 波 。 如 果 在 
z=0 和 z=4q 处 置 一 短 略 壁 ,构成 箱 状 , 则 行 波 将 在 z 方向 来 回 反射 ,也 形成 驻 波 。 这 就 是 谐 
振 腔 ,如 图 8-13 所 示 。 

1. 谐振 频率 

为 了 不 玻 环 原来 的 场 结构 ,要 求 d 为 半 菠 长 的 整数 倍 , 即 4= $0 =1,2,…), 这 意味 着 


和 矩形 波导 中 TM 或 TE,。 的 相 移 常数 必须 满足 
Rd = Lx 


= 研 
太一 


由 如 = 一 如 ,得 
h(t 如 ?= 屋 + 局 +9=[[ 开 】 +( 识 ) (全 站 -=k (8.3.D 
与 mw 相对 应 的 频率 就 是 谐振 腔 的 谐振 频率 ; 
mY fny 1 
jm = 基 km-o[( 问 ) +( 夯 ) +( 去 ) ] ( 去) (8.3.2) 
加 ~n i 分 别 表示 在 a .56、d 长 度 上 即 x、y、z 方向 的 半 波 个 数 。 图 8-13 中 所 示 为 m =/=1， 
A 二 0 的 情形 。 
由 (8.3.2) 式 可 看 出 ,对 于 给 定 尺寸 4,5,d 的 谐振 腔 , 随 着 m,n,t 的 不 同 ,有 无 数 多 种 
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谐振 频率 。 反 过 来 ,同一 种 谐振 频率 f,wy 则 对 应 着 一 个 以 上 的 模式 (因为 对 于 给 定 尺 寸 的 谐振 
腔 .m ,mL 中 有 两 个 参数 可 独立 选择 )。 这 也 称 之 为 篇 并 现象 。 此 外 , 由 于 矩形 的 三 个 维度 地 
位 是 对 称 的 ,如 果 把 坐标 系 转动 ,使 +,y,z 换 位 , 则 物理 上 的 同一 种 场 型 从 数学 上 会 变 成 另 一 
种 模式 。 例 如 按 7 一 y, yz,z-rz 把 坐标 系 转动 , 则 谐振 腔 的 TM,。 模 就 变 成 为 TEu 模 ,如 
图 8-14 所 示 。 


图 8-13 此 形 谐 据 腔 中 TEiol 图 8-14 ”坐标 系 转动 使 模式 转换 
据 落 模式 的 场 分 布 
一 一 电力 线 ;---- 碰 力 线 。 


2. 谐振 腔 中 场 的 解法 

由 于 谐振 腔 中 为 无 源 区 , 且 -- 般 为 均匀 线性 介质 (如 空气 ), 故 腔 中 的 场 仍 用 齐 次 波动 方程 
来 描述 。 由 于 在 三 个 维度 上 皆 为 驻 波 , 解 式 (6.9.8) 应 取 如 下 形式 : 
Sin 


1 sin & 
cos 


loos 


WW =FFF, = | kx|: gy (8.3.3) 
COs 
而 杂 , 可 代表 Es、Eyo ,或 os 例如 , 若 寻 代表 Ew, 则 
Es=(Asin kar + Beos kr)(Csin kyy+ Deoos ky)(Esin kez + Feos kz) 


在 y=0,5 和 z=0,d 处 应 满足 E, = Ew=0, 故 得 


D=F=0 
于 是 Es= (Alsin kr + Eoos kr)sin bysin kz 
同 理 可 得 E,, = (Assin kyy +t Ezcos kyy)sin kezsin kor | {8.3.4) 
Es, =(Assin kz+ Eacos kz)sin kersin kyy 
谐振 腔 中 无 源 , 故 应 有 
YE=0 (8.3.5) 


把 (8.3.4) 代 人 上 式 ,可 得 到 A =As= As 二 0( 因 为 只 有 这 样 才 有 可 能 使 上 式 对 任意 z、y、x 

值 都 成 立 ) ,Ar-Ei + RE + E30 以 及 
E,, = Ecos hexsin kyysin kz 
Ey, = Esin kexcos bysin | (8.3,6) 
Ess = Essin kzsin kyycos kx 

由 (8.3.6) 式 可 看 出 ;与 同一 个 f 对 应 的 多 种 模式 中 ,m,n ,i 之 中 至 多 只 能 有 一 个 为 零 , 否 


则 三 个 场 分 量 将 同时 为 零 。 
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二, 就 得 到 磁场 的 三 个 分 量 : 
H,, = Hisin kxcos kycos kx 
Hn = Hacos kzxsin Ryycos kez {8.3.7) 
H., = Hycos krcos kysin kz 

从 (8.3.6).(8.3.7) 式 可 看 出 ,它们 自动 满足 腔 壁 上 的 边界 条 件 。 

图 8-13 为 TEiw 振 萝 模 式 的 电力 线 ( 实 线 )、 磁 力 线 (虚线 ) 分 布 情况 。 


把 (8.3.6) 式 代入 H。,= 


3. 品质 因数 
对 于 谐振 腔 , 所 关心 的 性 能 参数 是 其 品质 因数 QQ, 它 定义 为 
QQ==w 外 存 能 量 内 (8.3,8) 
” 损 释 功 率 P 这 


其 中 损耗 功率 应 包括 腔 壁 上 表面 电阻 的 损耗 和 电介质 中 的 损耗 ; W 应 是 电场 和 磁场 贮 能 之 
和 。 电 场 .磁场 贮 能 的 时 间 平 均值 W。 和 W 应 分 别 是 电场 .磁场 能 量 密度 w, .zw 对 腔 体 空 
间 z 的 积分 。 


W, =| wodr = 对 dz 
以 TEiw 模 为 例 ,根据 (8.3.6) (8.3.7) 式 , 它 只 有 EE,、H,、H, 分 量 ,代入 上 式 可 得 W。= W， 
故 镀 =2W.。 损 耗 功 率 书 的 计算 是 把 (7.4.19) 式 表示 的 损耗 功率 面 密度 方 RR |,|* 对 全 部 
腔 壁 S 进行 面积 分 而 求 得 的 : 
p= S| 1H, ds 
.3.7) 式 中 的 五. ,已 .HT 在 边界 上 的 值 。 最 终 算出 


其 中 的 五 , 在 腔 的 三 种 端面 十 分 别 等 于 (8 
TE 的 空 载 品质 因数 为 
Q= (Kad)} by/ Rs(20 b+ ard tad’ +2d’b) 


_ abd. a'ita’ 
38 ‘302 Td) tadlar ra) (8.3.9) 


上 式 后 一 个 等 号 是 根据 
R= 二 。 《8=/ za 为 电导 素 ) 


3 2 2 2 

ho /Tt + (区 + (| + (3) 
除了 和 矩形 波导 的 一 段 所 形成 的 谐振 腔 , 也 可 由 圆 [ 柱 形 ] 波 导 或 同 轴线 的 一 段 形成 谐振 腔 。 
其 分 析 方法 与 上 述 完全 相仿 。 圆 柱 形 振 腔 由 于 结构 简单 ,加 工 方便 ,品质 因数 高 ,在 实践 中 应 

用 比较 广泛 。 它 主要 工作 于 TEw .TEw, 、TEow 三 种 振 萝 模式 。 
上 述 几 种 谐振 器 以 及 带 状 线 , 微 带 线 型 的 谐振 器 都 属于 传输 线 型 谐振 器 ,多 用 于 波长 计 、 
回 波 箱 和 滤波 器 中 。 此 外 ,还 有 环形 、 径 向 线形 多 拆 式 等 非 传 输 线 形 谐振 器 分 别 应 用 于 塔 型 
管 . 速 调 管 . 磁 控 管 等 微波 部 件 中 。 
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从 谐振 电路 的 概念 出 发 来 理解 电磁 波 的 谐振 器 是 有 益 的 。 例 如 ,环形 谐振 器 就 可 以 看 成 
是 按 图 8-15 所 示 由 谐振 电路 演变 而 来 的 。 


束 |- 室 DO-CD- 


图 8-15 出 集 总 参数 LC 振荡 器 向 谐振 腔 的 演变 


8.4 介质 波导 


与 闭合 的 金属 波导 不 同 ,介质 波导 是 没有 空 腔 有 导体 屏 藏 的 开放 式 波导 。 它 的 传输 机 理 是 
当 9>0. 时 在 光 密 媒质 中 传播 的 电磁 波 在 与 光 朴 媒质 的 分 界面 上 会 产生 全 反射 ( 见 7.7 节 的 
介绍 ) ,所 以 它 能 够 维持 非 辐射 的 导 行 波 。 
对 介质 波导 的 分 析 是 在 与 金属 波导 管 不 同 的 媒质 和 边界 条 件 下 求解 间 样 的 齐 次 标量 波动 
方程 (6.9.5) 或 (6.9.19), 但 它们 的 通 解 可 在 这 里 
将 被 理解 为 标量 位 函数 而 非 纵向 场 分量 。 
我 们 仅 以 最 基本 的 平板 介质 波导 为 例 作 一 简单 
介绍 ;其 他 形状 ,如 矩形 、 圆 形 ,可 型 以 及 槽 波导 ,分 
析 方 法 大 多 如 此 。 
无 限 大 均匀 介质 板 形成 的 平面 介质 波导 如 图 8- 
16 所 示 。 波 沿 z 方向 传播 ,在 x 方向 无 变化 ， 介 
质 板 内 的 电磁 波 在 > 方向 来 回 全 反射 而 形成 驻 波 ， 
构成 许多 种 TM 或 TE 波 型 。 介 质 板 之 外 应 为 衰减 场 ， 以 使 能 量 被 限制 在 这 种 微波 传输 线 附 
近 而 保证 沿 z 方向 的 正常 传输 。 基 于 以 上 分 析 ， 按 照 (6.9.9)， 在 图 8-16 的 三 个 不 同 区 域 
中 应 假设 齐 次 标量 波动 方程 (6.9.5) 及 其 解 式 (6.9.8) 中 的 亚 , = FFzF; 其 有 如 下 的 函 


2 
图 8-46 ”平面 介质 波导 


数 形 式 ; 
A ym a 
Ea 
到 - 改 sin ky (Dis 全 ) 
Y; 一 有 ee 六 (>=) 
更 =B ee(， 有)eriks (> -3 (8.4.1) 
其 中 Eth=k =wpe (k=0) 《8.4.2a) 


— a +h=k = pe0(k: =0,k, = ja) (8.4.2b) 
与 金属 波导 管 的 分 析 方 法 不 同 的 是 ,这 里 把 亚 , 理解 为 标量 位 ,然后 再 利用 标量 位 来 构造 
矢量 位 4,( 这 方面 的 详细 论述 参考 文献 [5]。 对 于 横 磁 波 ,我 们 应 令 
J 撩 量 磁 位 A; = a.V, (7=1,2,3) 
| 笑 量 电位 。 ,=0 
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再 利用 洛 仓 效 条 件 B= 一 “全 以 及 玉 =- yg@ -jwA 就 可 由 4 计算 出 场 强 : 


jwpe 
1 ，， 
= 一 -VCIV 4,) -juo4， 
(i=1,2,3) (8.4.3) 
H= VXA 
利用 上 式 可 算出 介质 内 的 场 强 为 : 
E, =2jEooos 9 sin(ky)e My 
os je 
FE, =2Eosin 6 cos(ky)e | (8.4.4) 
H.= 一 cos kyye 入 | 
mv 
, A wk i 二 
其 中 Eo= - 仿生 应 为 图 8-16 中 的 入 射流 振 师 , yma ~ 在。 


在 介质 外 ,由 (8.4.3) 式 等 出 的 场 强 则 为 
Ei 2B,e <) “| 
及 -人 Be (em yl (8.4.5) 


H,= 2B.e (dew 
”po 


然后 ,根据 场 的 切 向 分 其 在 y= + 星 时 连续 的 边界 条 件 就 得 到 横 磁 波 的 特征 方程 即 用 来 求解 
相 移 常数 &. 的 方程 ); 由 (8.4.2a.b) 求 出 已 \x 后 代入 该 特征 方程 可 得 到 8 图 即 . ~ w 曲线 


(因为 是 超越 方程 ,无 法 得 出 解析 解 ,只 能 图 解 )。 
从 (8.4.2) 式 可 看 出 ,介质 波导 中 的 传播 波 型 的 相 移 常数 k.( 即 8) 介 于 真空 和 介质 的 相称 


常数 之 间 ， 


ko<k < erko™k (8.4.6) 
且 介 质 内 外 的 相 移 常数 同 为 x. 。 这 是 因为 波导 的 横 截面 是 等 相位 面 ,介质 内 外 的 场 必须 同 相 
位 。 由 于 必须 满足 分 离 常 数 方程 (8.4.2a) 式 , 故 不 可 能 有 &。 >>Verko; 而 由 (8,4.2b) 式 , 当 衣 。 
一 &o 时 会 有 we 一 0, 这 是 一 个 界线 。 当 包 <<A 时 a 将 由 实数 变 为 虚数 。 根 据 (8.4.5) 式 ,这 意 
味 着 沿 y 方向 将 不 再 是 指数 衰减 场 ,而 是 辐射 波 ( 行 波 ) ,这 会 影响 能 量 沿 = 方向 的 正常 传输 。 
因此 ,使 .= 的 频率 就 是 传输 模式 消失 的 频率 一 规 止 频率 。 由 (8.4.2) 式 ,六 = 如 时 将 有 
三 wo( pe -poso)2 ,可 由 此 求 出 截止 频率 w.。 
从 的 表达 式 表 上 明 ,介质 波导 中 存在 着 无 低频 截止 值 的 波 型 。 此 外 ,在 给 定 的 w 下 ,这 种 开 
放 式 的 波导 只 存在 有 限 个 传输 波 型 ,不 像 困 合式 波导 那样 还 存在 无 限 个 非 传输 波 型 。 这 可 以 
理解 为 ;介质 波导 中 的 非 传输 波 型 不 是 闭合 式 波导 中 那 种 频率 离散 的 模式 ,而 是 wo< w。 的 频 
谱 连续 的 辐射 场 。 所 以 ,介质 波导 同 金 属 波导 管 截止 频率 的 概念 是 有 本 质 区 别 的 :前 者 的 截止 
波 型 为 辐射 场 ,后 者 的 截止 波 型 为 衰减 场 。 
(8.4.5) 式 还 表明 ,介质 波导 这 种 开放 式 波导 能 传输 表面 波 ( 故 也 称 表面 波导 ) ,电磁 波 的 
主要 能 量 是 在 介质 内 传播 ,在 介质 外 部 则 约束 在 波导 表面 附近 。 并 且 ,由 于 纵向 波 数 上 = 
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V+ > 各, 沿 = 方向 的 相 速 将 小 于 光 丸 ( = 是 < 是 = ,所 以 该 表面 波 具 有 慢 波 特性 。 
图 8-17 是 几 种 实用 的 表 易 波导 及 其 电力 线 ,磁力 线 分 布 。 


二 


图 8.17 表面 波导 的 几 种 形式 

(介质 导线 ;(b)Goubeeau 波导 #(c) 矩 形 介质 波导 。 
用 高 介 电 常数 \ 低 损耗 的 介质 也 可 制 做 谐振 器 。 图 8-18 是 几 种 常见 的 介质 谐振 器 。 
当 ,很 大 (通常 取 8, 之 30 的 材料 ) ,介质 的 本 质 


KS 
抗 = < 但 = mo , 故 电 磁 波 几乎 会 被 全 反射 
R= 


和 + 加 
分 界面 处 相当 于 是 开路 。 而 金属 谐振 腔 壁 上 的 全 反射 则 图 8-18 几 种 介 奈 诬 握 器 


是 由 于 vco, 使 ?= | a 相当 于 是 短路 豆 , 因 而 也 会 有 
eo 


1 二 
Pe 1 
困 十 1 3 了 

显然 ,二 者 的 全 反射 机 理 是 不 同 的 。 此 外 ,金属 谐振 腔 的 场 完全 限制 在 腔 内 ,而 介质 谐振 器 的 

场 向 外 界 有 透射 。 
介质 谐振 器 有 很 多 优点 , 它 远 比 金属 谐振 腔 体积 小 .重量 轻 , 且 Q 值 尚 ,频率 稳定 性 好 , 谐 
振 频 率 范围 宽 ,可 用 到 毫米 波段 (100 GHz 以 上 )。 特 别 是 在 微波 集成 电路 中 ,介质 谐振 器 已 取 
代 了 金属 波导 类 谐振 器 。 
由 于 介质 无 耗 ,又 不 存在 金属 波导 壁 上 电流 的 热 损耗 , 故 介质 波导 可 工作 于 比 金属 波导 更 
高 的 频段 。 一 般 金 属 波导 管用 于 厘米 波段 ,而 介质 波导 用 于 毫米 波段 ,直至 光波 段 。 在 20 世 


光 通 信 可 见 光 
无 线 电 波 微波 和 了 射线 
远 红 外 | 近 红 外 FF 工 射 线 
om me! | pe | ,i ,i 本 
10 8x10° 10% 10 102 10% 10% 10 0 10% 10% 10% 10% 10° AHz) 
米 小 原 米 波 、 毫 米 波 广 米 波 


图 8-19 波段 划 分 简 赂 
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纪 50 年 代 后 期 介质 波导 曾 被 认为 是 远 距离 .大 容量 通信 的 最 理想 介质 ,技术 问题 也 已 完全 解 
次 。 但 还 未 来 得 及 广泛 应 用 ,就 已 被 光纤 的 绝对 优势 所 压倒 。 这 是 因为 在 短 短 的 20 年 中 , 光 
导 纤维 的 损耗 已 从 700 dBAkm 下 降 到 了 0.2 dB/km, 大 大 低 于 同 轴线 等 微波 传输 线 的 损耗 , 容 
量 ( 指 带 宽 与 通信 距离 的 狠 积 ,单位 为 MHz* km) 又 干 万 倍 于 电波 , 因 测 迅速 取代 了 金属 波导 
和 尚未 广泛 应 用 起 来 的 介质 波导 。 

图 8-19 表明 了 微波 和 光波 (或 说 金属 波导 管 ,介质 波导 和 光纤 ) 的 适用 波段 的 大 致 划分 。 


8.5 光 导 纤维 
光 导 纤维 的 构造 如 图 8-20 所 示 。 纤 芯 主要 是 在 交 频 下 损耗 最 小 的 材料 一 一 高 纯度 石英 。 
从 纯 理 论 的 角度 , 光 导 纤维 就 是 缩小 了 的 介质 圆 波导 。 乡 芯 的 半径 可 与 光 的 波长 相 比拟 , 约 


5~10 jm( 正 如 波导 管 尺寸 要 与 传输 波长 相 比 拟 ) ,而 实际 上 光 
纤 与 介质 圆 波导 有 重要 差别 : 纤 芯 和 包 放 的 e, 几乎 相同 。 对 
于 单 模 光纤 ,折射 率 (z= Vs ) 的 差别 仅 为 0.1% 一 0.2% ( 称 为 


入 


2a 


弱 导 光纤 )。 

由 于 多 模 光 纤 ( 指 能 够 传输 多 种 模式 的 光纤 ) 中 传输 模式 把 (三 料 ) 
的 数量 很 大 , 几 百 以 至 几 千 , 故 用 场 的 方法 讨论 个 别 模式 意义 
不 大 ,用 几何 光学 方法 更 为 简单 方便 ,更 解决 实际 问题 ;而 对 单 包 展 ( 失 龙 ) 
模 光 纤 这 种 只 传输 一 种 模式 的 光波 导 , 用 电磁 理论 去 分 析 却 非 (SiO) 
党 有 效 。 其 中 有 些 物理 现象 ,如 光 场 透 入 包 层 、 高 阶 模 的 截止 ， 图 820 光 坟 面 图 


都 可 得 到 满意 的 解释 - 

光波 导 与 金属 波导 管 相 比 .虽然 分 析 方法 相同 ,但 截止 条 件 、 相 移 常数 . 相 速 等 都 更 为 复 
杂 。 光 纤 中 也 不 只 传输 TM.TE 模 ,更 重要 的 是 传输 E. 、H。 分 量 同时 存在 的 混合 模式 HE( 即 
ME) 模 和 EH( 即 EM) 模 , 且 单 模 光 纤 只 传 HE, 模 。HE 模 的 场 分 布 较 接近 于 图 8-12 中 Fo 的 
场 图 ,而 EH 模 的 场 分 布 较 接近 手 Po 的 场 图 。 

此 外 ,在 金属 波导 管 中 电 磁 波 完全 局 限 手 波导 内 ,而 光波 导 的 场 强 却 近似 认为 是 按 高 斯 分 
布 .存在 于 0<Sp< oo 的 空间 的 。 但 是 光纤 在 稳 态 传输 时 , 场 在 纤 芯 之 外 的 包 层 中 衰减 很 快 ,在 
p 接近 5 时 场 强 已 可 忽略 。 因 而 虽然 包 层 厚 度 有 限 ,也 可 近似 按照 包 层 的 边界 不 存在 ,一 直 扩 
展 到 无 限 大 空间 来 分 析 。 

为 了 突出 光纤 中 的 基本 现象 和 基本 求解 思路 ,我 们 只 讨论 折射 率 横向 分 层 均匀 的 阶 脾 光 
纤 (车 n 连续 变化 则 称 为 渐变 光纤 ) ,假设 纤 世 是 。， 为 常数 的 均匀 介质 圆柱 ,圆柱 外 为 无 限 大 
均匀 介质 (ez )。 由于 光 频 下 的 介质 都 是 无 磁性 的 介质 , 故 纤 世 和 包 层 折 射 率 分 别 为 x = 


Vaen = VE sa 二 /aca = Vsas , 且 有 
A el (8.5.1) 
La 


这 称 为 弱 导 条件 。 
一 、 光 导 纤维 中 场 的 求解 ”特征 方程 


光纤 中 场 的 求解 恩 路 在 数学 上 与 金属 波导 类 同 , 纤 世 内 外 都 是 在 圆柱 坐标 下 的 齐 次 标 
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量 波动 方程 (6.9.19) 的 通 解 (6.9.24) 的 基础 上 采用 纵向 分 量 法 ,并 在 光纤 特有 的 媒质 和 边界 
条 件 下 定 出 特 解 。 在 纤 芯 内 外 都 应 很 设 (6.9.24) 式 中 的 可 表示 E 和 五 的 纵向 分 量 E.、H, 
由 于 纤 芯 极 细 , 一 段 光 纤 完全 可 以 看 成 是 直 的 , 沿 光纤 纵 赔 为 = 轴 。 考 虑 到 场 强 在 p=0 处 是 
有 限 的 ,在 纤 芯 内 (6.9.24) 式 中 的 B。(&o) 只 能 取 J。(&np) 的 通 数 形式 , 即 第 一 类 贝 塞 尔 函 数 。 
考虑 到 po-~>co 时 场 强 趋 于 消失 ,在 纤 芯 外 的 包 层 中 Bo (euo) 应 取 Ku (Reo) 的 冰 数 形式 , 即 第 二 


类 修正 贝 罕 尔 术 数 (参见 图 A4- 1。F (mp) = | smp| 可 合并 为 dr 的 形式 。 假 设 介质 无 机 


耗 , 则 传播 常数 = jp= 过 -, 故 在 (6.9.2) 式 中 应 取 Fy《 kz) =e **。 
综 上 所 述 , 纤 世 和 包 层 内 的 纵向 场 量 应 分 别 为 


纤 芯 内 (o<e) Ea =E,J, (kap)e er rm (8.5.2) 
Ha = Hl, (kap)e es ™) (8.5.3) 
包 层 内 (p>a) Es= EK (kap)e An (8.5.4) 
Ha = HR (kap)e SH rm (8.5.5) 

根据 方程 (8.1.9), 应 有 
= =w poe-p (8.5.6) 
hy=8 -k= -ww Hoe (8.5.7) 


由 麦克 斯 韦 旋 度 方程 (6.5.14) 和 (6.5.15), 可 导出 圆柱 坐标 下 横向 和 纵向 分 量 之 间 的 关 
系 式 (从 略 )。 把 (8.5.2) 一 (8.5.5) 式 中 的 纵向 分 量 代 人 , 即 可 得 到 各 个 横向 分 量 


po<ai E, = (Ber, J (ka p) ti ME HT, (hap) em (8,5.8) 
= Re, (kap)— j B,J (kap) ]e hem (8.5.9) 
p>a: Ea =| -2 Be: “Ks (ka) -i HLHoK, (kop) | mw (8.5.10) 
上 =| -型 oH K。 (kap) tj EE, K’ (kap) |e ie me) (8.5.11) 


其 中 本 .K 分 别 为 J 、K。 的 导数 。 然后 ,根据 p= a 处 场 量 切 向 分 量 连续 的 边界 条 件 , 把 
(8.5.2) ~(8.5.11) 代 人 EE, = Ea,Ha = Hi, En = En,Ha = Hw, 可 得 到 关于 EE。、H。 En、 
有 H, 的 四 元 一 次 代数 方程 。 它 是 一 个 齐 次 线性 代数 方程 组 ,为 使 E。、H。、E'、H% 具 有 非 零 解 ， 
其 系数 行列 式 必须 等 于 零 。 将 其 化 简 , 即 可 得 到 光纤 中 导 行 波 的 特征 方程 (用 未 求解 相 移 常数 
8 的 方程 ): 


Le) Kothag) [Rll 全 ks ]- wp (E+ 直 ) 
Raln (Raa) kaKn (kaa) likajnlkaa) koaK, (kaa) 下 和 人 “大 


(8.5.12) 
把 (8.5.12) 同 (8.5.6) .(8.5.7) 式 联 立 ,就 可 解 出 4、&a 及 B, 从 而 确定 光纤 中 的 传播 特性 。 


二 ,截止 频率 ,模式 场 和 相 移 常数 


由 8.2 节 , 在 金属 波导 管 中 , 只 要 太志 >0 即 = 为 实数 , 波 就 能 沿 = 方向 正常 传 


播 。 而 作为 介质 波导 的 光纤 却 不 如 此 简 半 。 若 仅仅 满足 户 >0 但 却 有 良 < opuoea ,按照 
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(8.5.7) 式 ,在 包 层 中 就 会 使 如 <0 即 &o 为 虚数 。 从 附录 A4 中 可 知 ,这 时 K。 (kap) 和 KK。 
(kep) 就 不 再 是 训 减 函数 ,而 是 成 为 He) ( 汉 克 尔 函 数 ) 的 形状 。 按 照 (6.9.26),H2 (8p) 表 示 
沿 e 向 外 辐射 的 行 波 , 这 就 使 光 能 在 纵向 迅速 衰减 ,无 法 传播 。 为 使 场 沿 p 方向 衰减 以 保证 
沿 = 方 向 正常 传播 ,必须 满足 如 >0。 按 照 (8.5.7) 式 , 即 必须 使 
大 一 ww Hoes < 
另外 ,在 纤 芯 内 ,为 使 场 在 横向 皇 驻 波 分 布 ,按照 (6.9.26) ,必须 满足 如 >0, 由 (8.5.6) 式 , 即 
必须 使 
BX<wime=k 

综 上 所 述 ,光纤 中 各 种 模式 的 传播 条 件 为 

konz= ks < Bk = Ron (ko = woen) (8.5.13) 
截止 条 件 为 如 =0, 即 

B= k= kons (8.5.14) 
使 上 式 成 立 的 频率 即 为 截止 频率 。(8.5.13) 式 表明 ,光纤 中 传输 波 型 的 相 移 常数 是 介 于 包 层 
介质 的 相 移 常数 和 纤 芯 介质 的 相 移 常 数 之 间 的 一 个 值 。 而 且 , 纤 芯 内 外 是 同一 个 8 值 ,以 保 
证 波 传播 的 横断 面 上 场 量 同 相位 。 
为 了 书写 的 简洁 方便 ,我 们 还 可 令 


U=a(knt -PF) aka (8.5.15) 
W=a(F -kni) =aks (8.5.16) 
Vi=U + W =aki(n? - n2) (8.5.17) 


在 光纤 的 介质 和 结构 确定 的 情况 下 V 只 与 光 频 有 关 , 因此 称 为 归 一 化 频率 。 于 是 ,截止 条 件 
也 可 写 为 W=0, 截 止 频率 则 是 使 W 为 零 的 频率 。 此 外 ,在 弱 导 条 件 (8.5.1) 之 下 ,特征 方程 
(8.5.12) 也 可 变 为 更 简单 的 形式 : 


1 ICU) 1 Ka(W)_ 1 ,1 
UI! -让 + 吉 ) (8.5.18) 


根据 上 式 中 m 的 三 种 情况 , 即 可 得 到 场 模 及 相应 的 截止 频率 : 
(D 当 产 =0, 可 以 导出 传输 模 为 TE.TM 模 ,此 时 (8.5.18) 式 变 为 
UJo(D) ~- WKo(W) 
joU) KW) 
由 截止 条 件 W=0 以 及 (8.5.17) 式 ,可 得 到 


Jo(VY)=Jof(U=0 (8.5.19) 
由 附录 A4 中 零 阶 贝 塞 尔 函 数 的 根 , 即 可 得 到 归 一 化 截止 频率 Vu (n=1,2,…), 其 中 
Vo =2.4048 
Vo =5,5201 
Vos =8.6577 


(2) 当 mm 之 前 取 “ + "号 ,m 实 1 时 ,传输 模 为 EH 模 。 
(3) 当 mm 之 前 取 *- "号 ,mm >0 时 ,传输 模 为 HE 模 。 
在 (2) (3) 两 种 情况 下 , 均 可 利用 有 关 的 特殊 函数 的 递 推 公式 、 近 似 公式 导出 相应 的 截 自 
条 件 ,进而 得 到 截止 频率 。 
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值得 注意 的 是 ,从 以 上 计算 中 可 发 现 , 对 于 HE, 模 有 & 0。 由 特征 方程 和 贝 赛 尔 函 数 
的 有 关 递 推 公式 可 进一步 导出 截止 频率 f.2~0。 换 言 之 ,HE 可 在 任意 频率 下 传播 ( 随 着 f 的 
提高 ,最 容易 出 现 的 是 TEo, 和 TM 模 ), 单 模 传输 就 是 基于 这 一 现象 。 

HE) 模 为 最 低 阶 模 (=0) 而 不 是 TEs 或 TMo 为 最 低 模 的 物理 解释 可 以 从 它们 的 模式 
场 的 图 形 (图 8-21) 看 出 ; 


> 69. ©O. 
HE 


图 8-21 光纤 中 最 你 阶 的 三 种 模式 场 
HE 的 模式 场 最 接近 于 均匀 平面 湾 一 一 TEM 波 。 从 光学 的 常识 判断 , 随 着 波长 的 增加 ， 
很 细 的 芯 层 的 作用 下 降 ,应 该 逐步 向 TEM 平面 波 过 渡 , 所 以 应 该 是 最 接近 均匀 平面 波 的 那个 
模式 才能 传播 , 故 HE 模 是 最 低 阶 模 。 
特征 方程 (8.5.18) 实 为 一 个 V8 或 。~8 之 间 的 关系 式 。 把 它 与 (8.5.15)、(8.5.16) 
联 立 就 可 得 到 方程 的 图 解 (由 于 是 超越 方程 ， 
无 法 得 到 解析 解 )。 工 程 上 一 般 利用 轨 一 化 频 


率 V 画 成 & ~- Y 曲线 。 每 种 模式 各 有 一 条 曲 “gjk 
ko 


Wi 


线 ,形成 一 个 用 一 VV 曲线 族 ,如 图 8-22 所 示 。 
其 中 横 坐标 V 是 由 (8.5.17) 式 导出 的 : 

V=(U + W) ?=ak (nt n2)? 

= /nT 

该 图 表明 了 在 给 定 的 光纤 尺寸 下 ,在 给 定 的 介 下 
质 (zi ,zz) 中 可 能 存在 的 传输 模式 , 而 实际 传 图 8-22 光纤 特征 方程 的 图解 -~V 曲线 
输 何 种 模式 则 取决 于 激励 源 ( 光 源 的 类 型 等 因素 )。 反 过 来 ,在 激励 源 给 定 的 情况 下 能 传输 何 
种 模式 , 则 取决 于 是 何 种 媒质 (n,n; )。 

三 ,光纤 的 色散 


色散 是 光纤 的 重要 性 能 之 一 。 色 散会 使 脉冲 信号 展 宽 或 畸变 ,限制 光纤 的 传输 容量 。 
色散 的 机 理 是 这 样 的 ;如 果 把 光波 看 成 载体 ,我 们 希望 在 它 所 携带 的 信号 带宽 中 各 光 频 的 
传播 速度 相间 ,以 使 输入 光纤 的 脉冲 信和 号 经 过 所 要 求 的 长 度 上 后 不 展 宽 。 根 据 7.8 节 , 这 就 


要 求 群 速 即 波 包 ( 包 络 ) 的 传输 速度 wx = dw/d8 为 常数 。 换言之, 应 要 求 9 三 0。 如 果 心 却 常 


数 , 则 信号 带宽 中 各 光 频 的 时 延 + = 二 了 常数 ,表明 各 光 频 不 同时 到 达 输 出 端 , 故 使 信号 展 宽 。 


言 之 , 群 时 延 
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Ld (8.5.20) 
do 


将 不 为 堆 , 故 上 式 也 是 色散 的 定义 式 。 人 阴 可 才 记 如 下 凡 2 来 定义 的 形式 : 
2 
塌 - 才 ( 是 )= -区 亿 攻 人员) (0.5.21) 
色散 的 起 因 主 要 有 三 种 : 
1. 材料 多 最 
设 介质 材料 是 对 波长 钙 感 的 , 即 色散 的 :s, = e(1》 ,2 为 真空 中 的 波长 。 可 近似 认为 该 介 
质 中 的 相 移 常数 


B20 -2a 0) (8.5.22) 
v c c 
代 人 (8,5.20) 式 ,得 
dr_, d/dB\. _L, dn(a) 
改 = 工 丰 ( 凶 )= 人 和 (8.5.23) 


上 式 表 明 材 料 色散 与 折射 率 对 波长 的 二 阶 导 数 或 正比 。6,5 节 曾 介绍 过 高 频 下 介质 极 化 
的 滞后 现象 (阻尼 ) 会 造成 介质 的 色散 :s, = s,(w)。 这 里 我 们 看 到 :色散 表明 xn 对 波长 的 敏 
感 , 它 会 使 非 单 色光 脉 冲 中 不 同 波长 ( 即 不 同色 光 ) 的 传播 速度 不 同 , 延 长 时 间 不 同 ,造成 脉冲 
展 宽 。 

2. 模式 色散 

由 于 多 模 光 纤 中 存在 许多 传输 模式 ,由 图 8-21 我 们 可 看 出 ,即使 在 同一 w 之 下 ,每 种 模 
式 各 有 其 8, 而 8= 也 ,会 引起 不 同 的 模式 群 速度 不 同 ,造成 脉冲 展 宽 。 


采用 单 模 传 输 就 可 完全 避免 模式 色散 ,使 信号 传输 速率 大 大 提高 。 如 前 所 述 , 单 模 光纤 中 
的 主 模 是 HEL 模 ,如 果 使 单 模 光纤 工作 于 较 低 的 频段 ; 


. 2.405 
<AGEO-ATMO -二 
2 2 

或 写 为 1 
就 可 漆 免 模式 色散 。 上 式 就 是 光纤 的 单 模 传输 条 件 ,其 中 的 2.405 是 方程 ],(V) =0 的 第 一 
个 根 Vi 。 长 途 干线 的 光 通信 ,主要 是 由 单 模 光 纤 承 担 的 。 

3. 波导 色散 

为 了 使 光束 缚 在 光纤 中 传播 ,必须 有 一 定 的 不 均匀 结构 (比如 说 两 层 结构 -一 - 纤 芯 与 包 层 
的 ni 与 z 不 同 )。 而 这 样 的 两 层 结构 致使 不 辣 频率 的 光 的 传播 速度 不 同 , 即 p(w} 不 同 ,从 
而 群 速 v 也 随 变化 ,所 以 引起 色散 。 

除了 色散 , 庆 减 或 损耗 也 是 光纤 的 主要 现象 。 光 通信 从 大 气 转 人 光 导 纤维 的 理想 能 够 变 
成 现实 , 损 料 降低 起 了 关键 的 作用 。 吸 收 和 敬 射 是 造成 损耗 的 主要 原因 。 这 方面 的 详细 讨论 
见 光 通 信 的 专著 。 

光 通 信 有 许多 突出 的 优点 ; 它 无 需 用 侗 材 , 抗 电磁 干扰 ,保密 性 强 ,损耗 低 , 通 信 距 离 极 长， 
通信 容量 极 大 , 即使 我 们 的 技术 能 使 用 上 光 频 的 17100 也 已 很 可 观 。 这 也 是 本 书 对 电磁 理论 
在 光波 导 中 的 应 用 作 以 上 介绍 的 原因 。 
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习 题 8 


8.1 根据 麦克 斯 韦 方程 论证 :填充 空气 的 波导 管 中 不 可 能 存在 TEM 模 。 
8.2 证 明 单 一 模式 的 EM 波 (TE 波 或 TM 波 ) 的 电场 和 磁场 总 是 相互 垂直 的 。 
“8.3 对 传输 型 的 TE.TM 模 ,在 单位 长 度 的 波导 内 贮存 的 电场 能 和 磁场 能 的 时 间 平 均 
值 相等 : 死 。= 殉 ,, 而 对 于 截止 波 型 则 有 
而 ,> 而。 (TE 模 ) 
WW, <W. (TM 模 ) 
试 就 矩形 波导 证 明之 。 
8.4 求证 当 /多 六 时 , 场 量 的 于 减 常数 a 4, 与 频率 无 关 。 
8.5 已 知 矩 型 波导 中 TM 模 的 纵向 场 分 量 为 
E,= Eosin $xsin ycos (wt 一 机 ) 
个 求 截止 波长 .和 波导 波长 4; 
加 如 果 此 模 为 TMa, , 求 波导 尺寸 。 

8.6 个 空气 填充 的 矩 型 波导 尺寸 为 <xb, 且 汶 <a<25, 以 TEo 模 工作 于 了 = 
3 GHz。 若 要 求 工作 频率 至 少 比 TE 模 的 截止 频率 高 20% ,而 又 比 与 之 最 临近 的 高 次 模 的 堆 
止 频 率 低 20% , 试 决定 尺寸 a 和 bb。 

8.7 ” -矩形 波导 内 充 空气 , 模 截面 尺寸 为 a Xx 6 =7.2 cmX3.4 cm。 

名 当 工作 波长 为 =16 cm,8 cm,6.5 cm 时 ,波导 中 可 能 传输 哪些 模式 ? 
@@ 若 要 求 工作 频率 范围 最 低 须 比 TE:o 模 的 截止 频率 高 5% ,最 高 须 比 TEn 最 邻近 的 高 次 
模 的 截止 频率 低 5% , 试 算出 此 频率 范围 。 

8.8 一 填充 空气 的 正方 形 截 而 的 波导 , 边 长 为 < ,确定 只 能 传输 TEw 模 的 工作 波长 范围 。 

8.9 一 空气 填充 的 矩 形 波导 尺寸 为 a=2.29 em, =1.02 cm。 车 传 TEu 模 ,工作 频 
率 /=10 GHz, 求 ; 

全 相 移 常数 8 ,模式 阻抗 wme; 

四 车 波导 改 为 填充 iu = 1,e,= 4 的 完 纯 介质 , 重 求 TEw 模 的 和 he; 

@ 若 工作 频率 降 到 /= 5 GHz< /., 试 确定 TE 模 的 衰减 常数 a 和 模式 阻抗 pr ,并 计算 
场 量 衰减 到 参考 值 的 e! 时 的 了 距离 。 

8.10 ”谐振 腔 的 谐振 频率 取决 于 哪些 因素 ? 谐振 波长 又 取决 于 哪些 因素 ? 若 有 一 填充 
空气 的 谐振 腔 已 谐振 于 TEiw 模 , 现 将 此 谐振 腔 填充 某 种 介质 (pos )， 问 是 否 还 能 谐振 于 同一 
模式 ”如何 使 之 重新 谐振 于 TEm 模 ? 

8.11 和 阶 跃 光纤 纤 芯 折射 率 ni = 1.47, 相 对 折射 率 A=0.2% , 求 包 层 折射 率 =: ;并 问 
在 工作 波长 为 1.31 pm 时 , 纤 芯 半径 a 应 为 多 大 才能 保证 单 模 传输 ? 
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第 9 章 ， 稳 态 简 谐 波 的 天 线 辐射 场 


在 前 几 章 中 ,我 们 应 用 6.9 节 求解 无 源 区 的 齐 次 标量 波动 方程 得 到 的 遂 解 讨论 了 电 伐 波 
在 自由 空间 的 传播 ,在 分 界面 上 的 反射 与 折射 ,在 受 约束 的 空间 一 一 各 种 波导 和 光 导 纤维 中 的 
传播 。 但 所 有 这 些 都 没有 对 波 的 发 源 进行 探讨 。 本 章 将 在 6.10 节 得 到 的 有 源 区 的 非 齐 次 波 
动 方程 ( 达 朗 贝尔 方程 ) 的 积分 解 的 基础 上 分 析 稳 态 简 谐 波 的 天 线 辐 射 场 。 

产生 电磁 波 的 振荡 源 一 般 称 为 天 线 , 当 振荡 源 的 频率 提高 到 波长 与 天 线 尺寸 可 比拟 时 , 辐 
射 就 显著 了 。 本 章 我 们 只 讨论 达到 稳 态 的 简 谐 波 的 辐射 场 。 

对 于 天 线 , 所 关心 的 参数 是 它 的 辐射 场 强 方向 性 以 及 辐射 功率 和 效率 。 

天 线 的 类 型 可 大 体 分 为 线 天 线 与 面 天 线 。 求 解 天 线 问题 的 解析 方法 , 床 则 上 是 找 出 满足 
天 组 边界 条 件 的 麦克 斯 书 方程 组 的 解 。 但 这 种 方法 在 数学 贞 到 很 大 困难 ,甚至 无 法 求解 ( 因 
面 在 求解 过 程 的 不 少 环节 上 都 不 得 不 根据 实际 情况 作 一 些 近似 }。 本 章 所 介绍 的 解析 法 是 从 
6.10 节 解 出 的 达 记 贝尔 方程 的 通 解 一 标量 位 函数 的 积分 表达 式 (6.10.8) 出 发 的 。 这 个 解 式 
的 一 部 分 是 江 后 位 ,利用 滞后 位 可 导出 元 电流 (等 效 为 电 偶 极 子 ) 的 辐射 场 。 本 章 的 中 间 部 分 
是 利用 电 与 磁 的 对 偶 性 和 电厂 学 上 的 巴 介 涅 原理 求解 磁 偶 极 子 与 开 槽 天线 的 辆 射 场 。 解 式 
(6.10.8) 的 另 一 部 分 就 是 克 希 起 夫 公式 ,本 章 的 后 半 部 介绍 了 如 何 用 克 希 霍 夫 公式 计算 口径 
绕 射 场 , 即 面 天 线 的 辐射 场 。 

在 全 部 讨论 中 都 是 把 天 线 作为 发 射 天 线 来 分 析 的 。 因 此 ,在 本 章 末 介 绍 了 互 易 定理 ,从 面 
获取 该 天 线 用 于 接收 时 的 有 关 和 参量。 


9.1 沾 后 位 ” 克 希 赴 夫 公式 
从 第 六 章 得 到 的 达 颜 贝尔 方程 的 积分 解 式 (6.10.8) 


1 plr Ye A 1 em aB(r’) 
em = 不 | 1r 一 斑 | dr + [二 = 9n 


机 a e 起 
Pr ) 冯 {1 了 一 Pi)]as 
中 ,可 以 导出 几 个 重要 的 推论 ,它们 是 求解 天 线 辐射 场 的 基础 公式 。 

1. 沾 后 位 

当 标量 波 函 数 @ 满足 无 限 远 条 件 (6.10.12)、(6.10:13)( 意 味 着 场 源 只 分 布 在 有 限 的 区 
域 ) 时 ,对 于 内 域 问题 ,前 已 证 明 解 式 (6.10.8) 中 洛 S- 的 面积 分 将 消失 面 只 剩 下 体积 分 项 ， 


or) = | Pdr (R=Ir-rl) (9.1.D) 


上 式 也 亲 用 无 异 空间 格林 函数 (6.10.18) 的 形式 写成 
or) =| AE (6= 潜 ) (9.1.2) 
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(9.1.1) 式 带 有 时 间 央 子 e~ 时 的 形式 应 为 
el) 
gr = | eC 人 人 dr 全 去) (9.1.3) 


矢量 磁 位 4 的 三 个 直角 分 量 都 满足 形 如 (6.8.12) 的 标量 波动 方程 ,假设 无 限 远 条 件 也 满足 ， 
则 它们 都 应 具有 形 如 (9.1.3) 式 的 解 ,因而 非 齐 次 矢量 波动 方程 (6.8.11) 中 矢量 磁 位 4 的 解 
式 可 以 从 (9.1.3) 式 直接 写 出 : 

T(r ee 人) 


(rr) = 本 | Rdr (9.1.4) 
若 不 限于 时 谐 场 ,对 于 一 般 的 时 变 场 源 p(r ,z) , 则 与 (9.1.3) 和 (9.1.4) 相 应 的 解 式 应 为 


,,_R 
g@(r,1) | (9.1.5) 
J (rt 
Alr,)= 蕉 ， Rdr (9.1.6) 


解 式 (9.1,3) 一 (9.1.6) 表 明 ,在 上 时 刻 , 场 点 忆 的 标量 电位 和 矢量 磁 位 并 不 是 由 t 时 刻 的 源 
《2 或 .万 的 值 决定 的 ,而 是 由 早先 的 : 一 到 时刻 的 滨 所 决定 的 。 也 就 是 说 ,观察 点 已 的 “相位 ” 


滞后 于 源 的 “相位 ” , 灌 后 的 时 间 芋 取决 于 P 点 与 源 点 的 距离 R= |r - +" | 和 电磁 波 在 该 种 媒质 


中 的 传播 速度 "。 这 正如 我 们 若 能 站 在 牛 郎 星 上 ,在 某 时 刻 看 到 的 织女 星 ,其 实 是 16.4 年 前 
织女 星 的 模样 。 

基于 这 种 位 场 变化 在 时 间 上 滞后 的 事实 ,我 们 把 (9,1.3)、(9.1.5) 式 表示 的 标量 位 以 及 
(9.1.4) (9.1.6) 式 所 表示 的 矢量 位 称 为 滞后 位 。 

从 灌 后 位 出 发 ,可 计算 偶 极 子 天 线 的 辐射 场 ,并 进而 计算 线 天 线 ,以 至 天 线 阵 的 辐射 场 。 

2. 克 希 堆 夫 公式 

上 面 讨 论 了 解 式 (6.10.8) 中 面积 分 项 为 零 的 情况 ,这 里 将 讨论 另 一 种 与 之 相反 的 情况 。 
如 若 在 6.10 节 非 齐 次 波动 方程 的 内 域 问题 中 场 源 都 分 布 在 外 域 [如 图 9-1(a) 所 示 ] ,或 是 在 
外 域 问题 中 场 源 都 分 布 在 内 域 [如 图 9-1(b) 所 示 ] ,由 于 所 讨论 的 空间 体积 r 中 没有 场 源 , 解 
式 (6.10.8) 中 的 体积 分 项 将 为 零 ,只 剩 下 面积 分 项 。 虽 然 外 域 问题 中 z 的 整个 界面 S 是 由 划 
分 内 .外 域 的 界面 S, 和 S$.。 共 同 构成 的 ,但 是 更 满足 无 限 远 条 件 ( 因 为 场 源 仅 存在 于 有 限 的 


内 域 中 ) 会 使 中 。 = 0 ,从 而 (a) `(b) 两 种 情况 下 都 将 有 


fe 1 
于 一 本 ,| 下 vo-6v (所 ia 


em) = 过 -各 -2 六 ( 呈 )]as (R=Ir-rD) (047) 
中 灶 S 的 面积 分 在 外 域 问题 即 图 9- 1(b) 的 情况 下 只 需 在 3, 上 进行 。 注 意 , 无 论 在 哪 种 情 
况 下 .都 是 指向 所 讨论 区 域 z 之 外 的 ,如 图 9. 所 示 。 因 为 解 式 (6.10.8) 从 根本 上 是 由 数 度 
定理 ~ 格林 定理 扒 导 而 来 的 。 如 果 使 用 的 法 线 反 向 ,指向 所 讨论 区 域 + 的 内 部 , 则 (9.1.7) 式 
中 被 积 冰 数 就 应 改变 符号 。 
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(9.1.7) 式 就 是 标量 克 希 霍 夫 公式 。 它 实质 上 是 数学 形式 的 惠 更 斯 原理 。 它 表明 , 场 点 了 
处 的 标量 波 振 幅 可 以 表示 为 各 面 元 dS 上 的 等 效 源 产 生 的 子 波 的 总 和 。 这 些 等 效 源 是 由 界面 
S 上 的 年 和 V 旬 来 决定 的 。 和 而 8 和 V@ 不 是 彼此 独立 的 ,是 通过 波动 方程 相 联系 的 ,已 知 界面 
上 更 分 布 的 叫 作 Dirichlet 问题 ,已 知 界面 上 VG 分 布 的 称 为 Neumann 问题 。 进 一 步 的 讨论 可 
参阅 有 关 文献 [5]。 

利用 克 希 霍 夫 公式 可 以 计算 口径 绕 射 问题 ,避免 在 天 线 系统 的 复杂 边界 条 件 下 求解 考 克 
斯 韦 方 程 ,因而 是 计算 面 天 线 辐射 场 的 基础 。 


图 9-1 克 和 希 牧夫 公式 的 适用 问题 的 场 源 分 布 
(a) 内 域 问题 ; (b) 外 域 问题 = 


9.2， 偶 极 子 天 线 
在 静电 场 同 题 中 , 电 侦 极 子 是 一 对 相距 距离 很 小 的 等 值 异 号 的 点 电荷 系统 。 若 这 对 点 电 
荷 的 电荷 量 随时 间 变化 ,分 别 为 + 9(z7 和 -9(z) ,两 个 点 电荷 之 间 的 距 


离 为 dl ,df 一 0, 则 称 之 为 交 变 电 偶 极 子 ,或 简称 为 个 极 子 。 交 变 电 侦 极 
子 是 最 简单 的 辐射 源 , 它 所 产生 的 电磁 场 是 分 析 各 种 线 天 线 的 电磁 场 的 。 wl lao 
理论 基础 ,具有 很 高 的 理论 和 工程 实用 价值 。 我 们 就 从 交 变 电 偶 极 子 开 
始 ,讨论 天 线 的 辐射 问题 。 0 

如 图 9-2 所 示 , 侦 极 子 电荷 量 的 变化 ,是 通过 电荷 之 间 的 电流 (2) 
实现 的 。 根 据 电荷 守恒 定律 可 知 


图 9-2 电 偶 极 子 
开间 一 da (9.2.1) 


后 下 . 可 用 
IT-jog，e= 节 (9.2.2) 


式 中 1g 均 为 复数 ,必要 时 可 用 带 点 的 符号 表示 。 由 于 d! 一 
， 0 ,因此 可 认为 di 上 各 点 的 电流 是 相等 的 。 这 样 , 偶 极 子 qd/ 
就 可 当 作 电流 元 fd 来 处 理 ,于 是 ,在 静态 场 中 相互 独立 的 两 
| 种 场 源 在 时 变 场 中 成 为 了 一 体 ,以 {9.2.2) 式 相 联系 ,我 们 可 以 
任意 一 种 形式 来 计算 电磁 场 ,所 得 结果 是 一 样 的 。 
图 9-3 个 极 子 天线 设 正弦 交 变 电流 元 di 位 于 坐标 原点 , 沿 = 轴 放置 ,如 图 
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9 
了 


9-3 所 示 。 下 面 我 们 利用 上 节 所 得 到 的 矢量 磁 位 的 表达 式 计 算 虐 离 原点 > 处 的 P 点 的 场 强 。 


将 (9.1.4) 式 写成 复数 形式 为 

各 (r) = 大 |. Tr ear 

式 中 代 人 了 B= 和 ,由 已 知 
1dla = 二 sdia. = Jdr 

式 中 S 为 电流 元 的 截面 积 ,可 得 矢量 位 

Ar)= oe ah, 
变换 到 球 坐标 中 ,就 有 

A(r)= 

于 是 可 由 (6.8.1) 式 求 出 磁场 


Cos 0 — gs sin 0)=a,A, + qasAy 


a. roe rsin Sa, 


_1 _ 1 3 3 3 
HO VA) rnG 于 基于 
A, ra 0 


pr Tip 
将 4,= 儿 型 和 cos 6,Ay= -所 一 sin 9 代 人 上 式 ,可 解 得 
ldisingf.B, 1- 
He= 4r (+ 下 je 


H.=H=0 
可 以 看 出 ,电流 元 fd: 微 励 的 磁场 只 有 a, 方向 上 的 分 量 。 
电场 可 由 
1 
E = xH 
解 得 为 
ld OfB_.1Y pg 
E.= a (2 让) 
se 
E,=0 
可 见 ,电流 元 a.1di 激励 的 电场 具有 a, 和 as 两 个 方向 上 的 分 量 。 
为 了 便于 分 析 , 我 们 将 (9.2.6) 和 (9.,2.8) 式 改写 成 下 面 的 形式 
= -La 和 [二 + 
和 Li8r 08 
_ ce LT 
2 《jp8r) GBr)’ 


E _Idip’ ysinOl 1 1 1 7- 
4x [ 喜 * 厂子 pr 


-iBr 


(9.2.3) 


(9.2.4) 


(9.2.5) 


(9.2.6) 


(9.2.7) 


(9.2.8) 


(9.2.9) 
(9.2.10) 


(9.2.11) 
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式 中 y=/ 上 是 媒质 的 波 阴 抗 。 下 阿 , 我 们 就 对 这 三 个 式 于 渤 行 分 析 ,从 而 引出 有 关 辑 射 间 是 


的 一 些 基本 概念。 

1. 近 区 场 

如 果 育才 1, 即 2xr<&2 ,也 就 是 说 以 偶 极 子 为 原点 、 以 x 为 半径 所 画 出 的 任 一 圆 的 周 长 远 
小 于 电磁 波 的 波长 时 , 则 称 满足 这 个 条 件 的 空间 区 域 为 偶 极 子 天 线 的 近 区 。 


在 近 区 内 ,由 于 应 祥 1, 因 此 有 
(Br) 3B(B) Pp) (9.2.12) 
以 及 es (9.2.13》 
于 是 ,由 式 (9.3.9) 可 知 ,在 近 区 内 磁场 可 表示 为 
H(r)=a, {oe (9.2.14) 


这 和 便 定 电流 的 磁场 强度 公式 , 即 毕 奥 - 萨 伐 尔 公式 (4.1.1) 在 形式 上 完全 一 样 。 类 似 地 ,将 
《9.3.12)、(9.2.13) 以 及 (9.2.2) 式 带 人 到 (9.2.10) 和 (9.2.11) 式 中 ,可 得 到 近 区 内 电场 的 近 
似 表 达 式 为 


E(r) Ps(a,2 cos 0+ a sin 0) {9.2.15) 
4ner 


显然 ,该 式 与 静电 场 中 电 侦 极 子 的 场 式 (2.4.4) 在 形式 上 完全 一 样 。 由 于 交 变 电 偶 极 子 在 近 区 
内 的 电磁 场 的 主要 成 分 与 静态 场 中 电 偶 极 子 的 电场 和 人 恒定 电流 元 的 磁场 在 形式 上 完全 一 样 ， 
因此 通常 把 交 变 电 偶 极 子 在 近 区 内 的 场 称 为 “ 似 静 场 ”。 

由 (9.2.14) 和 (98.2.15) 式 可 以 看 出 , 似 静 场 的 复数 玻 印 廷 矢量 是 纯 虚数 ,电磁 场 传播 的 有 功 
功率 为 零 。 因 此 , 似 静 场 的 能 量 没 有 发 生 流 动 ,向 外 辐射 ,而 是 在 电场 和 磁场 之 间 相 互 交 换 ,就 好 
像 被 束缚 在 近 区 内 伏 的 。 所 以 ,在 讨论 辐射 问题 时 ,也 常 将 似 静 场 称 作 “束缚 场 " 或 "感应 场 "。 

2. 远 区 场 

当 观 察 点 远离 交 变 电 侦 极 子 ,满足 Br 六 1 的 区 域 ,就 称 为 远 区 。 在 远 区 中 ,有 


(Br) (PB) PB) (9.2.16) 
因此 , 远 区 中 的 电磁 场 可 写 为 

Ho Sie =) {YS ew (9.2.17) 
书 x Ja sin gig -=j7 玛 和 4 sin g。 mr (9.2.18) 
E,.20 (9.2.19) 

可 以 看 出 , 远 区 场 的 主要 成 分 只 有 横向 分 量 , 即 电场 和 磁场 相互 垂直 , 且 都 垂直 于 失 径 ", 其 比值 : 
兰 -&=， (9.2.20) 
等 于 媒质 的 本 质 阻 抗 ,因此 , 远 区 的 主要 波 是 TEM 波 。 若 用 矢量 形式 表示 , 远 区 场 满足 下 列 


关系 式 ， 
= Xa, (9.2.21) 


Ho XE (9.2.22) 


而 且 ,电场 和 磁场 的 等 要 而 是 ” 等 于 常数 的 球面 ,而 在 等 相 而 上 ,电磁 场 的 振幅 是 按 sin 9 变化 
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的 ,因此 ,该 波 呈 一 个 非 均 匀 球 面 波 。 
外 ,我们 还 可 以 看 出 , 蕊 。 和 Ex 的 相位 相同 ,因而 它们 的 玻 印 廷 矢量 


| ._ ,1 
$= ExXH’=a, 本 ?Ho (9.2.23) 


为 实数 ,这 表明 ,这 部 分 电磁 能 量 是 沿 着 a, 方向 向 外 传播 的 。 而 月, 由 于 本 和 os 均 与 + 成 
反比 ,因此 , 玻 印 廷 矢 基 与 ?成 反比 ,这 样 , 若 取 一 个 半径 为 7 的 球面 对 5 做 通 量 积分 , 则 可 得 
到 一 个 与 了 > 无关 的 常数 , 即 


sc 上 = 本 和 (到 (9.2.24) 

其 中 1 为 电流 振幅 值 , 说 明 远 区 场 的 主要 成 分 所 携带 的 电磁 功率 ,将 全 部 辐射 出 去 ,我 们 把 这 

部 分 与 > 成 反比 的 场 , 称 为 辐射 场 。 而 电场 和 磁场 中 与 的 高 次 方 成 反比 的 项 是 属于 不 能 辐 
射 的 成 分 ,为 了 简单 ,我 们 把 它们 统称 为 束缚 场 或 感应 场 。 

3. 辐射 场 的 方向 性 

从 上 上 面 的 分 析 我 们 知道 , 偶 极 子 天 线 的 辐射 场 是 非 均 匀 的 ,其 场 强 正比 于 sin 9,96=0 和 6 

= 工时 ,辐射 场 为 零 ,而 在 0= 子 时 , 辆 射 最 强 。 这 种 电磁 辐射 的 方向 性 是 所 有 天 线 都 具有 的 


竺 性 。 在 电磁 场 工程 中 ,通常 使 用 方向 性 函数 来 表示 在 远 区 半径 为 常数 的 大 球面 上 天 线 辐射 
的 功率 或 场 晶 随 空间 方向 坐标 变化 的 规律 ,分 别称 为 功率 方向 性 函数 和 场 强 方向 性 函数 。 以 
场 强 方向 性 函数 为 例 , 其 定义 为 


Fi9,9)= 下 多 (9.2.25) 


其 中 ,|E(9,9) | 为 在 距 天 线 + 的 球面 上 辐射 电场 在 (6, 9 ) 方向 上 的 振幅 , | Enw | 为 距 天 线 ~ 
的 球面 上 辐射 电场 在 辐射 最 强 方向 上 的 振幅 。 例 如 ,对 于 上 面 介绍 的 偶 极 子 天 线 ,其 场 强 方向 
性 函数 为 


F(0)=sing (9.2.26) 
类 似 地 ,也 可 以 定义 功率 方向 性 函数 P(9, yp), 且 有 
P(O,9)=F (09, 9) 

为 了 直观 地 反应 天 线 辐射 的 方向 性 ,将 方向 性 函数 绘 成 图 形 , 称 为 方向 图 ,也 叫 波 瓣 图 ,或 
辐射 图 。 侦 极 子 天 线 的 场 强 方向 图 示 于 图 9-4, 其 中 图 (a) 是 yOz 平面 的 剖面 图 , 称 为 吾 面 方 
向 图 ,因为 辐射 场 的 矢量 在 该 平面 上 ,并 与 下 矢量 垂直 ;图 (b) 是 xOy 平面 的 方向 图 , 称 为 
地 面 方向 图 ,因为 条 矢量 在 该 平面 上 而 且 与 E 矢量 垂直 ;图 (e) 是 方向 图 的 立体 模型 , 它 是 由 
图 (a) 所 示 曲 线 绕 天 线 轴 旋转 一 周 所 构成 的 回旋 体 。 但 除了 最 基本 的 天 线 ,其 他 天 线 的 立体 辐 


(a} {b} 5) 


图 9.4 人 惕 极 子 大 线 的 方向 图 
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沟 


图 都 很 复杂 , 有 时 甚至 很 难 绘制 。 

4. 辐射 功率 

天 线 向 自由 空间 辐射 的 电磁 波 功率 , 称 为 辐射 功率 ,用 P, 表示。 它 是 复数 玻 印 廷 矢量 对 
区 任 一 球面 的 通 量 积分 ,对 偶 极 子 天 线 , 即 是 (9.2.24) 式 ,为 


P, =- fstr) .ds = 村 权 P 村 ) 


部 


将 空气 中 的 ?= 120r 代入 ,可 得 
anldy 
P=40r (gL) (9.2.27) 
注意 , 式 中 4 是 空气 中 的 波长 , 1 是 偶 极 子 上 的 电流 振幅 值 , 若 以 有 效 值 表示 电流 , 则 有 
了 YI 有 六 
于 是 Pp.=807 Bs (se) (9.2.28) 
式 中 工 的 单位 为 A,P, 的 单位 为 W。 
5. 辐 射电 阻 
若 把 辐射 场 与 电路 对 应 起 来 ,借用 电路 的 概念 ,把 辐射 功率 写成 
了 ,= [hgR, (9.2.29) 
则 可 得 到 
R,=g0r (us) (9.2.30) 


这 里 的 RR, 称 为 辐射 电阻 ,单位 为 D。 辐 射电 阻 反 映 了 当天 线 中 激 起 某 一 电场 强度 时 ,天 线 辆 
射电 磁 波 能 力 的 大 小 , 它 取决 于 天 线 的 电 尺 寸 虹 。 与 辐射 功率 相 比 , 辐 射电 阻 更 能 说 明天 线 


的 质量 ,因为 辐射 功率 不 仅 取决 于 天 线 的 任 质 ,还 与 天 线 中 的 电流 强度 有 关 ,而 辐射 电阻 却 唯 
一 地 由 天 线 本 身 的 结构 所 确定 。 

6. 方 向 性 系数 

由 图 9-4 可 看 到 ,天 线 向 各 方向 辐射 的 强度 是 不 相同 的 。 为 了 定量 地 描述 某 一 天 线 辐射 
功率 的 集中 程度 ,在 工程 上 ,通常 使 用 方向 性 系数 来 将 该 天 线 与 理想 的 点 源 天 线 做 比较 。 所 谓 
理想 的 点 源 天 线 ,是 指 它 的 辐射 没有 方向 性 ,也 就 是 说 辐射 强度 在 空间 各 方向 是 相等 的 , 其 辐 
射 图 是 一 个 球形 。 这 种 点 源 天 线 实 际 上 并 不 存在 ,只 是 天 线 间 的 方向 性 做 比较 时 所 选用 的 参 
考 标准 。 通 常 方向 性 系数 的 定义 为 :在 相同 的 辐射 功率 下 实际 天 线 产 生 的 最 大 辐射 强度 与 点 
源 天 线 在 同一 点 产生 的 辐射 强度 的 比值 。 辐 射 强度 是 指 天 线 在 其 所 在 空间 的 单位 立体 角 内 所 
辐射 的 功率 ,等 于 辐射 功率 密度 即 玻 印 廷 矢量 与 距离 ~ 平方 的 乘积 。 因 此 ,辐射 强度 与 电场 
强度 的 平方 成 正比 ,于 是 ,方向 性 系数 D 可 写成 


(9.2,31) 


式 中 已 和 EE 分 别 表示 实际 天 线 产 生 的 最 大 电场 强度 与 点 源 天 线 在 同一 点 产生 的 电场 强度 。 
由 于 场 强 平方 与 功率 成 正比 ,因此 ,方向 性 系数 的 另 一 种 定义 可 宸 述 为 :在 产生 相等 电场 强度 
的 前 提 下 ,点 源 天 线 的 辐射 功率 P。 与 实际 天 线 的 总 辐射 功率 P, 的 比值 , 即 
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p= (9.2.32) 


例 9.1 求偶 极 子 天 线 的 方向 性 系数 。 
解 已 知 偶 极 子 天 线 的 最 大 辐射 方向 在 9=90" 方 向 。 在 此 方向 上 ,电场 强度 取得 最 大 


值 ,为 


Es= Ellow -7H (9.2.33) 


点 源 天 线 欲 产生 这 样 大 的 电场 强度 , 即 在 包围 点 源 天 线 半径 同 为 r 的 球面 上 各 点 均 有 Eo。 = 
五 。, 它 所 辐射 的 总 功率 须 为 
_ 2 an dy 
Pa=4rr 3 = 1d1) n=60n7 I (¥) 
将 该 式 与 (9.2.27) 式 代入 (9.2.32) 式 ,可 得 
D=Pe=1.5 (9.2.34) 
这 就 是 偶 极 子 天 线 的 方向 性 系数 。 它 表明 ,在 牌 直 天 线 轴 方 向 产生 相等 电场 强度 的 条 件 下 , 偶 
极 子 天 线 的 总 辐射 功率 是 点 源 天 线 的 总 旺 射 功率 的 他 。 如 果 两 天 线 的 效率 都 是 100% , 则 偶 


极 子 天 线 需要 的 输入 功率 也 只 是 点 源 天 线 需 要 的 输入 功率 的 三 分 之 二 。 换 句 话说 ,在 辐射 功 
率 相等 的 情况 下 , 价 极 子 天 线 在 垂直 于 天 线 轴 方 向 所 产生 的 电场 强度 是 点 源 天 线 在 同一 点 所 
产生 的 电场 强度 的 .1.5<:1.22 倍 。 
7. 天 线 效率 
天 线 的 效率 风 可 粗略 地 定义 为 天 线 的 辐射 功率 也 , 与 输入 的 总 功率 Pu 之 比 , 即 
_P,_PR,_R, 
PP FR RR, 
式 中 R, 为 天 线 电阻 ,包括 天 线 的 辐射 电阻 R. 和 损耗 电阻 两 部 分 。 损耗 电阻 是 指 当 天 线 
中 激 起 某 一 电流 强度 时 ,天 线 在 能 量变 换 过 程 中 的 功率 损耗 量 。 利 用 天 线 效 率 可 计算 出 天 线 
输入 端 和 天 线 结构 的 损耗 。 
由 式 (9.2.35) 可 以 看 出 , 欲 提 高 天 线 效率 ,必须 提高 辐 庙 电阻 ,降低 损耗 电阻 。 超 短波 天 
线 一 般 辐 射电 阻 大 ,损耗 小 ,效率 高 ,几乎 可 以 接近 1。 中 短波 天 线 广泛 使 用 的 是 偶 极 子 天 线 ， 
由 子 其 电 尺寸 df 人 4 很 小 ,辐射 电阻 不 高 ,损耗 较 大 ,效率 很 低 。 
8 .天 线 增益 
天 线 增益 是 天 线 增益 系数 的 简称 ,其 定义 方法 与 方向 性 系数 相 类 似 , 是 以 实际 天 线 的 输入 
功率 与 无 损耗 (加 = 1) 点 源 天 线 的 输入 功率 做 比较 而 定义 的 。 仿 照 方向 性 系数 的 定义 式 
(9.2.31) 和 (9.2.32), 可 得 到 天 线 增益 G 的 两 全 定义 式 如 下 : 


(9.2.35) 


(9.2.36) 


G-Pe (9.2.37) 


in 1E.=Eo 
(9.2.37) 式 表明 ,实际 天 线 在 最 大 辐射 方向 上 某 点 产生 相等 电场 强度 的 条件 下 ,点 源 天 线 的 总 
输入 功率 比 实际 天 线 的 总 输入 功率 所 提高 的 倍数 。 
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将 (9.2.35) 式 及 加 =1 代 入 (9.2.37) 式 ,可 得 
、 已 
6=P -=P (9.2.38) 


也 

该 式 表示 以 点 源 天 线 作 为 比较 标准 时 ,天线 增益 与 效率 和 方向 性 系数 之 间 的 关系 。 当 天 
线 效率 接近 100% 时 ,增益 便 与 方向 系数 近似 相等 。 

以 上 我 们 对 偶 极 子 天 线 作 了 比较 详尽 的 介绍 。 这 种 天 线 的 长 度 很 小 ,所 以 可 假定 天 线 上 
的 电流 振幅 沿线 相等 。 实 际 上 天 线 的 尺寸 远 比 diAA 
大 很 多 , 天线 上 的 电流 分 布 也 不 十 能 到 处 一 样 。 在 
讨论 电磁 干扰 问题 时 ,具有 大 线 效应 的 一 些 导线 也 
不 一 定 是 直线 者 的 ,导线 上 的 电流 分 布 不 仅 大 小 不 
一 , 连 方向 也 可 能 不 同 。 对 这 些 天 线 求解 辐射 场 时 
可 以 运用 肥 加 大 理 , 先 把 整 副 天 线 看 成 是 由 许 许多 
多 的 偶 极 子 天 线 组 成 ,这 些 偶 极 子 天 线 上 各 段 的 电 
流 大 小 和 方向 并 不 相同 ,然后 利用 矢量 积分 求 和 的 
办 法 ,把 它们 在 某 点 产生 的 场 强 登 加 起 来 ,就 可 得 到 -. 
该 点 的 总 场 强 。 例 如 ,对 于 图 9-5 中 长 度 为 4 从 的 
半 波 天 线 , 在 观察 点 P 的 矢量 爸 位 为 

a 


1 四 
Arob0) 条 | (ae (9.2.39) 
4 


式 中 1(z) 表 示 沿 大 线 变 化 的 电流 。 求 出 失 量 位 后 , 即 可 按 (9.2.5) 与 (9.2.7) 式 求 出 卫 点 的 
磁场 强度 与 电场 强度 。 
男 外 ,也 可 用 有 效 长 度 的 概念 来 比较 线 天 线 辐 射电 磁 波 的 能 


于 BB 力 。 天 线 的 们 效 长 度 2 以 最 大 辐射 方向 的 场 强 为 标准 , 当 某 一 天 
| T 线 在 最 大 辐射 方向 的 场 强 与 电流 元 在 最 大 辐射 方向 的 场 强 相等 
i 时 ,该 天 线 相当 于 多 长 的 电流 元 ,此 长 度 即 定义 为 天 线 的 有 效 长 

| [mma| 4 [二 度 。 即 假设 有 一 长 度 为 1. 的 电流 元 ,其 上 均匀 分 布 电流 和 ,又 假 
一 | i 上- 一 | 1 -一 设 某 实际 天 线 的 波 腹 电流 (或 局 电 点 电流 ) 亦 为 1,, 且 两 天 线 在 最 


大 辐射 方向 上 的 场 强 相等 , 则 称 2 为 该 实际 天 线 的 有 效 长 度 , 如 
网 9 6 有 效 长 此 概 钨 。 图 9.6 所 冰 。 有 效 长 度 常用 于 衡量 中 长 波 天 线 及 某 些 长 度 较 短 的 

短波 天 线 的 辐射 效能 。 应 当 注意 的 是 ,有 效 长 度 的 概念 通常 只 , 

用 于 电 尺寸 小 于 444 的 天 线 。 从 有 效 长 度 的 定义 可 知 ,天 线 的 辆 小 

射 场 强 与 天 线 的 有 效 长 度 成 正比 ,有 效 长 度 的 数值 取决 于 天 线 二 

方向 性 函数 的 最 大 值 和 天 线 上 的 电流 分 布 。 通 常 , 天线 的 有 效 “| ee. 

长 度 小 于 它 的 几何 尺寸 。 天 线 上 的 电流 分 布 得 越 均匀 ,其 有 效 -aa 2 

长 讼 就 越 接近 于 几何 尺寸 。 在 实际 天 线 中 ,为 使 天 线 电流 尽量 叶 

分 布 得 均匀 些 ,常常 在 天 线 项 部 加 装 水 平 部 分 或 其 他 形式 的 项 ee 

电容 ,以 增加 天 线 的 有 效 长 度 。 例 如 ,实际 的 个 极 子 天 线 可 能 如 

图 9-7 所 示 , 用 平行 双 线 给 侦 极 子 馈 电 , 在 偶 极 子 两 端 加 上 金属 


图 9-7 实际 偶 极 子 大 线 
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圆 盘 , 两 圆 盘 形 成 电容 , 盘 上 电荷 4 与 线 上 电流 1 的 关系 即 是 /=jwg。 
9.3 ” 电 与 磁 的 对 偶 性 


我 们 在 研究 电磁 场 的 过 程 中 会 发 现 , 电 与 磁 经 常 是 成 对 出 现 的 ,电场 与 磁场 的 分 析 方法 也 
有 相当 的 一 致 性 。 例 如 ,在 静电 场 中 ,为 了 简化 电场 的 计算 而 引 作 标量 电位 ,在 恒定 磁场 中 ,也 
仿照 静电 场 ,可 以 在 无 源 区 引信 标量 磁 位 ,并 将 静电 场 标量 电位 的 解 的 形式 直接 套用 过 来 , 因 
为 它们 均 满 足 拉 普 拉 斯 方程 ,因此 解 的 形式 也 必然 是 相同 的 。 这 样 做 的 理论 根据 是 二 重 性 原 
理 , 所 谓 二 重 性 原理 就 是 :如 果 描 述 两 种 不 同 物理 现象 的 方程 具有 相同 的 数学 形式 . 则 它们 的 
解答 也 必 取 相同 的 数学 形式 。 

在 求解 电磁 场 同 题 时 ,如 果 能 将 电场 与 磁场 的 方程 完全 对 应 起 来 , 即 电 场 和 磁场 所 满足 的 
方程 在 形式 上 完全 一 样 , 则 在 相同 边界 条 件 下 ,其 解 的 数学 形式 也 必然 相同 。 这 时 若 电 场 或 磁 
场 的 解 式 已 知 , 则 可 很 方 使 地 得 到 另 一 场 量 的 解 式 。 

如 果 我 们 用 磁 侦 极 子 的 磁 荷 模型 来 代 痊 安培 模型 ,即将 磁 偶 极 子 看 作 是 一 对 相距 很 近 的 
极 性 相反 的 磁 荷 ,而 将 磁 荷 的 运动 定义 为 磁 流 , 则 电场 和 磁场 的 各 物理 量 就 可 以 一 一 地 对 应 起 
来 ,麦克 斯 韦 方 程 组 在 形式 上 就 完全 是 对 称 的 : 


VxH- 窟 +. (9.3.1) 
._3B 

VE -3 (9.3.2) 
VB-p,. (9.3.3) 
VD=p。 (9.3.4) 

电流 连续 性 方程 为 
VJ.= -用 (9.3.5) 

磁 流 连续 性 方程 为 
VJ -人 (9.3.6) 
式 中 下 标 m 表 示 磁 量 ,e 表示 电量 。J 是 磁 流 密度 , 量 岗 是 V /im; pw 是 磁 荷 密度 , 基 岗 是 

Wb/m。 


(9.3.1) 式 表示 产生 磁场 的 旋 度 源 是 电流 和 位 移 电 流 ( 变 化 的 电场 ),(9.3.2) 式 表示 产生 
电场 的 旋 度 源 是 磁 流 和 位 移 磁 流 (变化 的 磁场 ), (9.3.3) 式 表示 产生 磁场 的 散 度 源 是 磁 荷 ， 
(9.3.4) 式 表示 产生 电场 的 散 度 源 是 电荷 。(9.3.1) 式 的 等 号 右边 是 正 号 ,表示 电流 和 磁场 之 
间 有 右手 螺旋 关系 , (9.3.2) 式 的 等 号 右边 是 负 号 ,表示 磁 流 和 电场 之 间 有 左手 螺旋 关 
系 。 

假使 我 们 将 电场 EE( 或 磁场 囊 ) 写 成 是 由 电源 产生 的 电场 E.( 或 磁场 HH.) 与 由 位 源 产 生 的 
电场 E,,( 或 磁场 H,,) 二 者 之 和 , 即 

E=E.+E,。 D=D.+D, 
H=H.+ H, | 


(9.3.7) 


则 有 
-297 。 


VD-=0 
从 这 些 式 子 可 以 看 到 电量 和 磁 量 的 对 侦 性 。 


仿 此 ,相应 于 矢量 磁 位 4 有 矢量 电位 ;相应 于 标量 电位 @ 有 标量 磁 位 亚 。 即 相应 于 


H.= Lvx4 
加 


2_vG-24 
E.=-VE- 


Er 
当 电源 量 和 磁 源 量 同 时 存在 时 ， 总 场 量 应 为 它们 分 别 产 生 的 场 量 和 : 
BE- -vo- 给 -TvxF 
H=-V 罗 - 字 + 六 x& 
《9,3.1) 式 与 (9.3.2) 式 如 写成 积分 形式 为 
Hdl= 
< 
ag 


FEal=- 


EE 
于 十 工 
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(9.3.8) 


(9.3.9) 


《9.3.10) 


(9.3.11) 


(9.3.12) 


(9.3.13) 


(9.3.14) 


{9.3.15) 


(9.3.16) 


(9.3.17) 


{9.3.18) 


(9,3.19) 


(9.3.20) 


(9.3.21) 


式 中 于 代表 电 通 量 , 量 纲 是 C;$ 代表 磁 通 量 , 量 纲 是 Wb; fu 是 磁 流 , 量 纲 是 Y。 
此 外 ,电磁 场 的 边界 条 件 也 可 写 为 


nx(H- H)=J, (9.3.22) 
nx (EE)= -J (9.3.23) 
n'(B,-B2)= pms (9.3.24) 
n' (Di— D)= ps (9.3.25) 


式 中 Jw 和 pws 分 别 代 表 介 质 分 解 面 上 的 表面 磁 流 线 密度 和 表面 磁 荷 密度 ,它们 与 J。 和 p 一 
样 ,也 是 假想 的 等 效 量 。 根 据 以 上 电源 量 和 磁 源 量 之 间 的 对 侦 关 系 , 我 们 不 难 找 出 它们 之 间 的 
互 换 规则 : 即 怎样 由 一 电源 量 的 公式 求 出 它 的 磁 源 量 的 对 偶 公 式 ,或 相反 。 
互 换 的 规则 是 
E.~H, 
Ho Es 
Ton 
Em 《9,3,26) 
Pondd 
Per pm 
人 
使 用 这 样 的 对 偶 关系 ,可 以 很 方便 地 求解 许多 电磁 场 问题 。 


9.4 磁 偶 极 子 与 缝隙 天 线 


我 们 已 经 知道 ,对 于 介质 磁化 机 理 的 分 析 可 以 采用 两 种 模型 , 即 安培 模型 和 磁 荷 模型 。 安 
培 模型 在 物理 解释 上 比较 清楚 , 面 磁 荷 模型 在 计算 上 有 便利 之 处 。 这 两 种 模型 对 外 部 是 等 效 
的 ,都 称 为 磁 侦 极 子 。 与 交 变 电 偶 极 子 一 样 , 交 变 磁 偶 极 子 也 是 一 种 基本 的 辐射 源 , 它 的 电磁 
场 是 分 析 环形 天 线 的 基础 。 磁 侦 极 子 的 辑 射 场 依 两 种 模型 而 有 陋 种 计算 方法 。 

一 个 面积 为 S 的 通 有 交 变 电流 的 电流 环 , 若 其 线 度 远 小 于 波长 ,因而 有 S 一 0, 则 可 视 为 
一 个 交 变 磁 偶 极 子 。 在 第 四 章 恒定 磁场 中 ,我 们 曾经 利用 先 求 矢量 位 , 再 求 磁场 的 方法 ,计算 
过 小 直流 电流 环 的 磁场 。 这 里 ,对 交 变 磁 偶 极 子 即 小 电流 环 也 可 采用 同样 的 方法 ,只 不 过 这 里 
的 矢量 位 是 时 变 的 , 宜 采用 矢量 4(7 ,7) 利 用 (9.3.12) 式 计算 。 算 出 4(r,z) 后 ,就 不 难 算出 
远 区 的 磁场 和 电场 了 。 

计算 磁 偶 极 子 辐射 场 的 另 一 种 方法 是 利用 上 一 节 的 电磁 对 个 原理 进 9 
行 电磁 置换 。 在 9.2 节 中 我 们 已 经 计算 出 了 电 偶 极 子 的 场 ,由 于 图 9-8 
所 示 的 电 侦 极 子 和 磁 侦 极 子 是 一 对 电磁 对 侦 的 辐射 系统 ,因此 ,按照 电磁 |”^ J 


百 换 规则 cpu, 即 9 一 g,, 并 注意 到 p= 汪 gnd1 一 SL, 及 pg 


oe 


-a 


4 , 即 把 Idi 置换 成 jwSI, 可 以 写 出 磁 侦 极 子 的 电磁 场 为 全 ™ 
图 9-8 电 偶 极 子 
TS8’ sin OF_1 -0 
已 = 这 JS an Bt gk 有 (9.4.1) 和 磁 侦 投 子 
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jwalSB cos 8 1 1 

He [try + Ble 

jwl SP si 1 1 1 jg 
+ 

利用 电磁 对 侦 原理 ,还 可 以 很 方 使 地 计算 颖 际 天 线 的 辐射 。 缝 阶 天 线 是 一 种 在 波导 壁 上 
开 颖 ,使 波导 中 传输 的 电磁 能 由 颖 附中 辐射 出 来 的 辐射 器 。 对 高 速 飞 行 器 ,一般 都 不 希望 在 其 
外 部 架设 天 线 , 在 这 种 情况 下 ,缝隙 天 线 是 比较 理想 的 天 线形 式 。 

由 于 计算 有 限 尺寸 导体 上 的 缝 附 的 辆 射 很 复杂 ,为 了 简单 ,我们 只 讨论 这 种 理想 情况 下 的 
模型 , 即 在 一 块 厚度 趋 于 零 的 无 限 大 导体 板 上 开 有 -个 矩形 链 辽 , 缝 辽 的 长 为 /, 宽 为 w ,并且 
<， 如 图 多 9(a) 所 示 。 图 中 坐标 系 的 原点 位 于 缝隙 的 中 心 , 导 体 板 与 平面 xOe 重合 ， 
多 隙 的 长 ! 平行 于 = 轴 , 宽 ze 平行 于 zx 轴 。 在 继 险 的 中 央 , 用 一 个 交 变 电 压 源 UU 激励 ,如 图 
9-9(b) 所 示 。 

为 了 使 用 电磁 对 偶 原 型 求解 颖 隙 天 线 
的 辐射 场 , 需 要 找 出 它 的 对 偶 系 统 。 为 此 ， 
我 们 先 对 图 9 一 9 的 模型 作 - -分 析 。 在 该 系 
统 中 ,显然 ,导体 板 两 侧 的 电场 是 关于 导体 
板 y=0 平面 对 称 的 。 内 此 ,我 们 可 以 只 讨 
论 y>0 区 域 中 的 场 - 在 y>0 区 域 中 . 它 的 
边界 S 是 由 三 部 分 组 成 的 :缝隙 面 S, ,理想 
学 体面 S。 以 及 无 穷 远 处 的 5; ,如 图 9-9 中 
所 示 。 下 面 我 们 来 分 析 各 面 上 的 边界 条 件 。 


交 (9.4.2) 


(9.4.3) 


Hs 


二 


有 
| 


在 Si 上 ,由 于 zw 必 六 可 以 忽略 边缘 效 vv 机 
应 ,于 是 ,S, 上 的 电场 切 向 分 最 为 国 9.9 理想 继 了 大 线 
Erle =E20 (9.4.4) 
等 效 为 表面 磁 流 
Jos = EXn=a XoEn= a (9.4.5) 
考虑 到 S， 上 没有 面 电流 ,磁场 的 切 向 分 量 在 51 两 侧 应 连续 , 即 | 
Hls; =Hulst (9.4.6) 


式 中 的 “+ "“ 一 "号 分 别 表示 金属 板 的 前 后 两 侧 。 又 由 于 St 面 上 的 电场 产生 的 切 向 磁场 与 
电场 垂直 , 且 在 Si 两 侧 是 大 小 相等 ,方向 相反 的 , 即 


Hls- = — Hulst (9.4.7) 
因此 可 知 ,S, 上 磁场 的 切 向 分 量 为 零 , 即 
Hul|s: =0 (9.4.8) 
在 S; 上 ,电场 和 磁场 应 满足 理想 导体 表面 的 边界 条 件 , 有 
Es|s, =0 (9.4.9) 
Hz,|s, =0 (9.4.10) 
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在 尤 穷 远 处 S$; 上 ,缝隙 的 影响 将 消失 ,应 有 

Es|s =H;|, =0 (9.4.11) 

在 以 上 边界 所 围 成 的 区 域 中 ,由 于 没有 其 他 产生 电 伐 场 的 

源 ,因此 ,我 们 在 构造 对 偶 系统 时 ,也 要 注意 满足 这 一 条 件 。 最 

简单 的 对 偶 系统 就 是 将 图 9-9(a) 中 的 缝隙 所 等 效 的 位 流 对 侦 

成 与 缝隙 尺寸 相同 的 理想 导体 细 条 上 的 电流 , 即 电 流 元 系统 ， 

如 图 9-10 所 示 , 其 中 坐标 系 的 建立 与 图 9-9(a) 相 合 。 下 面 我 
们 来 证 明 这 两 系统 在 >>0 区 域 是 对 偶 系 统 。 
在 图 9-10 中 , Si 是 理想 导体 表面 ,应 有 


El =0 (9.4.12) 
金属 板 上 的 面 电流 = A 
一 I 
= 六 (9.4.13) ae 
考虑 到 该 电流 在 含 属 板 商 侧 产 生 的 磁场 切 向 分 量 大 小 相等 , 方 
向 相反 , 即 由 
Hils =Js Xa,= -os 
Hi|s = Js Xx(~a)=as 
= Ds 
可 得 
Ps = 二 /= 芭 0 (9.4.14) 


对 于 5, 面 ,由 于 它 位 于 xOz 平面 ,只 要 注意 到 图 9-10 所 示 是 一 电流 元 系统 ,其 磁场 只 有 
ar 方向 分 量 ,电场 只 有 a, 和 os 方向 的 分 量 ,就 可 得 出 


Ha|s, =0 (9.4.15) 
Els =0 (9.4.16) 

而 在 无 穷 远 处 的 $; 上 ,位 于 坐标 原点 的 电流 元 的 影响 自然 消失 ,所 以 有 
Hy|s =Esls, =0 (9.4,17) 


由 以 上 分 析 可 以 看 出 ,图 9-9 和 图 9-10 所 示 的 两 系统 是 一 对 电磁 对 偶 系 统 。 于 是 ,我 们 
就 可 以 把 电流 元 1 产生 的 辆 射 场 ( 远 场 ) 


H, =j sin Oe (9.4.18) 
i 
Es =j F177 sin Ge (9.4,19) 
经 电 三 对 偶 置 换 E>H 


H*-E 
,= Lr = UI 
= 区 I2U 
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得 到 y>0 区 域 中 ,缝隙 天 线 的 辐射 场 为 


综 上 所 述 ,我 们 得 型 
场 和 具有 与 缝隙 相同 尺 


(9.4.20) 


(9.4.21) 


一 个 非常 重要 的 结论 : 无限 大 理想 金属 板 上 的 缝 队 天 线 所 产生 的 辐射 


寸 的 金属 松 


天 线 所 产生 的 辐射 场 具有 电磁 对 侦 
人 性 ,将 两 系统 的 吾 与 开 置 换 后 ,其 方 
向 性 图 是 相同 的 。 一 般 把 图 9-10 所 
示 的 金属 板 天 线 称 为 图 9-9 所 示 缝 
阶 天 线 的 互补 天 线 。 车 两 图 中 的 ! 取 
为 半 个 波长 , 即 1=4 人 2, 则 称 这 种 天 
线 为 半 波 天 线 。 这 是 一 种 非常 重要 
的 天 线 , 经 常用 于 短波 和 超短波 通 
讯 。 图 9-11 示 出 了 缝 际 闪 波 天 线 和 
金属 板 半 波 天 线 的 方向 图 ,可 以 看 
出 ,它们 是 相同 的 。 应 注意 的 是 ,两 
天 线 的 激励 方向 相差 90'。 
事实 上 ， 由 互补 天 线 求 缝 阶 天 线 的 方法 可 以 由 电磁 学 上 的 巴 停 涅 原 绊 来 证 明 。 巴 舍 涅 原 
理 最 初 应 用 于 光学 系统 ,其 基本 表述 为 :在 开口 屏 后 观察 面 上 的 场 与 其 互补 结构 一 一 吸收 屏 后 
观察 面 上 的 场 相 各 ,等 于 任何 屏 均 不 存在 时 观察 面 上 同一 点 的 场 ,如 图 9- 12 所 示 。 这 里 ,互补 
结构 是 指 透 光 部 分 与 不 透 光 部 分 可 以 彼此 互 换 的 结构 。 设 


图 9-11 半 波 色 鞠 天 线 及 其 互补 天 线 的 方向 图 


A B 


图 


观察 面 上 任 一 点 的 场 量 在 (a) 


中 用 中 表示 ,在 (b) 图 中 用 


吸收 尿 的 平面 
~ 


,表示 ,在 (c) 图 中 


光源 为 


-一 坷 ， 


1946 年 布 克 (H. 


FF 表示 , 则 巴 伸 涅 原理 的 数学 表达 式 


Ft+h.=F, (9.4.22) 
G.Booker) 将 巴 介 温 原理 首先 推广 应 


| 


| 


光源 


图 9-12 包 停 涅 原理 的 光学 说 明 
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用 到 电磁 场 理论 ,以 论述 互补 平面 屏 的 矢量 电磁 场 问题 。 
这 里 所 谓 的 互补 平面 屏 是 指 任意 的 两 块 面积 S 和 A ,其 中 
-一 块 为 理想 导电 屏 (o = co ) , 另 一 块 为 理想 导 磁 屏 (“ 一 co )， 
它们 合 起 来 能 够 构成 一 个 完全 连续 而 无 空 阶 或 重合 的 单一 
实体 屏 时 ,就 称 这 两 种 结构 是 互补 的 。 

参照 图 9-13, 电 磁场 的 巴 伸 涅 原理 可 表述 为 : 若 某 电源 
比如 电流 元 J 辐射 的 电磁 场 在 经 过 一 开口 电 屏 后 在 观察 点 
忆 的 场 基 为 下 .Hi.[ 图 (a)] ,将 该 电 屏 多 成 其 互补 屏 后 ,此 辆 
射 场 在 观察 点 P 的 场 星 为 B。、 了 [图 (b)], 则 没有 屏 存 在 
时 的 人 射 场 在 了 点 的 场 量 E、H,( 图 (<)] 可 用 前 两 者 之 和 


表示 , 即 E;=E.+E, (9.4.23) 


H= H+ Hn (9.4.24) 
虽然 电磁 场 的 巴 件 涅 原理 是 作为 一 种 原理 提出 的 ， ， 
但 仍然 可 以 严格 地 证 明 。 | | , 
现在 如 果 我 们 利用 电磁 对 侦 原 理 , 把 (b) 图 的 磁 屏 换 1 | | (gH) 
成 (d) 图 的 电 屏 ,同时 把 电流 源 了 换 成 微 流 源 了 。, 则 (d) 图 js 人 
中 观察 点 了 的 电场 和 磁场 卫 在 数 信 上 应 等 于 吾 。 和 %” 中 "RD 
一 忆 。,(9.4,23) 和 (9.4.24) 式 变 为 yo ya 
五。 一 Hs=E: (9,4.25) [6] Cb} 
He+E=H, (9.4.26) | Is 
现在 我 们 来 单独 看 图 (d) ,辐射 源 发 出 的 人 射 场 Bu ， | | 
Hu 在 导体 片上 滞 应 出 表面 电流 和 表面 磁 流 (感应 定理 )， 人 om 
这 些 面 流 再 次 辐射 形成 的 场 称 为 散射 场 。 显 然 ,观察 点 “0 。，。 
处 的 总 场 Ez、HH; 是 人 射 场 Ea、 和 散射 场 Ea、 本 的 : |! 
午 加 : y=0 y-0 
E,= Et Ey (9.4.27) © 
Hs = Ha + Hs (9.4.28) 。。 画 9-13 电 滴 场所 信 湿 原理 


注意 到 这 里 的 人 射 场 Es 、Hw 与 对 侦 电 源 图 (c) 的 人 射 场 
E, ,Hi 按 互 换 规 则 在 数值 上 有 
| Es=H, 
Hua=-E, 
于 是 (9.4.25) 式 可 变换 成 
E.-H=E.-(Hst+H2)=E.-(-E: 十 再 。) 
=E.+E-H:=E, 
由 此 E,= Hy (9.4.29) 
类 似 地 ,由 (9.4.26) 式 可 得 
H.=- Es (9,4.30) 
(9.4.29) 式 和 (9.4.30) 式 表明 ,对 应 于 图 (a) 的 颖 阶 天线 的 辐射 场 可 以 由 对 应 于 图 (d) 的 
导体 片 一 -缝隙 天 线 的 互补 天 线 的 辐射 场 来 求解 。 


9.5 天 线 阵 


从 前 面 的 分 析 我 们 知道 , 伪 极 子 天 线 电 尺寸 很 小 ,辐射 能 力 差 ; 半 波 天 线 电 尺寸 较 大 ,办 射 

能 力 比 侦 极 于 天 线 大 了 许多 ,但 在 方向 性 上 ,与 偶 极 子 天 线 相 类 似 ,并 无 明显 改善 。 这 类 天 线 

用 作 中 短波 广播 天 线 比较 合适 ,因为 它 的 方向 图 在 水 平面 是 均匀 的 。 但 对 于 定向 通讯 雷达 探 

油 等 要 求 天 线 的 辐射 功率 集中 在 预定 方向 以 提高 天 线 的 辐射 效能 的 场合 , 则 需要 天 线 的 方向 

图 在 某 一 方向 比较 尖 , 面 单独 一 根 这 样 的 天 线 是 做 不 到 的 。 解 决 的 办 法 是 可 以 使 用 其 他 方向 

图 较 尖 的 天 线 如 抛物 面 天 线 ,或 者 是 将 许多 天 线 放 在 一 起 构成 天 线 阵 。 后 者 叫做 阵列 或 离散 
”303 : 


阵列 ,用 以 组 成 这 种 阵列 的 天 线 叫做 阵 元 。 前 者 其 实 是 应 用 了 后 者 的 原理 ,可 以 称 之 为 连续 阵 
列 。 天 线 阵 之 所 以 能 形成 较 尖 的 方向 图 ,是 因为 阵 元 爱 同 
一 频率 的 馈 源 所 激励 ,它们 在 空间 的 辐射 会 形成 干涉 场 ， 
使 某 些 方向 的 辐射 场 相互 琶 加 而 增强 ,又 使 某 些 方向 的 辐 
射 场 彼此 抵消 而 减弱 。 于 是 , 便 可 产生 某 种 相应 的 特定 方 
向 图 。 本 节 只 讨论 离散 阵列 。 我 们 先 看 一 个 最 简单 的 天 
线 阵 , 即 如 图 9- 14 所 示 的 二 元 天 线 阵 。 

图 中 ,天 线 0 与 天 线 1 为 同一 类 天 线 , 例 如 ,都 是 偶 极 
子 天 线 或 都 是 缝 踊 天线 ,它们 的 取向 ( 排 玛 方 向) 相同 ,两 
天 线 间 的 距离 为 4, 它们 到 观察 点 了 的 距离 分 别 为 rm 和 图 9- 14 二 元 天 线 阵 
ri。 由 于 观察 点 很 远 ,ro 与 可 看 成 平行 。 在 计算 两 天 线 到 呈 点 的 距离 时 ,可 近似 令 ms 
ro; 但 在 计算 两 天 线 到 了 点 的 相位 差 时 ,应 采用 较为 准确 的 关系 式 ms*ro- d cos gp。 设 天 线 
0 的 电流 为 mn ,天线 1 的 电流 为 用 = mloe (ma 与 a 为 常数 ), 则 天 线 1 的 辐射 波 在 到 达 了 点 
时 将 较 天 线 0 的 辐射 波 超前 相位 


天 线 0 天 线 1 


则 = Rdcos p—a (9.5.1) 
等 式 右边 第 一 项 是 由 两 天 线 间 的 相对 位 置 引起 的 ,第 二 项 是 由 两 天 线 电流 的 相对 相位 引起 的 。 
若 天 线 0 在 了 点 产生 的 场 强 是 盏 , 则 由 于 电场 强度 正比 于 电流 的 一 次 方 , 天 线 1 在 已 点 产生 
的 场 强 应 为 El = mEoe*。 于 是 合成 场 强 为 
E=Eot+E=E(l+me*) (9.5.2) 
上 式 中 第 一 个 因子 E。 是 天 线 0 单独 产生 于 尸 点 的 场 强 ,由 天 线 的 类 型 (更 确切 说 是 由 它 的 电 
流 分 布 ) 决 定 , 称 为 元 因子 ;第 二 个 因子 只 依赖 于 两 天 线 间 电流 的 比值 .相位 差 和 它们 之 疗 的 相 
对 位 置 ,与 天 线 是 什么 类 型 无 关 , 关 此 称 为 阵 关 子 。 显 然 ,由 相同 两 天 线 构 成 的 天 线 阵 ,它们 的 
合成 方向 图 是 单独 一 副 天 线 的 方向 图 乘 上 阵 因 子 。 
当天 线 阵 的 元 数 增多 ,并 且 各 阵 元 电流 的 振幅 、 相 位 和 它们 的 取向 又 都 是 任意 时 , 天线 阵 
辐射 场 的 计算 将 变 得 非常 复杂 。 下 面 我 们 只 讨论 工程 上 常用 的 一 种 简单 天 线 阵 即 均匀 直线 式 
天 线 阵 。 
各 阵 元 的 中 心 排 列 在 一 直线 上 的 天 线 阵 称 为 直线 阵 。 所 谓 均匀 直线 式 天 线 阵 是 指 各 阵 元 
除了 以 相同 的 取向 和 相等 的 间距 排列 成 一 直线 外 , 它 
们 的 电流 大 小 相等 ,而 相位 则 以 均匀 的 比例 递增 或 递 


到 P 点 


图 9-15 表示 一 N 元 均匀 直线 式 天 线 阵 。 其 中 

，。 相 邻 两 天 线 间 的 距离 为 4 ,相位 差 为 a。。 由 前 面 所 述 

可 知 ,在 观察 点 , 天线 1 辐射 的 电磁 波 较 天 线 0 辐射 

的 电磁 波 超前 相位 y, = hdeos p 一 a, 天 线 2 辐射 的 电 

国 9 .15 均 久 直线 式 天 线 隆 磁 波 较 天 线 0 辐射 的 电磁 波 超前 相位 加 = 2Bdcos p 

-2a =2 ,天线 3 辐射 的 电磁 波 较 天 线 0 辐射 的 电磁 波 超 前 相位 内 = 3Bidcos gp- 3c= 3 办， 
依 此 类 推 。 干 是 在 观察 点 的 合成 场 强 为 

E=Ect+E+E+.…+Ey-l 
=E[lter+es+..+etN Dr] (9.5.3) 
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式 中 


p= Blos po (9.5.4) 
利用 等 比 级 数 求 和 公式 .(9.5.3) 式 可 写成 


1-ew|_ /Um NOY am Ny 
lEl=1E,l 1 一 必 一 (1 ~cos y) +sin y 
ny 
sin 
-El— -|E, lf(Y) (9.5.5) 
sin 
2 
sin 站 
式 中 ， AC0)= 一 站 (9.5.6) 
Sn 2 


为 N 元 均匀 直线 式 天 线 阵 的 阵 因 子 。 阵 因子 的 最 大 值 可 由 df(y) /dy =0 求 得 ,不 难 算出 ,yy 


=0 时 ,f(y) 取 最 大 值 , 即 阵 因子 出 现 最 大 值 的 条 件 是 
y=0 (9.5.7) 


当 各 阵 元 电流 同 相 时 ,< 一 0,% = Bdcos gp, 就 称 为 同 相 天 线 阵 ,其 阵 因 子 为 


IN 
sin| Rd cos 9 
天 ,2 (9.5.8) 

sn( 寺 pz cos 9) 

最 大 辐射 方向 由 y= Bdcos p=0, 可 得 
y=(2m+1)3 (m=0,1,2,.) 

也 就 是 说 ,在 %= x/2 和 3r/ 方向 , 同 要 均 匀 直 线 阵 有 最 大 的 辐射 。 按 式 (9.5.8) 作 出 的 四 元 
阵 的 方向 图 如 图 9- 16 所 示 , 其 中 各 天 线 间 的 距离 4 == 4/2。 因 为 这 种 阵 在 轴线 两 侧 有 最 大 辐 


射 , 所 以 在 工程 上 被 称 为 侧 射 式 天 线 阵 。 
如 果 令 均匀 直线 式 天 线 阵 的 一 般 公 式 (9.5.3) 中 的 y=0, 可 得 


图 9-16 四 部 侧 射 式 图 9-17 从 元 端 射 式 
天 线 阵 的 方向 图 天 线 阵 的 方向 图 
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cosg= oos go 一 六 (9.5.9) 

它 表示 天 线 阵 的 最 大 辐射 方向 p,, 取决 于 相 邻 两 阵 元 之 间 的 相位 差 a。 政 变 ,可 以 改变 

天 线 阵 的 最 大 辐射 方向 ,这 就 是 相 控 阵 天 线 的 工作 原理 。 当 a = hd 时 ,qm = 0, 因 此 天 线 阵 在 

ps=0 方 向 有 最 大 贺 射 ,这 种 均匀 直线 式 天 线 阵 在 工程 上 被 称 为 端 射 式 天 线 阵 。 图 9-17 示 出 
了 从 元 端 射 式 天 线 阵 的 方向 图 ,其 中 阵 元 间距 d = [4。 


9.6 几何 光学 法 


随 着 频率 的 升 高 ,电磁 波 的 似 光 特性 越 来 械 明显 。 因 此 ,在 微波 段 普遍 采用 一 些 类 似 光学 
结构 的 天 线 系统 ,如 口径 天 线 或 面 型 天 线 , 这 类 天 线 一 般 均 由 两 个 部 件 组 成 ,一 个 部 件 是 馈 源 ， 
用 以 产生 射频 电磁 波 ; 另 一 个 部 件 是 聚 束 装置 ,用 以 将 馈 源 产生 的 电磁 波 进行 反射 ,以 形成 天 
线 系统 的 方向 性 。 

几何 光学 法 是 口径 天 线 理论 的 重要 组 成 部 分 之 一 ,可 用 以 直接 确定 某 些 天 线 的 口径 场 。 
此 种 方法 利用 的 是 射线 光学 理论 , 即 认 为 光 以 射线 形式 传播 ,在 均匀 媒质 中 ,射线 是 直线 , 遇 到 
不 辣 媒 质 的 分 界面 会 发 生 反 射 和 折射 ,其 方向 可 用 反射 定律 和 折射 定律 描述 。 事 实 上 ,几何 光 
学 就 是 电磁 波 的 零 波长 极限 。 电 磁 波 的 等 相位 面 称 为 波 前 ,由 波 前 的 负 梯 度 ( 波 矢 ) 构 成 的 有 
向 场 线 (射线 ) 即 是 电磁 波 传播 的 路 知 。 

几何 光学 的 一 个 重要 假设 是 功率 沿 射 线 传播 。 另 外 , 功率 流 管 概念 是 几何 光学 的 另 一 
基本 概念 , 即 在 由 射 束 组 成 的 管内 ,通过 任何 截面 的 光 能 保持 us 
不 变 。 于 是 对 于 图 9- 18 所 示 的 射线 管 ,电磁 波 在 等 相 面 1 上 
的 小 块 面积 4S, 上 的 功率 与 在 等 相 面 2 上 的 小 块 面积 4S， 上 
的 功率 必然 相等 。 如 果 用 如 和 ps 分 别 表示 dS: 和 dS, 上 的 
功率 密度 , 则 有 


9-18 功率 流 管 


pidS1= pdS; (9.6.1) 
利用 这 一 公式 可 以 求 出 电磁 波 沿 射线 的 功率 分 布 情 况 , 当 射线 发 散 时 ,功率 密度 减 小 , 当 射 线 
集中 时 ,功率 密度 增 大 。 显 然 ,功率 流 射线 管 的 概念 不 能 用 于 焦点 上 ,因为 焦点 的 射线 管 截面 
积 为 零 , 要 使 (9.6.1) 式 保持 一 常数 , 则 功率 密度 必 为 无 穷 大 ,与 实际 不 符 。 

下 面 我 们 以 微波 天 线 中 的 抛物 面 天 线 为 例 来 说 明 如 何 用 几何 光学 法 设计 天 线 。 我 们 要 求 
设计 一 个 反射 面 ,使 它 能 把 圆柱 面 波 前 变 为 平面 波 前 。 我 们 知道 ,直线 源 能 产生 柱 面 波 ,因此 ， 
我 们 把 一 直线 源 放 在 z 轴 上 ,如 图 9-19 所 
示 , 旦 假定 线 源 向 各 方向 辐射 的 强度 与 g 无 
关 。 贺 柱 面 波 前 变 为 平面 波 前 要 求 从 O 点 发 
出 的 所 有 射线 经 反射 面 反射 后 全 部 平行 于 z 
~z 轴 ,并 且 它 们 到 达 y 轴 的 路 径 相等 。 已 知 从 
O 〇 点 发 出 的 沿 z 轴 的 射线 经 反射 后 到 达 > 轴 
所 走 过 的 路 径 长 度 为 2f ,而 从 O 点 发 出 的 任 
一 射线 经 反射 后 到 达 y 轴 所 走 过 的 路 径 长 度 
- _ 为 R+ R cos g。 按照 要 求 ,此 二 长 度 应 相等 ， 
图 9-19 设计 反对 而 使 加 柱 而 流 前 变 为 平 曙 流 前 。 。 于 是 可 得 到 表示 反射 面 形状 的 极 坐标 方程 为 
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tb) 


R =:;-2/ (9.6.2) 


I++ cos 

这 是 一 抛物 柱 面 方程 ,Ox 轴 就 是 它 的 焦 轴 。 因此 ,该 天 线 的 形状 可 设计 成 抛物 柱 面 ,直线 型 
馈 源 应 位 于 此 抛物 柱 面 的 焦 轴 上 。 

现在 我 们 就 可 以 计算 天 线 口径 上 的 场 量 分 布 了 。 我 们 先 来 观察 一 下 功率 分 布 的 倩 况 。 根 
据 在 射线 管内 功率 不 变 的 假设 ,图 9- 19(b) 中 de 角 内 的 功率 将 全 部 分 配 在 dy 上 。 如 果 用 pp， 
表示 在 y 点 的 功率 密度 , 则 在 z 方向 单位 距离 的 dy 带 上 的 功率 为 P = pydy。 另 一 方面 ,如 果 
用 g 表示 = 方向 的 单位 距离 在 .zy 平面 上 单位 角 内 的 功率 , 则 在 dp 角 内 应 有 P: = gdp 。 因 
而 . 令 P, -= P, ,可 得 


Pdp.. 1 (9.6.3) 
2 dy 喜 (R sin 9) 
将 (9.6.2) 式 代 人 ,可 得 
p= (9.6.4) 
在 y 轴 上 ,对 应 于 9 角 的 功率 密度 加 与 对 应 于 p=0 的 功率 密度 po 的 比值 为 
=? (9.6.5) 
这 时 电场 强度 的 比值 为 
E,_ 1+ cos 
关 = Di {9.6.6) 


由 上 面 的 讨论 可 以 看 到 ,经 过 抛物 柱 面 的 反射 ,由 局 源 发 出 的 加 柱 波 到 达 yx 平面 时 变 成 
了 平面 波 , 也 就 是 说 在 yz 平面 上 , 场 量 的 相位 是 相同 的 ,但 是 振幅 却 不 相等 ,它们 按 (9.6.6) 
式 分 布 。 


9.7 口径 天 线 


到 目前 为 止 ,我 们 已 经 介绍 了 上 种 简单 天 线 的 分 析 和 计算 ,对 电磁 场 的 辐射 特性 有 了 一 定 
的 认识 。 总 的 来 说 ,天 线 辐 射 的 基本 原理 有 二 ,一 是 在 天 线 结构 上 施加 外 电压 激励 起 强迫 震 落 
电流 而 产生 电磁 波 辐射 ,如 偶 极 子 天 线 等 ;二 是 将 电磁 波 引 人 到 天 线 结构 引起 感应 电流 面 产 生 
电磁 场 ,如 反射 面 天 线 等 。 因 此 ,天 线 理论 的 主要 问题 是 求解 载 流 天 线 结构 的 电磁 辐射 特性 及 
电磁 波 的 散射 . 绕 射 场 分 布 。 所 谓 散 射 是 指 电磁 波 在 传播 途径 上 过 到 障碍 物 如 理想 导体 时 ,在 
其 上 感应 出 的 电流 和 电荷 再 次 产生 辐射 的 现象 ;而 绕 射 是 偏离 了 几何 光学 定律 的 散射 。 它 们 
的 求解 都 属于 电磁 场 的 边 值 问题 , 即 根据 边界 条 件 求解 才 克 斯 韦 方程 。 对 于 线 天 线 , 一 般 是 根 
据 给 定 的 天 线 电 流 求解 辐射 场 ,而 对 子 具 有 一 定 尺寸 的 口径 的 面 天 线 , 则 是 由 口径 场 分 布 来 求 
解 辆 射 场 。 这 是 求解 天 线 的 严格 解法 。 但 通常 倩 况 下 ,除了 极 少数 非常 简单 的 天 线 , 这 种 严格 
解法 非常 复杂 甚至 难于 求解 ,所 以 常常 采用 近似 方法 求解 。 本 节 我 们 采用 克 希 和 霍 夫 公式 来 求 
解 [1 径 天 线 的 绕 射 场 。 

利用 克 希 堆 夫 公式 可 以 计算 任 一 封闭 而 S 上 的 下 和 9 多/3n 的 组 合 分 布 已 知情 况 下 的 S 
面 内 任意 一 点 的 波 函 数 。 例 如 ,对 于 上 一 节 我 们 介绍 的 抛物 面 天 线 ,可 以 用 一 个 封闭 面 将 该 天 
线 系统 包围 起 来 , 先 由 封闭 面 内 部 的 天 线 系统 求 出 封闭 面 上 的 场 量 分 布 ( 称 为 内 场 解 ), 然 后 由 
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封闭 面 上 的 场 量 分 布 求 出 外 部 的 场 量 ( 称 为 外 场 解 )。 选 择 封闭 面 时 ,应 考虑 到 尽量 能 够 使 计 
算 简化 。 例 如 ,对 图 9-20 所 示 的 抛物 面 天 线 , 可 以 选用 金属 面 S“ 和 口径 面 ~ 
S 来 构成 封闭 面 。 其 中 金属 而 S$ 的 外 表面 场 量 分 布 可 以 认为 是 零 ,因为 一 
般 情 况 下 ,电磁 波 不 能 穿 过 金属 面 。 而 口径 面 S' 上 的 场 分 布 可 以 用 上 他 讲 
过 的 几何 光学 法 求解 。 这 样 ,整个 封闭 面 S 上 的 场 量 分 布 求 出 后 ,就 可 以 
用 克 希 直 夫 公式 计算 封闭 面 外 的 场 基 分 布 了 。 


一 、 平 面 口径 的 绕 射 
图 9-20 求 天 线 


下 出 我 们 具体 计算 一 下 无 限 天 金属 平板 上 的 口径 绕 射 场 。 如 图 9-21 。 系统 的 辐射 声 
所 示 , 在 无 限 大 金属 平板 上 , 开 有 任意 形状 的 小 孔 , 辐 射 源 放 在 O 点 。 从 O 
s 点 辐射 的 电磁 波 人 射 到 小 孔 的 边缘 .拐角 等 处 时 .产生 绕 射 ， 
绕 射 波 偏离 了 几何 光学 定律 ,从 而 与 人 射 波 一 起 在 金属 板 右 
侧 产 生 辆 射 场 , 我 们 把 它 统称 为 绕 射 场 。 现 在 ,我 们 来 求 孔 外 
任 一 点 卫 的 场 强 。 首 先 取 一 封闭 面 将 辐射 源 包 围 起 来 ,封闭 
面 的 一 部 分 S 取 为 口径 面 ,另外 一 部 分 S“ 沿 着 金属 板 延伸 
到 无 穷 远 处 ,其 余部 分 S” 在 无 穷 远 处 。 然 后 ,我 们 来 找 出 这 
三 个 面 上 的 下 和 9 业 /9n 的 分 布 。 
在 S 上 ,我 们 可 以 假定 空 和 3 亚 /9n 等 于 原来 人 射 波 的 
图 9-21 无 限 大 金属 值 。 当 口径 尺寸 远大 于 工作 波长 时 ,这 种 假设 比较 接近 实际 
平板 上 的 口径 绕 射 情况 ,可 认为 是 近似 正确 的 。 在 S 上 ,除了 边缘 处 ,我 们 认为 
电磁 波 不 能 穿 过 金属 板 ,因此 S$" 上 的 更 和 3 秋 /0n 均 为 零 。 而 S “在 无 穷 远 处 ,按照 辐射 条 件 
应 有 更 =0,3 理 [3z =0。 因 此 采用 (9.1.7) 式 计算 卫 点 的 时 ,只 需 在 S 上 进行 积分 即 可 ， 
即 


We = 填 , 六 他- 守 获 ]as (9.7.1) 
式 中 至 为 口径 面 上 入 射 波 的 波 函 数 。 已 知 从 O 点 出 发 的 波 为 球面 波 , 可 用 下 式 表示 ， 
Br 
=AS— (9.7.2) 


式 中 A 为 常数 。 将 亚 代 人 (9.7.1) 式 ,算出 
a _ 3 (和 六 


-A lj. ep 
dn Aar\ mA +iA) se 


a fe ofjewy lve . 
及 范 ( r )-5{ r J n= (Tr +h) re 


式 中 a,、a, 及 nn 均 为 单位 矢量 (参看 图 9-21), 于 是 (9.7.1) 式 可 写 为 
-- 坟 |.[4 ( + ip) eA 党 位 +ipjsa]. ndS (9.7.3) 
当 和 x 比 波长 大 得 多 时 , 包 会 17 一 和 17 x? 的 各 项 可 以 忽略 不 计 。 于 是 上 式 简 化 为 


上 = 种 | 机 (9.7.4) 
当 来 波 是 垂直 口径 面 人 射 的 均匀 平 一- 
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qi"' 下 二 1,0 玉 = -cos 人 ,于 是 (9.7.4) 式 可 写 为 | 


-i ew 
wrto0as (0.7.5)w 


如 果 我 们 关心 的 场 量 仅 限于 在 口径 面 的 法 线 附近 , 即 9 角 很 | < 
小 的 区 域 或 法 线 方向 上 , 则 cos bsz1, 于 是 上 式 可 进一步 简化 “~ 
为 
i i 图 9-22 生育 入 射 式 的 口径 绕 射 
Vo = 1 |, dS (9.7.6) 
二 、 矩形 口径 面 的 绕 身 


设 图 9-23 的 zOy 平面 为 一 无 限 大 的 金属 平面 ,其 上 开 有 口径 为 2a x 26 的 矩形 孔 。 现 

，。) 在 让 我 们 来 求 一 均匀 平面 波 从 -= 向 + = 方向 垂直 
投射 到 这 块 金属 板 上 通过 矩形 口径 时 的 绕 射 场 强 。 
假设 入射 波 电 场 只 有 洛 z 轴 方 向 的 分 量 , 且 可 用 下 
式 表 示 


Plzr, 


E~aE,=aE,e ipo 一 ao 
则 E。 油 足 克 希 址 夫 公式 中 所 要 求 的 条 件 , 可 以 用 
(9.7.6) 式 来 计算 。 另 外 ,观察 点 已 的 坐标 为 P(x， 
yz), 它 到 原点 O 的 距离 为 R, 表 示 为 
R=zx+y +z’ (9.7.7》 
” 口径 面 上 一 点 (x ,y ?到 P(z,y,z) 点 的 距离 为 ~， 
图 9-23 矩形 口径 面 的 绕 射 场 强 表示 为 
ri=(z-x +t(y-y)+z {9.7.8) 
将 (9.7.7) 的 x? 代 人 上 式 , 得 


r=R -2(xr +yy )+(r ?ty 


| 


2 R11- 二 20 2 
)=R RR ] 


因而 
; =R[1 -2 0+] 


1 


RI tt 
XR[1- 侍 寺 半 + 吉 + ] 9.7.9) 


当 观 察 点 距离 口径 很 远 时 , R* 光 (x ”+ yy”), 上 式 揪 弧 中 第 三 项 及 以 后 各 项 均 可 忽略 不 计 ， 
于 是 


rR 并 计 守 (9.7.10) 
将 工 = RR sin bcos gp ,y 二 RR sin bsin wp 代 人 上 式 ,可 得 
rR—z’sin eos p 一 y sin bsin 9 (9.7.11) 
将 此 式 代 人 {9.7.6) 中 ,并 令 分 母 r* 民 ,可 得 己 点 的 电场 为 
_ jEo eB Rp fe jpno(mr tany) | 
雇 = 邮 绩 [fe dz'ay (9.7.12) 
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EE jdabEu msin (Ba sin Ocos 9) .sin (1 sin Osin 9) (9.7.13) 


? aR fa sin gcos 9 Be sin gsin 9 
在 gp= 必 平面 上 ,电场 的 方向 性 函数 
_ sin (fa sin 0) 
Fe(g=0) = (9.7.14) 


在 9=90" 平 面 上 ,电场 的 方向 性 函数 
Fe(p=90)= 名 (多 sin 9) (9.7.15) 


Bsind 
磁场 的 方向 性 函数 在 p = 由 平面 上 为 (9,7,15) 式 ,在 9 一 
90' 平 面 上 则 为 (9.7.14) 式 。 图 9-24 表示 因子 随 x 的 变 
化 曲线 (z= Ba sin 9 或 BB sin 8)。 
(1) 主 辐 射 方 向 
当 
和 (9.7.15) 式 具有 最 大 值 
五 p 一 五 pmx 二 jae 二 


因此 ,9=0 方 向 为 矩形 口径 的 主 辐射 方向 。 
(2) 零 辐射 方向 
电场 和 磁场 的 场 量 均 为 零 时 , 称 为 零 辐射 方向 , 即 
Fa(00)= Fa(0)=0 


示 当 86=0 时 ,{9.7.14) 


(9.7.16) 图 9-24 加 了 肢 线 


于 是 
sin (fa sin 00)=sin (B sin Ou)=0 
2 sin Oo = 把 sin 一 


A 
在 法 线 附近 ,sin 0。 代入 上 式 ,有 


226=22p =1 
相应 王 、H 面 的 零 辐 射 宽度 分 别 为 
2008 =A/a (rad) (9.7.17) 
2008 =4/b (rad) (9.7.18) 
(3) 增 益 系 数 和 方向 性 系数 
口径 面 辐 射 的 效率 很 高 ,接近 于 1, 故 Gs*D。 根 据 方 向 性 系数 的 定义 
Dp-P 
P le-s, 
通过 口径 面 的 总 功率 为 
P=|Sds= S(44b) = 4abEd/ (9.7.19) 


面 产生 与 (9.7.16) 相 等 电场 的 点 源 天 线 的 总 功率 为 
| Ep |* _64ra’b’ Ed 
7 


3 9.7.20 
( ) 


Po=4xR’ 
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_Po _l6rab _ 4r. 
于 是 Dp- 时 =199E2- 四 .Ss (9.7.21) 
而 C~D- 哲 .S (9.7.22) 
式 中 $=4ab 代表 口径 的 而 积 。 该 式 是 由 口径 而 积 S 和 工作 波长 4 计算 均匀 激励 口径 面 方向 
性 系数 的 通用 公式 。 


对 于 口径 面 上 场 分 布 不 是 均匀 激励 的 情况 ,也 可 仿照 同样 方法 求解 。 

例 9,2 抛物 而 天 线 的 直径 为 4 = 30 m, 工作 波长 为 *=3 cm, 假 定 天 线 口径 而 上 的 场 量 
为 均匀 分 布 , 求 天 线 的 方向 性 系数 。 当 天 线 的 效率 为 ?= 50% 时 。 问 天 线 的 增益 多 大 ? 

解 ” 抛 物 而 天 线 的 口径 面积 为 $= rd? 人 4, 代 人 (9.7.21) 式 ,可 得 天 线 的 方向 性 系数 为 


r,s dr {xd) {30r Yt0 
D- 每 s- 怎 吃 -( 育 =-( 问 ) ~ 


天 线 的 增益 为 
G= De0.5x107 =5x10° 


或 用 分 贝 表示 为 
Ga=10lgG=10lg5x10=67 dB 


9.8 互 易 定理 


本 章 的 大 部 分 篇 幅 我 们 是 在 讨论 发 射 天 线 。 对 于 接收 天 线 , 通 常 有 两 种 分 析 方法 ,一 种 是 
求解 边 值 问题 , 即 根据 搂 牙 天 线 在 周围 电磁 波 作用 下 产生 的 感应 电流 及 其 满足 的 导体 边界 条 
件 和 电流 连续 性 原理 ,建立 天 线 电 流 分 布 函 数 的 积分 方程 , 从 方程 的 解 计算 天 线 的 各 种 参数 。 
这 些 参数 是 与 发 射 天 线 的 参数 相对 应 的 。 另 一 种 方法 是 利用 互 易 定理 来 求解 ,即将 接收 天 线 
直接 按 发 射 天 线 进行 分 析 ,所 得 结果 亦 为 天 线 的 接收 特性 。 本 节 我 们 主要 介绍 后 一 种 方法 , 即 
利用 互 易 定理 来 分 析 接收 天 线 的 特性 。 


一 、 互 易 定理 


在 线性 各 向 同性 媒质 中 ,假设 有 同 频 电流 源 J， 和 J 两 个 辐射 系统 ,分 别 占有 体积 = 和 
t2 ,两 辐射 源 分 别 单独 存在 时 ,各 自 产生 的 电磁 场 分 别 为 E1 、H! 和 瑟 、 瑟 :, 则 根据 矢量 公式 


VC(AXB)=B'(V XA)-A'(V xB) (9.8.1) 
有 Vi(E,XH)=H(V XE)-E:(V XH,) (9.8.2) 
将 正弦 场 的 麦克 斯 韦 方 程 
VXE= 一 joy 下 


VXH=J+jweE 
代入 (9.8.2) 式 ,可 得 
V (EX H)=H,"(-jwpHi)- Ei (J +jweE2) 
= -jw(pH'' H+ eE'E)- EJ (9.8.3) 
车 将 下 标 1 和 2 对调 ,可 写 出 
V (EXH)= 一 jw(pH2 H+ eB E1)~ E:T] (9.8.4) 


用 (9.8.3) 式 减 去 (9.8.4) 式 ,可 得 
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V°(E,xHi- EXH)= EJ EJ (9.8.5) 
将 上 式 两 边 同时 对 任 一 体积 积分 ,并 根据 散 度 定理 把 左边 的 体积 分 改写 成 面积 分 ,可 得 


bE xH- Ex H).ndSs =| (Es* J — EJ2)dr (9.8.6) 
式 中 5 为 包围 + 的 封闭 面 ,n 为 封闭 面 的 外 法 线 方向 。(9.8.6) 式 即 是 电磁 场 互 易 定理 的 一 
般 形 式 。 
现在 让 我 们 来 讨论 几 个 特殊 情况 。 
(1) 当 所 取 体积 扩大 到 无 限 远 时 ,(9.8.6) 式 左边 的 面积 分 变 为 零 ,此 时 
J E; :Jidr =| Ei .Jadr (9.8.7) 


此 式 称 为 卡 森 形 式 的 互 易 定理 , 它 表述 了 一 个 源 与 男 一 个 场 之 间 的 相互 关系 。 
(2) 当 体积 分 是 在 除去 z+ 和 zs 之 外 的 整个 空间 上 进行 时 , 则 (9.8.6) 式 右边 的 积分 为 零 ， 
左边 的 积分 应 在 S; .S; 和 S- 上 进行 ,而 无 限 远 处 S- 上 的 积分 为 零 ,因而 (9.8.6) 式 可 写 为 


| (Bx -ExH).nds-0 (9.8.8) 


这 就 是 洛 仑 兹 形式 的 互 易 定 理 。 如 果 5S, 和 Ss 是 导体 表面 ,例如 是 天 线 表面 , 则 因 切 向 电场 
应 为 零 即 nx 巨 =0, 而 有 


(ExH)-:n=(nXE). H=0 
因此 ,(9.8.8) 式 变 为 
(El xD) :nds=| (Es XHi).ndS=0 (9.8.9) 
gus, Sir, 


二 、 互 易 定理 的 应 用 


设 有 两 个 偶 极 子 天 线 分 别 用 作 收 发 天 线 ,如 图 9-25 所 示 。 先 在 天 线 1 的 输入 端 加 上 电压 
源 Di, 令 天 线 2 的 输入 端 短 路 , 则 天 线 1 产生 ， 


的 场 EF, , 于， 在 天 线 2 上 感应 出 电流 Ja。 然 “ 1 ? 

后 将 激励 源 与 短路 对 换 , 令 天 线 1 输入 端 短 路 ， 加 。 

在 天 线 2 的 输入 端 加 电压 源 U; , 则 其 产生 的 场 CY GD" 
(pb) 


Eu ,Hu 在 天 线 1 上 感应 出 电流 Ja 。 于 是 按 
(9.8.7) 式 ,有 
全 


Ex Jiadr = | Es Jadr 图 9-25 互 易 性 
nt i 


当天 线 为 细 导 线 时 ,Jdr = 1di, 此 时 上 式 变 为 
三 Ea * di= | Bad (9.8.10) 


左边 的 Bx di 在 1; 上 为 零 ,在 六 上 除 输入 端 处 外 亦 为 零 。 因 此 (9.8.10) 式 左边 应 等 于 了 
Ul。 同 理 可 知 右边 应 等 于 JU;, 于 是 

TU Ia U; 
或 写成 素 = 严 《9.8.11) 
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上 式 的 左边 是 端口 1 的 输入 电压 对 端口 2 的 输出 电流 的 互 阻 n ns 

抗 24 ,右边 则 是 端口 2 的 输入 电压 对 端口 1 的 输出 电流 的 互 = FF 

阻抗 Zi ,该 式 表明 二 者 相等 Za = Ziz。 这 正 是 如 图 9-26 所 ,人 | 。 名 性 红 质 

示 的 无 源 线 性 四 端 网 络 的 互 易 定理 。 可 见 场 理论 与 电路 理论 -一 一 一 

是 一 致 的 ,而 且 场 理论 具有 更 普遍 的 意义 。 图 9 .26 两 个 天 线 的 等 歼 网络 
现在 我 们 就 用 (9.8.11) 式 来 分 析 接收 天 线 的 特性 。 设 天 


线 1 加 电压 ,流入 天 线 1 的 输入 电流 为 1 ,如 图 9-27(a) 所 示 , 则 

了 1 (9.8.12) 
z 到 | 二 。 式 中 Zis 是 天 线 1 的 输入 阻抗 ,Z, 是 电源 
内 阻抗 , 它 连接 在 天 线 1 上 。 

zl 设 天 线 1 辐射 的 电磁 场 在 天 线 2 上 产 
|， 生 的 场 强 为 


-30R ab 
天 线 1 天 线 2 天 线 1 天 线 2 Ea= 了 Fi(0, 9) 


® ™ (9.8.13) 
图 9-27 任意 排列 一 天 线 间 式 中 六 :是 天 线 1 的 有 效 长 度 , Pi (g ,ep) 是 
相互 作用 关系 它 的 方向 性 函数 。 由 式 (9.8.12) 和 式 


(9.8.13) 得 
Uy -Ea(Z1+ Zin) 
1 30RF(0, 9) 


此 时 ,如 果 图 9-27(a) 中 2 是 天 线 2 的 负载 , 亦 即 连接 在 天 线 2 的 接收 机 输入 阻抗 , 则 在 Ea 
作用 下 Z， 上 便 有 电流 大, 流动 。 

现在 ,保持 两 天 线 位 置 不 变 , 天 线 1 不 加 电压 ,天 线 2 加 电压 LU , 它 在 天 线 1 上 产生 场 强 
En, 在 Z1 上 有 电流 Te 流动 。 于 是 与 (9.8.14) 式 类 似 ,有 


= En(2Z2+ Zon) 
U7 50 Pt0, p) (9.8.15) 


式 中 Z、2o、iwz 及 Fi(6,g) 分 别 为 天 线 2 的 电源 电阻 ,输入 阻抗 有 效 长 度 及 方向 性 函数 。 
根据 (9.8.11) 式 ,应 有 


{9.8.14) 


rEa (2Z1 + Zin) rE (2, + Zon) 


WR FC0, 9) Ty IWR FO pI Ts (9.8.16) 
将 同一 天 线 的 各 参量 放 在 一 起 , 则 得 
(2 + Zi) l(t Zn) (9.8.17) 


El Fi(0, 9)” El Ft0,g) 
该 式 左边 各 因子 仅 与 天 线 1 有 关 , 右 边 各 因子 仅 与 天 线 2 有 关 , 两 边 要 相等 , 须 等 于 一 肯 数 , 因 
此 ,对 任 一 天 线 ,有 


IT(Z+20) 

FloF (0,p) 

式 中 下 标 a 表示 发 射 ,E 是 外 电场 ,T 是 天 线 输 入 端 感应 的 电流 ,Z 是 当天 线 用 作 接收 时 连接 在 天 

线 端 点 的 接收 机 输入 阻抗 。 这 三 个 参数 是 属于 天 线 接收 时 的 参数 。Z。 .五 (9,g)、1 分 别 是 该 天 线 
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(9.8.18) 


作为 发 射 时 的 输入 阻抗 方向 性 函数 和 有 效 长 度 ,这 三 个 参数 是 属于 天 线 发 射 时 的 参数 。(9.8.18) 
式 给 出 了 接收 天 线 上 的 电流 与 该 天 线 用 作 发 射 时 的 各 参量 之 间 的 关系 。 所 以 只 要 知道 了 一 个 天 线 
用 作 发 射 时 的 特性 ,就 可 求 出 这 一 天 线 用 作 接收 时 的 特性 。 从 搂 收 的 角度 来 考虑 ,将 上 式 改 写成 

1= Ege) (9.8.19) 


二 是 接收 天 线 相当 于 一 个 有 源 二 端 网 络 ,其 等 效 电路 如 辕 9-28 所 示 。 黄 | 
| : z 


中 电源 电压 为 


U=CELLF,(0, 9) (9.8.20) 
由 于 Z 是 接收 机 的 输入 阻抗 ,因此 该 二 端 网 的 内 阻 即 为 Zu ,而 Z。 是 该 天 中 小 
线 用 作 发 射 时 的 输入 图 抗 ,因此 可 知 ,天 线 用 作 接收 时 的 阻抗 等 于 用 作 改 
射 时 的 输入 阻抗 。 
t. 现在 来 确定 常数 C。 以 偶 极 子 天 线 为 例 ,如 全 臣 和 
图 9-29 所 示 。 设 介 极 子 天 线 长 为 21 ,天 线 轴 与 来 

中， rm。 波 方向 夹 角 为 9, 则 外 电场 在 天 线 轴线 方向 的 分 量 为 sin ,天线 上 
“ 感应 的 电动 势 为 

| U=21E sind (9.8.21) 

i 


另外 ,由 {9.8.20) 式 出 发 ,对 于 长 度 为 27 的 偶 极 子 天 线 ,可 知 其 fu = 
22,F,(9,9)=sin 9, 则 由 (9.8.20) 式 可 得 
图 9-29 偶 投 子 天 线 U=CE27sing (9.8.22) 
比较 (9.8.21) 和 (9.8.22) 式 可 得 
C=1 

于 是 ,(9,8.20) 式 可 写 为 . 
U= El,F, (0,9) {9.8.23) 
该 式 说 明 ,天 线 用 作 接 收 时 ,在 外 电场 E 的 作用 下 ,天 线 上 感应 的 电动 势 应 等 于 该 天 线 用 作 发 
射 时 的 有 效 长 度 与 方向 性 函数 以 及 外 电场 强度 的 乘积 。 这 是 由 互 易 定理 得 出 的 结论 。 而 男 一 
方面 ,从 接收 天 线 本 身 来 讲 。 其 两 个 端点 间 的 感应 电动 势 应 等 于 外 电场 强度 乘 以 接收 天 线 的 
有 效 长 度 及 方向 性 函数 , 即 


UL=BF(9,9) (9.8.24) 

式 中 下 标 + 表示 接收 。 因 此 ,比较 式 (9.8.23) 和 (9.8.24) 可 知 
1 = 7。 (9.8.25) 
F.(0,9)=F.(0,9) (9.8.26) 


也 就 是 说 ,天 线 用 作 接收 时 的 有 效 长 度 和 方向 性 函数 与 该 天 线 用 作 发 射 时 的 有 效 长 度 和 方向 
性 函数 分 别 相等 。 
由 以 上 讨论 可 得 如 下 结论 : 
(1) 天 线 的 方向 性 函数 在 用 作 发 射 时 和 用 作 接 收 时 相同 。 接 收 天 线 的 方向 性 函数 是 指 接 
收 天 线 对 不 同方 向 的 来 波 所 感应 的 电动 势 的 大 小 的 变化 规律 ,由 式 (9.8.26) 可 知 ,这 一 变化 关 
系 就 是 该 天 线 用 作 发 射 时 的 方向 性 函数 。 
(2) 天 线 的 阻抗 用 作 接 收 时 和 用 作 发 射 时 相同 。 
(3) 天 线 的 有 效 长 度 用 作 接 收 时 和 用 作 发 射 时 相同 。 接 收 天 线 有 效 长 度 指 的 是 天 线 感 应 
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电动 势 除 以 最 大 接收 方向 的 来 波 场 强 , 即 i。 ,= U/E, 而 在 此 方向 上 下 (9,g) =1, 所 以 (9.8.23) 式 变 


为 品 = EE ,或 1。。= U/E ,因此 接收 天 线 的 有 效 长 度 就 是 该 天 线 用 作 发 射 时 的 有 效 长 度 ,1s = ia。 


司 是 9 


9.1 如果 振荡 频率 分 别 为 50 Hz 和 50 MHz, 问 在 虹 电 偶 极 子 多 远 处 ,辐射 场 等 于 感应 场 ? 


9.2 对 自由 空间 中 电流 元 , 令 卫 名 =2V/m, 当 及 =0.2 时 , 求 Ey/ 有 ,的 比值 。 


9.3” 电 侦 极 子 长 10 m, 电 流 振幅 1 A, 频 率 为 1 MHz, 求 : 
他 在 垂直 于 偶 极 子 轴 方向 上 10 m 及 100 km 处 的 ES 和 Sy; 
@ 该 偶 极 子 的 辐射 功率 P, 。 


9.4 一 个 工作 频率 为 1 kHz 的 长 波导 航 台 ,使 用 了 一 根 500 m 长 的 线 天 线 ,假设 天 线 放置 
在 空气 中 ,要 使 在 20 000 km 处 的 接收 点 的 电场 强度 达到 50 kV/ m( 有 效 值 ) ,天 线 的 辐射 功率 


最 小 应 是 多 少 ? 接收 点 应 位 于 天 线 的 什么 方位 上 ? 天 线 的 辐射 电阻 是 多 少 ? 


9.5 在 空气 中 ,长 度 为 0.012 的 偶 极 子 天 线 ,如 果 放 在 无 界 的 净 水 中 , 仍 使 用 原来 的 工 


作 频 率 , 净 水 的 6, = 80,p, = 1,c=0, 计 算 该 天 线 放 在 水 中 的 辐射 电阻。 


9.6 


方向 和 ae 方向 移动 ,接收 点 的 电场 强度 应 如 何 变化 ? 
9.7 题 9.7 图 所 示 一 半 波 天 线 , 其 上 电流 分 布 为 


全 求证 当 mr, 六 :时 ,由 (9.2.39) 式 可 解 得 


@@ 求 远 区 的 磁场 和 电场 ; 
图 用 极 坐 标 画 出 方向 图 ; 
田 求 玻 印 延 矢 量 ; 


@ 已 知 


一 个 沿 = 方向 放置 在 原点 的 交 变 电 侦 极 子 的 远 区 ,如 果 接 收 点 分 别 沿 a, 方向 、a。 


I=Iycoskz (-I2<z<1/2) 


题 9.7 图 


可 cos ( 子 cos 0) 
-一 db = 0.609 , 求 辐射 电 限 ; 


oa sing 


@ 求 方向 性 系数 。 
9.8 一 个 直径 为 0.5 m、 密 绕 100 图 的 环形 天 线 ,用 1 kHz.0.1A( 有 效 值 ) 的 交 变 电流 激 


动 , 求 它 的 辐射 功率 和 辐射 电阻。 


9.9 如 题 9.9 图 所 示 , 设 4 = 人 4, 称 为 四 分 之 一 波长 单 极 
子 天 线 。 在 导电 面 上 一 点 离 天 线 1.6km 处 ,电场 强度 为 
100 mV /m, 求 : 


4 | GD 俩 入 单 极 子 的 电流 


@ 馈 人 天 线 的 平均 功率 。 
9.10 ”均匀 直线 式 天 线 阵 的 元 间距 d = 4 人 2, 如 要 求 它 的 最 
大 辐射 方向 在 偏离 天 线 阵 的 轴线 + 60" 的 方向 , 问 单元 之 间 的 相 
十 9.9 图 位 差 应 是 多 少 ? 
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9.11 如 题 9.11 图 所 示 , 在 


了 cos wt , 求 : 


z 轴 上 z= 土 寺 处 放置 电流 元 , 沿 a 方向 有 相同 的 电流 


中 每 个 电流 元 分 别 至 点 P(r =54 ,60= 30", p=0) 的 距离 ; 
@ 求 p= 0 平面 上 远 区 矢量 磁 位 4A(r ,0 ,0)。 


9,12 一 短 天 线 长 24<A74， 
中 求 辐射 功率 ; 


天 线 上 的 电流 线性 分 布 如题 9,12 图 所 示 。 


@ 若 激励 电流 沿线 分 布 是 均匀 的 ,都 是 1 ,辐射 功率 和 题 (1) 相 同 , 则 电 侦 极 子 等 效 长 度 


应 多 大 ? 


题 9.11 图 


题 9.12 图 


9.13 题 9.13 图 表示 空气 中 两 个 完全 相同 的 电 偶 极 子 互相 垂直 放置 ,其 上 电流 幅度 相 


等 ,相位 相差 本, 即 = De 每。 


如 已 知 z 轴 上 mi: 点 ( 远 区 ) 玻 印 廷 矢量 之 值 为 Si = 


1 mW , 求 xOy 平面 上 ms 点 (Dm = Om ) 的 平均 玻 印 廷 矢量 Sq 为 的 值 。 

9.14 介质 透镜 的 折射 指数 为 4 ,直径 为 D(D 六 1), 它 离开 点 源 O 的 距离 为 ( 见 题 
9.14 图 )。 试 求 此 透镜 的 轮廓 线形 状 ,以 使 人 射 波 经 透镜 折射 后 变 为 平面 波 。 

9.15 ” 设 均匀 平面 波 季 直 人 射 到 无 限 大 金属 平板 上 的 圆 孔 , 求 口径 面 法 线 方向 的 绕 设 场 。 


已 知 : 


" 316 ，: 


[ede = 2rJo(u) 


第 10 章 狭义 相对 论 


相对 论 是 近代 物理 的 重要 支柱 ,分 为 狭义 相对 论 和 广义 相对 论 两 部 分 。 狭 义 相 对 论 的 产 
生 与 对 运动 参考 系 中 的 电磁 运动 规律 的 研究 密切 相关 ,同时 它 的 建立 又 大 大 地 深化 了 人 们 对 
电磁 现象 的 认识 。 本 章 我 们 从 基本 的 实验 事实 出 发 ,提出 两 个 基本 假设 :相对 性 原理 和 光速 不 
变 原理 ,并 由 此 导出 洛 仑 兹 变换 式 。 相 对 论 所 涉及 的 基本 问题 ,是 研究 相对 运动 着 的 观测 者 观 
测 物理 现象 时 所 得 的 结果 的 一 致 性 问题 。1905 年 爱 因 斯 坦 提 出 了 狭义 相对 论 , 它 是 本 书 考虑 
相对 论 时 所 采用 的 唯一 形式 。 狭 义 相 对 论 所 论 及 的 观测 者 们 都 是 以 恒定 的 速度 相对 运动 着 。 
“相对 "这 一 词 是 指 这 些 观测 者 在 他 们 各 自 所 处 的 坐标 系 中 对 于 同一 现象 的 描写 所 作 的 假定 的 
等 价 性 而 言 的 。 我 们 将 要 看 到 ,我 们 能 够 在 经 典 电磁 理论 中 找到 狭义 相对 论 的 起 源 ,因而 我 们 
将 从 考虑 这 些 运 动 着 的 观测 者 如 何 描述 某 些 电磁 效应 开始 。 


10.1 狭义 相对 论 的 历史 起 源 


按照 习惯 ,等 当 人 们 研究 电场 强度 E(r ,1) 时 ,其 位 置 矢量 + 和 时 间 z 是 措 相对 于 某 一 特 
定 的 惯 任 坐 标 系 而 言 的 ,并 假设 测定 r 和 * 时 的 E 的 观察 者 相对 于 这 些 坐 标 是 静止 的 。 由 力 
学 知识 知道 ,一 个 固定 在 地 球 表面 上 的 坐标 系 ,对 于 我 们 所 研究 的 大 多 数 问题 来 说 ,是 一 个 令 
人 满意 的 近似 惯性 坐标 系 。 

当 我 们 讨论 法 拉 第 定律 时 ,对 于 运动 的 观察 者 来 说 ,观察 到 的 电场 是 

E=E+vxXB {10.1.1) 

其 中 ,不 带 撤 的 量 是 静止 观察 者 测定 的 ,上 式 说 明了 一 种 联系 两 个 坐标 系 中 场 的 方式 。 而 法 拉 
第 定律 


=-3B 
VXE=- -3 


是 一 个 与 介质 的 运动 形式 无 关 的 表达 式 。 但 是 ,现在 我 
们 更 感性 兴趣 的 是 , 式 (10.1.1) 表 明 , 两 个 作 相对 运动 的 
观察 者 以 不 同 的 方式 描述 同一 物理 现象 。 作 为 一 个 极端 
的 例子 ,如 果 已 =0, 即 对 于 静 正 观察 者 看 来 完全 是 磁 感 
应 强度 B 的 场 ,而 作 相 对 运动 的 观察 者 看 来 却 为 电场 
EE 。 因 此 ,电场 并 不 是 一 个 在 给 定点 和 给 定时 刻 的 绝对 
物理 量 ,而 它 还 要 取决 于 观测 者 的 运动 。 

式 (10,1.1) 实 质 上 是 根据 法 拉 第 电磁 感应 定律 和 应 
用 癸 利 咯 相 对 性 原理 的 结果 。 在 图 10-1 中 ,为 了 简单 起 
见 ,我 们 给 出 了 坐标 轴 为 互相 平行 的 两 个 直角 坐标 系 。” 
他 们 的 原点 的 相对 位 置 由 位 置 矢量 R。 给 定 ,在 上 =0 时 图 10.1 
刻 它 们 的 原点 互相 重合 ,坐标 系 S "相对 于 $ 以 恒定 速度 运动 。 点 了 的 位 置 矢量 是 > 和 +x"， 

- 317 . 


因此 


r=r-Ro (10.1.2) 


因此 ,如 果 在 两 个 坐标 系 中 测量 点 P 的 速度 , 则 它们 被 以 下 熟悉 的 结果 联系 起 来 : 


re 
?Td 


由 于 V 是 常数 ,因此 加 速度 是 相等 的 , 即 


a 


所 以 ,作用 


因此 ,在 两 个 以 恒定 速度 相对 运动 的 坐标 
一 切 惯性 坐标 系 都 同样 适合 于 作 参 考 系 。 
“事件 "的 两 个 坐标 系 和 时 间 (z = ) 的 式 


-dr_dR_ 
a do 


‘do _dv_ 


dt do 


于 点 卫 质 点 m 上 的 加 速度 也 是 相等 的 , 即 
F’= 


ma” =ma=F 

系 中 ,力学 的 基本 定律 具有 相同 的 形式 。 也 就 是 说 ， 
这 一 结论 称 为 伽利略 相对 性 原理 。 而 联系 一 个 给 定 

(10.1.2) 则 称 为 伽利略 变换 , 式 (10.1.2) 是 完全 普遍 


的 形式 ,现在 我 们 仅 考 虑 相对 运动 是 沿 着 zr 公共 的 方向 ,因而 V = Wo-。 这 样 就 能 够 将 式 


《10.1.2) 写 成 如 下 分 量 的 形式 
X=- Vi 


这 样 两 个 坐标 系 之 间 的 速度 关系 为 


vr =u V ), 
F 场 的 表达 式 随 所 选用 的 坐标 系 而 变化 ,因此 ,我 们 很 自然 地 需要 知道 式 (10.1.3) 是 如 何 影 
和 方程) 的。 为 方便 起 见 , 我 们 来 考虑 麦克 斯 


由 
响 确 定 电磁 场 的 方程 ( 即 麦克 斯 寺 
论 , 即 波动 方程 


1 
Vp 二 


=y Zz =z t= {10.1.3) 


Uy = U, Ur = Us 


方程 的 一 个 推 


> 
P80 


5 (10.1.4) 


就 足够 了 。 在 真空 中 场 的 任何 分 量 都 满足 这 一 方程 。 我 们 已 经 知道 ,以 上 波动 方程 具有 速度 


为 c 的 平面 波 解 。 以 下 我 们 将 证 明 ,经 过 


代 利 略 变换 ,这 一 方程 的 形式 并 不 保持 不 变 , 但 是 , 平 


面 波 的 解 仍然 可 能 存在 ， 
为 了 便于 说 明 问 题 ,并 不 失 . 一 般 性 , 取 xz 轴 的 正 向 与 平面 波 的 传播 方向 一 致 ,于 是 平面 波 
方程 可 以 简化 为 
2 2 
-让 = (10.1.5) 
现在 让 我 们 对 更 作 伽利略 变换 , 技 式 (10.1.3) 作 xz“ 和 z 的 代 换 , 则 有 


a@_38 3z (38 9 3B 
dr dx dr Qt dr ar 
进一步 可 以 得 到 
Fp_ FD 
9xr” Br 
类 似 地 ,有 
38 _y 弛 + 邓 
Bt VV ax’ ae 
PB_y PP._, PF FD 
ar ER rt a2? 
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将 以 上 推导 结果 代 人 平面 波 方程 (10 .1. ;2 经 整理 后 得 
(ev 2 V 下 过 多 


很 显然 ,此 式 与 不 带 撤 的 坐标 系 让 和 (0.1 5) 有 着 不 同 的 形式。 然而 ,此 方 
程 仍 然 存在 一 个 平面 波 解 


{10.1.6) 


B(x ,st )= Bo cos h(x ~ ut) {10.1.7) 
其 中 ,w 为 相 速 度 。 将 上 式 代入 式 (10.1.6), 可 以 验证 ,只 要 相 速 度 v 满足 
v=etV 


式 (10.1.6) 就 是 方程 (10.1.5) 的 一 个 解 。 如 果 平面 波 沿 正 x 方向 传播 , 它 的 速度 为 c- V ,而 
波 沿 负 = 方向 传播 时 , 它 的 速度 为 c+ V。 因 此 ,这 些 结果 与 伽利略 变换 (10.1.3) 式 所 给 出 的 
特殊 情况 相符 合 。 

这 一 计算 结果 表明 ,如果 做 利 略 相对 性 原理 和 波动 方 笃 (10.1.4) 同 时 都 是 正确 的 ,那么 在 
以 恒定 速度 作 相对 运动 的 不 同 坐标 系 中 观测 时 ,电磁 效应 一 般 是 不 同 的 ,特别 是 在 真空 中 平面 
波 的 速度 并 不 等 于 一 个 常数 值 <。 由 于 波动 方程 是 麦克 斯 韦 方程 的 推论 ,以 上 结果 意味 着 ,只 
可 能 存在 一 个 唯一 的 坐标 系 ,在 此 坐标 系 中 麦克 斯 韦 方程 具有 我 们 在 前 几 章 所 应 用 过 的 形式 ， 
并 且 电 磁 波 的 传播 速度 为 c。 这 一 特定 的 参考 系 一 般 等 同 于 力学 中 的 原 惯性 系 , 即 一 个 相对 
于 “固定 恒星 "的 固定 参考 系 。 这 一 参考 系 还 必须 具有 传播 电磁 波 的 性 质 ,这 个 系统 就 是 人 们 
曾经 寻找 过 的 "以 太 "。 

然而 ,“ 以 太 " 的 引入 有 一 个 明显 的 不 足 , 那 就 是 不 同 的 坐标 系 不 等 价 。 但 是 ,不 同 坐 标 系 
的 等 价 概 念 是 这 样 的 简单 和 富有 吸引 力 , 因 面 促使 我 们 有 必要 考虑 另 一 种 可 能 性 , 即 存在 有 一 
个 对 力学 和 电磁 学 面 言 ,“ 等 价 性 "都 成 立 的 公共 的 相对 性 原理 。 如 果 这 种 情况 确实 成 立 ,那么 
建立 在 伽利略 变换 和 牛顿 力学 基础 上 的 其 利 略 相 对 性 原理 实际 上 就 是 一 个 不 合理 的 原理 。 

物理 学 的 基础 是 一 个 实验 科学 ,在 “等 价 性 "与 “ 爷 利 略 相对 性 原理 "之 间 的 抉择 ,也 只 能 依 
蔡 实 验 结果 。 历 史上 ,一 种 办 法 是 假定 麦克 斯 韦 方 程 和 伽利略 变换 两 者 都 是正 确 的 , 即 存在 一 
个 特定 的 参考 系 (“ 以 太 ")。 那 么 固定 在 地 球 上 的 实验 室 参 考 系 相对 于 原 惯性 系 (“ 以 太 ”) 就 是 
运动 的 ,于 是 我 们 应 该 能 够 测 到 与 这 一 运动 相关 的 效应 ,比如 光速 是 可 变 的 (相对 于 以 太 )。 以 
下 我 们 介绍 最 有 代表 性 的 著名 实验 一 一 迈克 耳 孙 - 莫 雷 (Michelson-Morly) 实 验 。 

此 实验 的 目的 是 要 证 明 侨 利 略 相对 性 原理 的 质点 速度 合成 公式 同样 适用 于 电磁 波 的 速 
度 。 如 果 把 VV 解释 为 相对 于 “以 太 " “的 速度 ,那么 波 的 速度 将 依赖 于 介质 的 运动 ,而 相对 于 
“以 太 ” 的 速度 才 是 c。1887 年 迈克 耳 孙 - 英 雷 首先 进行 了 和 
测量 电磁 波 速 ( 光 是 一 种 特殊 的 电磁 波 ) 实 验 。 

实验 装置 如 图 10-2 所 示 。 该 系统 相对 于 “以 太 "以 速 
度 六 运动 。 来 自 光 源 的 光 射 到 部 分 镀 银 的 玻璃 板 M 
上 ,然后 分 成 在 互相 垂直 的 方向 传播 的 两 束 光 ,它们 分 别 
传播 到 反射 错 M 和 M: , 且 距 离 者 是 ,并 且 都 按 原 路 径 
反射 回来 。 这 样 , 每 一 束 光 都 将 有 一 部 分 洛 装置 的 第 四 句 
传播 到 探测 器 DD。 显 然 ,由 于 这 两 束 光 在 部 分 路 径 上 的 束 
度 不 同 , 因 面 在 探测 器 处 会 产生 相位 差 , 导 致 干涉 效应 ,能 
够 在 合成 光束 中 作为 可 变 的 的 振幅 而 被 观测 到 。 为 了 计 
算 相位 差 ,我 们 需要 计算 出 光束 沿 它们 各 自 的 路 径 传播 所 


图 10-2 迈克 耳 孙 - 英 雷 实验 装置 
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需 的 时 间 。 
如 图 10-2 所 示 ,假设 辟 1 处 在 仪器 运动 的 方向 ,那么 ,根据 伽 利 咯 变换 , 朝 1 臂 外 侧 传 播 
的 光 的 速度 为 c- V ,而 返回 路 程 上 的 光 的 速度 为 c+ 7。 由 此 可 以 计算 出 光 沿 着 这 个 臂 来 回 
所 需 的 时 间 是 
ne a 区) A ) 
由 于 辟 2 与 运动 方向 垂直 , 根 据 伽利略 变换 ,可 求 得 光 的 合成 速度 为 (ec ~ V)”, 因 此 光 沼 这 


个 路 径 传播 所 需 的 时 间 是 


2 
(+ 
所 以 ,这 两 个 时 间 不 一 样 的 ,它们 的 差 是 
2 
At 一 如 -a~t(X) 


假设 以 上 装 澳 的 辟 长 /==15 m, 送 动 速度 为 了 =3X104 m/s, 代 人 上 式 可 得 到 光 沿 两 个 路 径 的 
时 间 差 At =0,5x10, 如 果 采 用 波长 为 0.5X10“m 的 可 见 光 , 则 这 个 很 小 的 时 间 差 会 产生 
A =wAt =2xcAt /4=0.3(2n) 绝 度 的 相位 差 ,可 以 看 出 ,这 个 相位 差 很 大 ,在 探测 辟 D 应 能 
看 到 相应 的 干涉 效应 。 然 而 ,迈克 耳 孙 和 莫 雷 没有 观察 到 这 种 效应 。 后 来 ,人 们 多 次 重复 作 了 
这 个 实验 和 经 过 改变 的 实验 ,并 且 仪 器 的 灵敏 性 ,精密 性 大 有 提高 。 但 是 ,始终 观察 不 到 相应 
的 干涉 效应 。 因 此 ,如 果 要 把 伽利略 相对 性 原理 应 用 于 电磁 学 ,就 产生 了 特定 参考 系 “ 以 太 "的 
想法 。 但 是 ,并 没有 任何 类 型 的 实验 结果 支持 电磁 学 的 “以 太 "。 这 就 导致 我 们 假定 对 于 电厂 
学 和 力学 存在 一 公共 的 相对 性 原理 ,这 就 是 爱 因 斯 坦 提 出 的 狭义 相对 性 原理 。 然 而 ,狭义 相对 
论 不 是 建立 在 单个 实验 基础 之 上 的 , 它 已 经 为 大 量 的 天 文物 理 、 微 观 粒子 等 实验 所 验证 。 


10.2 狭义 相对 论 的 数学 描述 


爱 因 斯 坦 通 过 深入 地 考虑 迈克 耳 孙 - 英 雷 实验 以 及 大 量 的 前 人 所 作 的 实验 结果 , 他 于 
1905 年 提出 了 如 下 (本 质 上 相同 的 ) 两 个 假设 : 

(1) 所 有 坐标 系 对 物理 现象 的 描述 都 是 同样 适当 的 ; 

(2) 光 在 真空 中 的 速度 对 于 所 有 观察 者 都 是 相同 的 ,并且 与 光源 的 运动 无 关 。 

第 一 个 涉及 所 有 的 符 标 系 ,尽管 我 们 是 把 自己 局 限于 惯性 坐标 系 ( 伍 定 速 度 的 坐标 系 )。 
这 个 假设 断言 ,整个 物理 学 有 一 个 公共 的 相对 性 原理 ,尽管 我 们 只 是 从 质点 力学 和 电磁 学 来 考 
虚 这 一 原理 。 

前 面 看 到 ,将 麦克 斯 韦 方程 和 伽利略 变换 相 结合 得 出 绝对 速度 以 及 可 能 产生 的 影响 ,但 这 
样 的 预言 没有 被 实验 所 证 实 。 这 可 能 是 伽利略 变换 不 正确 ,也 可 能 是 麦克 斯 韦 方 程 不 完全 正 
确 。 爱 因 斯 坦 选择 了 第 一 个 可 能 性 。 

因为 人 们 迄今 还 没有 办 法 从 正 而 直接 证 明 这 两 条 基本 原理 的 正确 性 ,所 以 还 称 它们 为 “ 假 
设 "。 但 到 目前 为 止 ,尚未 发 现任 一 事实 与 这 两 条 基本 原理 及 由 此 引出 的 结论 相抵 触 ;相反 ,由 
它们 所 预言 的 效应 却 不 断 地 为 实验 所 证 实 。 

与 光速 不 变 原 理 相 符合 的 变换 是 洛 仑 花 变 换 。 为 简单 起 见 ,我 们 考虑 两 个 沿 它 们 的 公共 
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的 zz 方向 以 速度 V 作 相对 运动 的 坐标 系 S 和 S“。 这 样 对 于 某 个 给 定 事 件 ,在 S 坐标 系 中 可 
用 坐标 和 时 间 (z,y,z,t) 来 描述 ,在 S “坐标 系 中 可 用 坐标 和 时 间 (z ,> ,x,t ) 来 描述 。 因 
此 , 洛 仑 兹 变换 就 是 建立 这 两 组 四 维 坐 标 之 间 的 定量 关系 。 

假定 在 两 个 坐标 系 的 原点 重合 的 瞬间 ,从 原点 发 出 一 个 光 脉 冲 。 光 速 不 变 原理 要 求 两 个 
坐标 系 中 的 观察 者 会 看 到 光 在 所 有 方向 上 都 以 同样 的 速度 c 传 播 , 即 两 个 观察 者 者 将 看 到 一 
个 波 阵 面 为 球面 的 光 ,其 球 心 都 在 坐标 系 的 原点 , 面 半径 为 光速 c 乘 时 间 :。 于 是 波 阵 面 方程 
为 


ztyteen=0 r+ty +2 -et =0 (10.2.1) 


即 有 恒等式 : 
x ty tr ty + zt (10.2.2) 
上 式 表明 ,坐标 变换 时 ,方程 两 边 的 量 必须 是 不 变量 。 
由 于 坐标 系 的 相对 运动 方向 取 在 zx 轴 上 ,假定 垂直 于 运动 方向 的 坐标 不 变 是 合理 的 ,也 
即 是 说 
yy 2 
那么 式 (10.2.2) 简 化 为 
rz et (10.2.3) 
鉴于 参照 系 S" 相 对 于 参照 系 S 的 运动 速度 为 V, 从 3 的 角度 来 看 ,原点 O 在 S 中 的 x 坐 
标 应 该 是 证 。 另 一 方面 ,从 5“ 的 角度 来 看 ,原点 O 在 S' 中 的 xz 坐标 应 该 是 - W 。 因 此 方程 
(10.2.3) 最 简单 形式 , 即 线性 形式 的 解 为 
z=7Y(z- Ve) r= (rx + Ve') (10.2.4) 


其 中 ,7 和 7 是 待定 常数 。 解 得 


r=7[:-$( -二 )] (10.2.5) 
将 x' 和 站 的 表达 式 代入 方程 (10.2.3) ,得 到 
zx [1 + - 夫 ) 2a[wv- 开 (二 去 J 人 7- Vi) -el=0 


VV YY 
(10.2.6) 
上 式 对 所 有 x 和 :+ 都 成 立 ,因此 必须 有 
24 ly 
1 2P+ 和 (1 声 ) 0 
sy_ Ye LY 
YV F(t yy =0 
P(E-V)-e=0 
解 出 
7y=y= 一 上 (10.2.7) 
1 二 
到 
因此 , 洛 仑 兹 变换 为 
x =x Vi), y=y, z=x, #7 -x) (10.2.8) 


让 (10.2.8) 可 以 解 出 
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z= +V) yy = (+ (10.2.9) 

可 以 看 出 ,变换 关系 (10.2.8) 和 (10.2.9) 之 间 的 转换 是 等 价 的 ,并 且 像 我 们 所 期 望 的 那样 改变 
Vv 的 符号 。 

如 果 令 卫 -0, 因 而 y 一 1, 则 洛 仓 兹 变换 式 (10.2.8) 退 化 成 伽利略 变换 。 事 实 上 , 当 半 <1 


时 , 作 利 略 变 换 可 看 成 是 党 仑 兹 变换 的 一 级 近似 。 
一 个 方便 的 做 法 是 将 V 与 “的 比值 用 一 个 特殊 的 符号 8 来 表示 : 


B= 
因此 
7=7 记 志 
而 洛 仑 兹 变换 式 (10.2.8) 可 表示 为 
x= ys- Bet), y=y, vv, t=y(t- Bz) (10.2.10) 
洛 仑 兹 变换 集中 地 体现 了 狭义 相对 论 的 时 空 观念 ,定量 地 揭示 了 时 间 和 空间 的 统一 性 以 


及 它们 同 物质 运动 的 紧密 精密 联系 。 
式 (10.2.10) 是 在 选取 两 惯性 系 问 坐标 最 简单 的 情况 下 导出 的 , 称 为 特殊 洛 仑 兹 变换 。 如 
果 S" 系 相对 于 S 系 的 速度 = Va, + Way + Va, ,那么 不 难 证 明 , 洛 仑 兹 变换 的 一 般 形式 将 
为 
r=r+(7- Dev- 7Ve 


1 VV 
“人 (和 全 


显然 , 当 = Va, 时 ,上 述 一 般 洛 仑 效 变 换 就 过 渡 到 (10.2.10) 式 。 
例 10.1 同时 性 的 相对 性 。 


假设 在 S 坐标 系 中 有 两 个 事件 在 在 不 同 的 点 zx, 和 zs 同时 发 生 , 即 t= 所 。 由 洛 仑 兹 变 
换 式 (10.2.10) 可 知 ,在 S“ 坐 标 系 中 观测 这 两 个 事件 时 ,观测 到 的 时 间 分 别 是 
£8 


A =7(n x) t= Y(t Ce) 


这 两 个 事件 的 时 间 差 
Ar'=t t= R(x, 1)F0 (10.2.11) 

以 上 计算 结果 表明 ,同时 性 不 是 绝对 的 性 质 , 它 同 观测 者 的 相对 运动 状况 有 关 。 同 时 的 相 
对 性 是 指 两 异地 事件 的 同时 性 具有 相对 性 ,对 同 地 事件 而 言 ,同时 性 是 绝对 的 。 

由 于 同时 性 是 相对 的 ,所 以 我 们 就 不 可 能 找到 一 个 对 所 有 惯性 系 普遍 适用 的 绝对 时 间 , 也 
就 是 说 ,不 可 能 找到 一 个 普遍 的 时 间 标准 。 这 和 经 典 时 空 观 的 : =: 是 格格 不 人 的 。 

例 10.2 时 间 了 膨胀。 

假设 在 S 坐标 系 中 有 一 个 时 钟 位 于 zo 点 , 它 按 固定 的 时 间 间 隔 Az 发 出 某 种 特殊 的 信 
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号 ,这 里 At = 一 t=t3 一 ty, 等 等 。 由 洛 仑 兹 变换 知 ,在 S 坐标 系 中 观测 这 两 个 事件 时 , 观 
测 到 的 时 间 和 间隔 是 


Ai = YAt>Ar (10.2.12) 
以 上 结果 表明 ,运动 的 观测 者 看 到 的 时 间 间 隔 要 长 些 ,即时 间 膨 胀 了 。 
由 于 目前 人 造 运载 工具 的 速度 远 小 于 光速 ,所 以 有 关 运 动 时 钟 延 缓 的 试验 ,基本 上 都 是 借 
助 高 能 粒子 间接 进行 的 。 
例 10.3 洛 仑 兹 收缩 。 
假设 在 S 坐标 系 中 用 个 与 两 点 z! 和 zs 相对 静止 的 尺子 测 得 的 距离 
L=x2a— x1 
而 运动 的 观测 者 用 坐标 zx? 和 x1 标志 测量 点 ,得 出 的 长 度 为 
L'=r2- ri=7[ra x1 Bc(ts —t1)] 
然而 ,z2? 和 zx1 的 值 在 S 内 必须 同时 确定 , 即 t= +1。 由 洛 仑 兹 变换 式 (10.2.10) 可 知 
4 =&(z, -~z1)=8L 


将 上 式 代 人 工 的 表达 式 ,得 
Ly -PL=Z=LVI-F<L (10.2.13) 


以 上 计算 结果 表明 ,在 运动 的 观测 者 看 来 长 度 将 按 系数 二 收缩。 

运动 物体 在 其 运动 方向 上 长 度 的 缩短 ,反映 出 空间 距离 也 有 相对 性 。 运 动 时 钟 延缓 和 运 
动 长 度 缩短 是 运动 物质 间 时 空 关系 的 客观 反映 ,是 统一 时 空 的 两 个 基本 属性 。 它 们 两 者 间 是 
相互 联系 的 ,与 物质 的 具体 结构 和 运动 的 具体 机 制 无 关 。 这 两 个 效应 是 物质 的 运动 影响 测量 
所 导致 的 结果 ,它们 是 真实 的 可 以 测量 的 ,不 存在 任何 主观 的 随意 性 。 

相对 论 运动 学 北 应 和 收缩 因子 WT 一 夺 密切 地 联系 在 一 起 。 我 们 可 以 看 到 , 当 物 体 运动 的 
速度 有 限 , 即 v<e 时 ,VI 一 怕 与 1 相差 很 小 ,运动 效应 就 不 明显 。 此 时 ,我 们 用 经 典 理 论 讨论 
问题 就 足够 了 ,无 需 借助 于 狭义 相对 论 。 


例 10.4 ” 连 度 县 加 公式 。 


在 运动 参考 系 S' 中 观测 时 ,v 的 各 个 分 量 由 下 式 给 定 : 
/dr /dy dz’ 
Ud Vr de ts de 
我 们 现在 要 求 在 S 中 观测 这 同一 点 的 运动 速度 分 量 w, 、v, 、v.。 
由 洛 仑 兹 变换 式 (10.2.10) 可 知 


dz yd dt | pe 
w= 各 =7( 笔 竺 +Be 竺 】 
de yf Ba 
dz rl1 本 


由 以 上 两 式 解 出 


w+ 全 | 
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结果 得 到 


vity 
= (10.2.14) 
J+ Wr 
Cz 
因此 
| 
di 7[1+ :| 
同样 ,可 以 导出 
dy_dy dr 
= 他 = 他 区 TE] (10.2.15) 
7 
-dz-dz dt Ve (10.2.16) 


可 以 看 出 , 当 运 动 速度 V 扫 c 时 ,狭义 相对 论 速度 可 以 由 伽利略 变换 速度 近似 表示 。 另 
外 ,狭义 相对 论 速度 变换 式 表明 :任何 物体 的 运动 速度 都 不 可 能 超过 真空 中 的 光速 c。 但 这 里 
的 “运动 速度 ” 指 的 是 物质 相互 作用 的 传递 速度 。 比 如 , V = c, 取 = c。 由 徊 利 略 变换 将 得 
出 ; 
Us=vu + V=20 


而 根据 狭义 相对 论 速度 变换 的 结果 为 


正如 上 面 所 断言 的 那样。 

狭义 相对 论 指 出 的 客观 物质 的 运动 不 可 能 超 光 速 , 并 不 等 于 说 自然 界 中 就 不 存在 超 光 现 
象 。 要 理解 这 一 点 ,就 必须 清楚 不 同 惯性 系 之 间 的 速度 变换 与 同一 惯性 系 里 速度 的 合成 与 分 
解 是 两 个 完全 不 同 的 概念 。 

举 一 个 速度 分 解 的 例子 , 设 云层 离 地 产 = 12 000 m, 地 面向 云层 发 出 的 灯光 转动 的 角速度 
ow=3x10t radjs, 则 灯光 在 云层 上 划 过 的 速度 "= hw =3.6 X10 mfs。 表 明灯 光 在 云层 上 划 
过 的 速度 超过 了 光速 。 当 然 ,速度 v 仅仅 是 大 量 的 光子 在 云层 上 扫描 运动 的 表面 现 得 ,并 不 
是 光 真 的 在 云层 上 以 超 光速 运动 着 ,事实 上 是 光 在 从 地 面向 着 天 上 的 云层 方向 在 运动 。 

总 之 ,现在 已 知 的 各 式 各 样 的 所 谓 超 光速 运动 ,都 不 是 真 的 有 某 种 能 量 或 信息 以 超过 光速 
的 速度 在 自然 界 传递 着 ,而 事实 上 还 没有 发 现 以 天 于 光速 的 速度 运动 的 客观 存在 。 所 谓 的 超 . 
光 运 动 , 只 不 过 是 一 种 表面 的 现象 或 形式 上 的 运动 ,实际 上 它们 之 间 并 不 存在 因果 关系 。 

不 过 , 超 光速 粒子 是 知客 观 存在 ,仍然 是 有 争议 的 。 事 实 是 迄今 为 止 尚未 发 现 这 类 粒子 ， 
但 探索 仍 在 进行 之 中 。 


10.3 将 仓 兹 变换 的 四 维 形式 


根据 式 (10 .2.2) ,我 们 能 够 把 洛 仑 效 变 换 的 这 个 基本 条 件 表 示 成 ? 的 不 变性 ,由 下 式 给 
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定 : 


sty te -ot =r ty te -et (10:3,1) 


如 果 我 们 引 人 符 号 


1 二 工 ZX2=y x3 二 之 Zs =jct (10.3.2) 
则 我 们 能 把 (10.3.1) 式 写成 
5 一 Dx = EA (10.3.3) 


上 式 表明 ,我 们 能 够 把 最 普通 的 阁 仑 兹 变换 看 成 是 z1、z，、z3 、z4 =jct 轴 的 四 维 空间 中 诸 轴 


的 刚性 转动 。 
式 (10.3.2) 表 示 的 四 维 坐标 x = (x1,z;,z;,z4) 构 成 了 一 个 复 四 维 时 空 ,这 一 思想 首先 


由 闵可夫 斯 基 提 出 ,因此 通常 称 之 为 闵可夫 斯 基 空间 。 洛 仑 效 变 换 式 (10.2.8) 避 以 写成 


Zhi=awr, (pv=1,2,3,4) (10.3.4) 
式 中 
7 0 0 jy 
-| 0 10 0 {10.3.5) 
“0 01 0 人 
-jpy 00 7 
称 为 洛 仑 兹 变换 和 矩 阵 , 式 (10.3.4) 就 是 洛 仑 兹 变换 的 四 维 形式 。 
洛 仑 兹 逆 变 换 为 
Zs = bry (10.3.6) 
式 中 
7 0 0 -i 
010 0 
bry=a =a'= 0 01 0 (10.3.7) 
jpy 00 7y 


上 式 中 a ! 是 洛 仑 兹 变换 矩阵 a 的 逆 矩 阵 ,而 a’ 是 洛 仑 区 变换 矩阵 ae 的 转 置 托 阵 。 表 明治 仑 
兹 变换 的 逆 甜 阵 刚好 是 它 的 转 置 矩阵 。 

下 面 讨论 洛 仑 兹 变换 矩阵 的 基本 性 质 。 

容易 验证 


awam =0 《 当 v 关 4 时) 
awam 二 1 ( 当 u=4 时 ) 


上 结果 可 用 克 罗 内 克 (Kronecker ) 符 号 6 可 简 记 为 


Gua = Du 


江 


(10.3.8) 


其 中 
a=0 当 o 关 4 时 
64=1 当 u=A% 时 
表明 洛 仑 兹 变换 满足 正 交 变 换 条 件 。 
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10.4 复 四 维 时 空 的 运算 
维 时 空 在 洛 仓 兹 正 交 变 换 下 的 运算 法 则 。 


四 维 标 量 在 洛 仑 站 变换 下 它 保持 不 变 , 四维 标量 就 是 洛 仑 效 不 变量 。 如 距离 间隔 


ds = = Dus = = Ba 
在 洛 仑 兹 变换 下 保持 不 变 ， 所 以 阅 可 夫 斯 乱 空 间 相信 事件 的 间隔 中 一个 不 变量 。 
2. 四 维 矢 量 
参照 三 维 空间 的 矢量 描述 方法 ,我 们 可 以 定义 在 S 系统 中 ,四 维 矢量 可 写成 


R’=ar+arry att dar {10.4.1) 
式 中 ai .oa vs ,44 为 四 维 空间 的 单位 矢量 。 经 过 洛 仑 兹 变换 后 ,在 S 系统 中 的 表达 式 应 为 
Raritarry tasry ta (10.4.2) 
或 
x 
2 
有 =(aa2d383) (10.4.3) 
3 
zal 
由 洛 仑 兹 变换 知 
1 y 00ji81fz 
攻 | 0 10 0||z 
lz 10 01 0||z 
lz -和 0 0 yilz, 
而 
al 7 0 0 ji 
a |0 10 0|m 
al 10 01 0 la 
a -i 0 0 Yj\lo, 
根据 转 置 矩 阵 的 性 质 (ab)"=b a ,得 
0 0 -i 
(aiarasas)= (a020304) 0 1 1 0 
jBar 0 0 7 
代 人 (10.4.3), 得 
7 00 -aT 00i8 2 
R= (a eaa) 0 1 0 0 0 10 0 zc 
0 01 0 0 01 0 
jpy 00 yi 00 yilz, 
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ZI1 

Ty 
= (alq20344) 

Ty 

4 


二 全 1 次 1 十 和 2 工 2 十 如 333 十 本 44 


即 
R=R (10.4.4) 


上 面 的 推导 结果 表明 ,代表 一 点 位 置 的 四 维 矢量 不 随 参 考 系 的 改变 面 改 变 。 
3. 四 维 矢量 的 点 积 
点 积 4' 吾 在 S 系统 中 的 表达 式 应 为 
B, 

,maa a |? 

A':B' =(A1AAsA4) BB 
Bs 
7 
0 
0 


=(4A4A3AN) 


ooo-o 
[= 
[= 
ooo- 


= (4 AAA4) B， 


Bs 
即 
4 :B=A4:B {10.4.5) 
因此 矢量 的 点 积 在 洛 仑 兹 安 换 下 具有 不 安 性 。 
4. 四 维 二 阶 张 量 
四 维 二 阶 张 量 了 是 这 样 的 一 种 物理 量 , 它 们 有 16 个 分 量 ,其 分 量 在 洛 仑 兹 变换 下 有 如 下 


的 变换 关系 为 


Th, = 2) Danau Tr (10.4.6) 

式 中 aa .an 都 是 洛 仑 兹 变换 定 阵 (10.3-5) 式 的 变换 系数 。 四 维 二 阶 张 量 可 以 用 4x 4 阶 的 抵 
阵 表示 。 

车 Tu = Tu ，, 则 称 此 张 量 为 对 称 的 , 它 有 10 个 独立 分 量 ; 若 Tu = - Tu , 则 称 此 张 量 为 反 
对 称 的 ,其 对 角 项 都 为 零 , 有 6 个 独立 分 量 ; 张 量 的 对 称 性 和 反对 称 性 是 张 量 的 固有 性 质 ,与 参 
考 系 的 选择 无 关 。 

总 之 ,如 果 一 个 物理 规律 可 以 用 四 维 时 空 的 张 量 (标量 ,矢量 .二 阶 矩 阵 等 ) 方 程 来 描述 , 它 
在 洛 仑 兹 变换 ( 即 四 维 时 空中 坐标 旋转 变换 ) 下 其 形式 将 是 不 变 的 ,那么 就 称 这 个 物理 规律 对 
说 仑 兹 变 换 是 协 变 的 , 因 面 是 洪 足 狭义 相对 论 原理 的 。 从 以 上 这 些 结论 出 发 ,可 以 证 明 麦 克 斯 
韦 方 程 在 洛 仑 兹 变换 下 具有 协 变 性 。 
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10.5 麦克 斯 书 方程 在 四 维 时 空中 的 形式 ， 
一 .四维 电流 密度 矢量 电荷 守恒 方程 
首先 ,让 我 们 观察 三 维 电荷 守恒 方程 


3 
V JJ+ 吕 =0 
可 将 上 式 写 成 
弛 19 Yaicp) -0 (10.5.1) 


ay dz jct) 
由 于 四 维 时 空 的 第 四 个 坐标 x = jci ,因此 ,可 以 将 jcp 看 成 电流 密度 矢量 的 第 四 个 分 量 , 即 
T=ah ta ta ta 
其 中 J =jcp。 伪 归 二 级 纳 布 接 竹子 的 定义 ， 我 们 可 以 定义 四 维 矢量 的 微分 算 符 


3 3 
+as EE + a 5 《10.5,2) 


3 
0D=a, 去 +t as 5 


即 四 维 空间 的 纳 布 拉 算 子 。 则 (9.5.1) 式 可 以 写成 四 维 矢量 的 散 度 : 
"J=0 (10.5.3) 
四 维 矢量 的 散 度 可 看 成 是 两 失 量 的 点 积 ,因此 在 洛 仑 兹 变换 下 是 不 变量 。 
有 了 以 上 四 维 矢量 微分 算 符 口 ,我 们 还 很 容易 地 就 能 将 三 维 空间 中 梯度 和 旋 度 的 定义 推 
广 到 四 维 空间 。 
标量 9 的 四 维 梯度 为 一 四 维 矢量 , 即 


9 
p+ 站 


四 维 矢量 4 的 四 维 旋 度 为 一 个 二 阶 反对 称 张 量 ,用 分 量 表示 为 


to 如 + 站 (10.5.4) 


Bra 


(DxA), = 了 3 {10.5.5) 
张 量 工 的 散 度 口 :了 因明, 用 分 归 直 和 
4 Ey 
( 口 - T),= 和 2 了 (10.5.6) 
二 、 达 郎 贝尔 方程 ”四维 势 和 撩 量 
在 三 维 空间 ,麦克 斯 韦 方程 组 可 用 矢量 位 4 和 标量 位 @ 表示 为 
VA 坦 至 =- -eur (10.5.7) 
i198 _p 
V 蔡 了 (10.5.8) 
并 由 洛 仑 效 规范 
1 3B_ 
VAt+H dr-0 (10.5.9) 
将 矢量 位 4 和 标量 位 更 联系 起 来 。(10.5. ?全 《10.5.8) 和 (10.5.9) 式 可 以 改写 成 
VA+ 基 - =~pof 《10.5,10) 
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PE __p 
D+ eo 


.a oi/ 
有 + afjeo 0 


展开 (10,5,12) 式 ; 
3A, 3A, 93A, a(j®/e), 
于 3 = 
显然 在 四 维 空间 中 矢量 位 的 第 四 个 分 量 A, =j 更 /c, 所 以 上 式 可 以 写成 
口 .4=0 
即 洛 仑 兹 规范 在 四 维 空间 表示 为 矢量 位 的 散 度 。 
次 展开 (10.5.10) 式 ,并 把 下 标 x 、y、x 改 为 1.2、3, 可 得 


FA 
VA tae? — pof1 


2 


FA 
Vt ice) oj 
FA 
对 (10.5.11) 式 两 边 乘 以 Gjc) ,并 利用 A, =j®@ jc 和 J ==jce, 求 得 
六 A = 一 
VA 3900) Hoda 
现在 我 们 用 
四 
一 了 
表示 四 维 空间 的 拉 普 拉 斯 算 子 , 则 (10.5.15) 一 (10.5.18) 式 可 写成 
和 = -uof 


] 


(10.5. 


{10.5. 


(10.5. 


(10.5, 


{10.5. 


{10.5. 


(10.5. 


(10.5. 


(10.5. 


(10.5. 


11) 


12) 


13) 


14) 


15) 


16) 


17) 


18) 


19) 


20) 


上 式 即 为 四 维 空间 的 达 妆 贝尔 方 程 。 由 于 口 * 是 两 个 矢量 的 点 积 ,在 洛 仑 兹 变换 下 保持 不 变 ， 


从 而 方程 (10.5,20) 式 具有 在 洛 仑 兹 变换 下 的 协 变性 。 


由 于 达 朗 贝尔 方程 在 洛 仑 效 规 范 下 与 麦克 斯 韦 方程 组 是 等 价 的 ,既然 (10.5.20) 式 在 洛 仑 


兹 变换 下 具有 协 变性 ,也 就 证 明了 麦克 斯 韦 方程 组 在 洛 仑 兹 变换 下 具有 协 变性 。 


三 、 电 磁场 的 变换 


方程 (10.5.14) 和 (10.5.20) 是 用 矢量 位 写 出 的 具有 协 变性 的 麦克 斯 韦 方程 ,现在 我 们 可 


以 利用 四 维 矢 量 位 4 来 考虑 电场 矢量 EE 和 磁感应 强度 矢量 B。 


在 三 维 空间 ,由 于 我 们 是 通过 B= V x 4 得 到 B 的 ,我 们 自然 会 想到 在 四 维 空间 也 许可 


以 用 同样 的 方法 得 到 电场 和 磁感应 强度 。 在 四 维 空间 矢量 位 4 的 旋 度 是 一 个 反对 称 张 量 , 基 


-ho 
~ dr, az 
于 是 ,我 们 可 以 验证 : 
_3As 3A 9h, _a4s 
2 ar ar 9r dy 


由 于 忆 = - 96- 纵 , 可 以 验证 ， 


(10.5. 


21) 
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_a4，94, 13a@g_ 134. jE 
Fi 本 区 二 一 = 一 


只 旨 我 们 依照 上 述 方法 对 F,, 进 行 逐一 验证 ,我 们 就 可 以 发 现 电磁 场 的 各 分 量 与 Fo 之 间 
存在 着 如 下 关系 ; 


Bx: Drs ce ar jc ay c 


0 Bi -8B, -TE, 


-BB 0 B -ig, 
ce 
F= : (10.5.22) 
B, -B 0 -ilE, 


iE, iE, iE, 0 
我 们 称 下 为 电磁 场 张 量 。 它 将 以 前 相互 分 离 的 两 个 物理 量 统一 到 一 个 物理 量 之 中 。 说 明 它 
们 都 只 是 电磁 场 张 量 的 不 同 部 分 。 
电磁 场 张 量 , 我 们 很 容易 地 就 可 以 将 三 维 空间 的 麦克 斯 韦 方程 组 写成 四 维 形式 ,从 而 


使 描述 电磁 现象 的 电磁 规律 具有 明显 的 协 变性 。 
首先 ,反映 真空 中 电磁 规律 的 麦克 斯 韦 方程 组 有 两 个 描述 场 与 源 之 间 的 电磁 规律 : 


EE 


V:E=2£ (10.5.23) 
Eo 
和 VxB- 吉 疆 =po7 (10.5.24) 
我 们 将 它们 合 写成 一 个 四 维 形式 的 方程 : 
4 
2 于 = pol, 《10.5.25) 


容易 验证 , 当 yx = 1、2、3 时 ,上 式 分 别 是 方程 (10.5.24) 的 三 个 分 量 ; 而 当 y=4 时 ,方程 
(10.5.25) 的 左 端 为 
> Fy _ Fa | dFa | Fa | Fu 


97, 9zi gz dzxy 9x4 


工 (2E: az: ,9Es | 9E\_ iv. 
Ho 
右 端 为 

poji=pmalicp)= 工 站 
左 ` 右 端 相等 立即 得 方程 (10.5,23)。 

同样 ,对 另 一 对 方程 
VB=0 (10.5.26) 

和 yxB+ 弹 -0 《10.5.27) 
可 以 合 写 成 一 个 四 维 形式 的 方程 ; 

于 ++ =0 (10.5.28) 


Dz | Oz, dz, 
是 一 个 四 维 三 阶 反 对 称 张 , 称 为 四 维 电磁 场 业 量 的 施 度 。 上 式 宕 明 四 维 电磁 场 张 量 的 旋 度 
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为 零 。 容 易 验 证 , 当 不 出 现下 栋 1 时 ,应 用 式 (10.5.22) ,可 以 求 出 
aFn ,oFw 3aF _»_ ji 9E., ij 3E,, 1 3B, 
He + zy dz -0 ay te Bz + 认 了 


经 整理 ,上 式 可 以 写成 


aE, 3E,_ 9b, 


By gz 了 
这 就 是 V XE= - 强 的 工分 基 。 与 此 类 似 , 可 以 得 到 V XE= -各 的 3 分 量 和 = 分 量 。 当 


不 出 现下 标 4 时 ,例如 ,在 p=2,v=3,4=1 时 ,得 到 
加 :加 -加 -各 和, 一- 
对 于 其 它 取 法 ,例如 ,p=1,0=2,4=3 等 ,可 得 到 相同 的 结果 。 
方程 (10.5.25) 和 (10.5.28) 就 是 四 维 形式 的 麦克 斯 韦 方程 组 。 
根据 式 (10.4.6), 电 磁场 张 量 的 分 量 按 下 式 变换 : 
Fo = 9) 2JancnFi (10.5.29) 
应 用 以 上 变换 式 以 及 电磁 场 张 量 的 表达 式 ,很 容易 得 到 电场 EF 和 磁感应 强度 B 的 变换 公式 。 
我 们 将 只 对 式 (10.3.5) 所 描述 的 特殊 洛 仑 兹 变换 做 这 一 工作 。 
作为 一 个 例子 ,我们 来 推导 式 (10.5.29) 的 第 14 个 分 量 。 由 于 电磁 场 张 量具 有 反对 称 的 性 质 ， 
即 FE = -已 ,从 而 有 
Fu = -ji = DavarPe = Dan(anF + an Fs) 
= an(auF + auFu) + am(au Fa + auFa) 
= (anau — auan)Fn = (7 -PY)F, 
= Fu =-j 至 
因此 ,EE =E,。 与 此 类 似 , 式 (10.5.29) 的 第 42 个 分 量 是 ， 


J, .E, Ce 
Fe = j= Pawar = DavonF 
和 5 


VB=0 


aaFatauPa=(-iBy)B. +7(ie) 
故 Ey(E, ~ PeB.)= Y(E, - VB.)。 继续 这 样 推导 下 去 , 求 得 电场 E 和 磁感应 强度 B 的 
变换 公式 为 


五 - = 五 . B= B, 
B 


E=y(E,- VB.) B+ (10.5.30) 


E:=7(E.+VB,) B:=7 


逆 变 换 通过 改变 V 的 符号 即 可 得 到 ,从 而 
五 , = 五 < B.=B. 


E,=7Y(E, + VB.) B=7(B,-3:) (10.5.31) 
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已 =7y(B: -VB 及 =r(8+ 全 
有 了 了 以 上 结果 ,我 们 很 容 克 地 就 能 将 之 准 广 到 更 一 般 的 情况 。 由 于 x 本 的 取向 是 完全 任意 
的 ,所 以 我 们 能 够 引入 平行 于 ( 必 ) 和 午 直 于 (上 ) 相 对 平移 方向 的 场 分量 , 则 式 (10.5.30) 还 可 
以 写成 更 时 的 形式 


E.=E, B,=B, 
Eli=7y(EL+VxB)=7y(E+VXB), (10.5.32) 


1 有 了 
BI=7(BL -3XE)=-7(B- XE), 


这 里 我 人 有 E=E/ +El,B=B/+Bl。 
当 Vie<&1, 即 在 非 相对 论 极限 下 ,yz1, 式 (10.5.32) 过 渡 到 非 相对 论 电磁 场 的 变化 式 


E-E+VxB B'-B-YxE (10.5.33) 


狭义 相对 论 的 结果 清楚 地 表明 ,电场 E 和 磁感应 强度 B 不 是 单独 的 东西 独立 的 存在 的 ， 
而 电磁 场 张 量 才 是 基本 的 物理 量 。E 和 构成 了 电磁 场 张 量 的 分 量 ,这 吓 反 映 了 电磁 场 的 统 
一 性 ,又 反映 出 了 电场 和 磁场 在 不 同 的 惯性 系 之 间 的 可 转换 性 质 。 因 此 ,在 一 个 惯性 系 中 为 纯 
电场 (或 纯 磁 场 ) ,在 男 一 个 惯性 系 观 察 则 和 购 有 电场 又 有 磁场 。 

例 “匀速 运动 点 电荷 的 电磁 场 

解 对 于 S 坐标 系 来 说 ,一 个 好 的 选择 是 在 这 个 坐标 系 中 点 电荷 9 是 静止 地 处 在 原点 ， 
因此 在 S “中 只 有 静电 场 而 无 磁场 , 卓 


已 = 一 和 -=0 
dreor ， 


式 中 ”是 S 坐标 系 中 场 点 的 位 置 矢量 ， 

1 
设 观 察 者 所 处 的 坐标 系 是 $,S 坐标 系 相对 于 S 系 沿 z 轴 方 向 以 速度 Y 运动 ,根据 电磁 场 逆 
变换 式 (10.5.31) 可 得 S 坐标 系 中 的 电磁 场 为 


dreor™ 
yy yg 
E,= 7 也 ,= 一 7 
M 4reor 了 他 4reor 
， vy ， 
E=77E 二 =y 二 7 
? greor™ Ye 4reor 


设 两 坐标 系 在 : =0 时 刻 重合 ,由 洛 仑 将 变换 ,有 
z=Y(zr- Vi) y=y 2 = 


代入 电场 的 表达 式 得 
E= y(zr— Vi) 
dreoly (x— VI) ty +r] 
Ee gy 
” dreof (zr VE) + y+] 


Ee gAz 
dreol yy’ (x — Ve) + y+ ze 
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另外 ,如 可 以 表示 为 
p=YXE 
C 


如 果 需 要 ,由 此 我 们 便 能 够 求 出 B 的 显 式 分 量 。 
这 一 例 说 明 ,静止 的 电荷 只 产 牛 库仑 静态 电场 ,但 是 ,运动 的 电荷 由 于 相对 论 效应 ,并 产生 


了 磁场 。 


10.6 电磁 波 的 狭义 相对 论 效应 


1. 相位 的 不 变性 
平面 波 为 例 。 假 设 在 S 坐标 系 中 观测 到 的 均匀 平面 波 为 
E= Eo cos{wi — Kk*r) 
其 工分 量 是 E, = Eocos(wt 一 天 or) 
设 在 S 坐标 系 (相对 于 S 坐标 系 以 速度 沿 z 轴 方 向 运动 ) 中 此 均匀 平面 波 为 
E'=Ecos(wt ~kr') 


二 


其 xz 分量 是 
E’:=Evcos(wt — kr’) 


根据 电磁 场 的 变换 关系 ,有 


E’=E, 
即 Evcos(wi — kr )= Eo,cos(wt 一 天 Fr 
由 于 : 和 r 是 任意 的 , 上 式 成 立 的 条 件 是 余弦 函数 的 振幅 值 和 相位 必须 相等 ,因此 
Ev: = Eos, 
wi kr = kr (10.6.1) 


上 式 表明 ,相位 p= wt ~ k"r 在 洛 仑 兹 变换 下 为 不 变量 。 

2. 多 普 勒 效应 和 光 行 差 

本 例 所 感 兴趣 的 问题 是 ,对 于 两 个 作 相 对 运动 的 观测 者 ,它们 所 观测 到 的 波 的 并 率 同 波 的 
传播 方向 有 何 关系 。 假 设 在 S 坐标 系 中 静止 的 光源 Q (位 于 坐标 系 的 原点 ) 发 出 一 球面 波 ， 
可 用 如 下 表达 式 描述 


$= 多 os wt — kr’) 
其 中 ,x 是 离 Q 的 距离 ,0 是 振幅 常数 , 且 
k= /Cc 

假定 在 S 坐标 系 中 有 一 位 静止 的 观测 者 处 在 zy 平面 中 
的 了 点 ,在 S 坐标 系 中 已 点 的 坐标 是 (z,y), 在 3 坐标 系 中 
P 点 的 坐标 是 (zx ,y )。S 中 的 观测 者 把 这 个 波 看 成 是 一 个 
发 源 于 该 坐标 系 中 点 光源 Q( 不 妨 设 此 点 为 S 坐标 系 的 原 
点 ), 因 此 用 


= sur — kr) 
来 表示 , 式 中 7 是 离 的 距离 ,Bo 是 振幅 常数 , 且 
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k=wic 

如 图 10-3 所 示 , 出 Q' 到 P 的 传播 方向 能 够 用 与 x' 轴 所 构成 的 夹 角 9 来 表示 ,而 9 则 是 在 

S 坐标 系 中 相对 应 的 角 。 由 图 我 们 可 以 得 到 
r =r cosf +y sing r=x cos0+t+ysing 
由 隆 相位 是 个 不 变量 , 即 
wi — kr=wt — kr 

将 我 们 在 前 面 导出 的 大. 、r .的 表达 式 和 :的 洛 仑 效 变换 式 代 人 上 式 ,并 经 过 整理 后 

可 以 得 到 
人 22 Bose +t ysing (+e)] (10.6.2) 

这 一 等 式 对 x、y 和 t 的 所 有 可 能 值 都 成 立 ,因此 它们 的 系数 必须 相等 。 使 式 (10.6.2) 两 边 : 
的 系数 相等 ,得 到 


w=wy(1+p cos 0) (10.6.3) 
上 式 把 两 个 坐标 系 的 频率 联系 在 一 起 ,这 就 是 多 普 勒 效应 ,表达 式 称 为 多 普 勒 公式 。 另 外 我 们 
可 以 看 到 ,如 果 8<&1, 则 Y=~x1, 多 普 勒 公式 可 简化 成 经 典 公式 
w=w (1+8 0050) 《10.6.4) 
如 果 令 式 (10.6.2) 中 xz 的 系数 相等 , 则 得 到 
woos O= wy(cos b+B) 
将 w 的 表达 式 代 人 上 式 , 即 可 得 到 联系 传播 方向 的 公式 


co- (10.6.5) 
上 式 称 为 光 行 差 公 式 。 
司 题 10 


10.1 证 明 :牛顿 运动 方程 了 = 加 革 和 在 伽 利 降 变 换 下 不 改变 形式 ,波动 方 厦 V0 -二 
? =0 在 伽 利 路 变换 下 将 改变 形式 。 

10.2 惯性 参考 系 K“ 相 对 于 K 系 以 速度 洛 z 轴 正 向 运动 ,两 参考 系 相应 坐标 平行 ,+ 
=4=0 时 刻 K“ 与 K 系 的 原点 重合 。 

@ 事 件 1.2 发生 在 KK 系 中 的 时 空 坐标 分 别 为 (zi ,yi ,zi ,41) 和 (zs ,2,22,2) , 求 这 两 个 
事件 在 K' 系 中 的 时 间 间 隔 和 空间 距离。 

@ 如 果 事件 1 在 1; = 0 时 启发 生存 K 系 的 原点 ,事件 2 在 f=5 s 时 刻 发 生 在 z=4c,y 
-0,z, =0 处 ,在 K' 系 看 来 ,这 两 个 事件 发 生 的 空间 坐标 相同 。 问 K' 系 相对 于 K 系 的 运动 速 
度 为 多 少 ? 这 现 个 事件 在 k' 系 中 发 生 的 时 间 间 陋 是 多 少 ? 

10.3 假设 两 个 事件 在 同一 参考 系 的 不 同 地 点 同时 发 生 , 试 证 明 ， 

QD 这 两 个 事件 之 间 不 可 能 存在 因果 关系 

@@ 在 任何 相对 于 该 参考 系 作 惯 性 运动 的 其 它 参 考 系 看 来 ,这 两 个 事件 的 发 生 并 不 同时 。 

10.4 在 KK' 系 中 ,物体 的 运动 速度 是 ,而 KK' 系 又 相对 于 K 系 以 速度 4 运动 (wx 和 w 在 


同一 方向 ) , 求 在 K 系 观测 到 的 物体 运动 速度 。 当 4 == 吉 e 时 , 等 于 多 大 ? 
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10.5 在 地 球 上 观测 到 中 子 的 寿命 为 6.42 x 10? s, 间 在 以 速 魔 2 X10 m/s 运动 的 飞船 上 
观测 到 的 中 子 的 寿命 是 多 少 ? 

10.6 ”惯性 参考 系 KK' 相 对 于 K 系 以 速度 " 沿 x 轴 正 向 运动 ,在 1 =t 一 0 时 刻 K' 与 K 系 
的 原点 及 相应 的 坐标 重合 。 试 推导 物体 的 加 速度 在 这 两 个 参考 系 之 间 的 变换 关系 。 

10.7 在 KK 系 上 观察 ,电荷 的 运动 速度 为 ,在 K' 系 上 观察 ,电荷 的 运动 速度 为 w',K” 
系 相对 于 K 系 沿 z 轴 以 速度 。 运动 。 设 在 K 系 和 K“ 系 的 电荷 密度 分 别 为 
这 里 po 是 静止 式 的 电荷 密度 。 

他 证 明 :电荷 密度 的 变换 式 为 


zu 


1- < 


Li c 
[i 
AVI- 所 

C 


@ 设 电荷 沿 x 轴 方向 运动 , 试 写 出 电荷 密度 变换 公式 的 另 一 种 形式 ; 


10.8 真空 中 有 一点 电荷 9 沿 z 轴 正 向 以 匀速 运动。 利用 四 维 矢 位 4 的 变换 公式 求 


此 电荷 产生 的 矢 位 和 标 位 。 
10.9 如 果 在 KK 系 中 EE LB, 求 证 在 一 切 有 K' 系 中 E | B”。 
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一 、 矢 量 的 表示 法 


空间 任 一 矢量 4 可 平移 到 直角 坐标 系 的 原点 ,如 图 Al-1 所 示 。 以 直角 党 标 为 例 , 可 以 用 
如 下 多 种 形式 表示 矢量 4 


A=OP=q.A,+aAy + oA:= {A Ay,A| = a (A1.1) 
4 的 模 为 A=141=VAz+A AS 
4 萄 方向 为 A 一 全 全 ,全 = {cos ecos Bocos y 
二 ,矢量 的 乘法 


1. 标量 积 ( 点 积 、 内 积 ) 

定义 :4B=(A cos 9)B ”( 参 图 A1-2) 
这 一 定义 与 坐标 系 无 关 。 显 然 ,矢量 的 点 乘积 是 一 个 标量 。 在 
直角 坐标 系 中 , 易 证 明 

A'B=A.B,+A,B, + A.B。 _ 

在 非 直角 坐标 系 中 ,只 有 同一 场 点 的 两 个 场 矢 量 的 点 积 才 等 于 :， 
对 应 分 重 分 别 相 乘 之 和 。 

性 质 : 


A:B=B:A 
A':B=0 <> AlB 


(a) fb) 


图 Al-2 两 个 矢量 的 标量 积 图 Al- 3 两 个 矢量 的 矢量 积 
2. 失重 积 (又 积 、 外 积 ) 
定义 :|4 XB|=(A sin 9)B, 它 等 于 图 A1-3(a) 中 平行 四 边 形 的 面积。 叉 积 仍 是 一 个 矢 
量 ,其 方向 垂直 与 4、 了 B ,与 4、B 成 右 旋 关 系 ,如 图 Al-3(b) 所 示 。 
直角 坐标 下 的 计算 公式 ， 
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ax a ar 
A A, A. 
B. B, B 


AXxB= 


站 


4x 如 = -BxA4 (矢量 积 不 满足 交换 律 ) 
AXB=0 «> A/B 
A A, A. 
B, B, B。 
C. CC, C 
是 一 个 标量 。 由 于 行列 式 换行 偶数 次 值 不 变 号 ,因而 混合 积 具 有 可 轮换 性 
(BXC)=C:(AXB)=B'(CXA)= 
~A'(CxB)=-C:(BXA)=-B.(AXC) 
混合 积 的 绝对 值 为 如 图 A1-4 的 平行 六 面体 的 体积 。 以 任 一 面 为 底面 计算 的 V 都 相同 ,这 是 


A(BxC)= (Al1.2) 


混合 积 的 可 轮换 性 的 几何 解释 。 
易 知 ,三 个 矢量 4、B、C 共 面 的 充分 必要 条 件 是 4"(BXC)=0 
4. 双重 又 积 
AX(BXC)=(4:C)B-(4:B)C (Al.3) 


入 X(BXC) 子 (4XB)xC (不 满足 结合 律 ) 
双重 又 积 (4 x B) x C 位 于 垂直 于 矢量 (4 xX B) 的 平面 上 ,因而 是 与 4、B 共 面 的 矢量 ， 
如 图 A1-5 所 示 。 


各 DxC=(AxB)IXC 
图 Al-4 估量 混 合 积 的 几何 信义 图 A1-5 双重 又 积 
三 、 矢 性 函数 的 微分 


设 空间 点 的 位 置 矢量 r 为 某 自 变量 (标量 )* 的 函数 ， 
r(t)= za t+ xa, + za = f(t)as + g(t)a, +h(t)a, 
则 z 变动 时 + 的 矢 端 形成 一 条 矢 端 曲线 。 曲 线 的 参数 方程 (曲线 上 任 一 点 的 直角 坐标 ) 为 
z=f(t) y=g(t) z= h(t) 

若 该 矢 端 曲线 代表 某 矢 量 场 的 矢 线 ,曲线 上 任 一 点 的 位 置 矢量 的 矢 性 微分 

dr ={f (dr,g (te)qdi,h (2)dti= zidi, yidt, zidt} 

=(a, + yd, +a)dr= (ra + a,+ za)dy 
. = (za + yq, +as)dz=dras + dya, + dza, =dl 
则 表示 曲线 上 该 点 处 的 线 元 ,其 极限 方向 为 切线 的 方向 (指向 上 增 大 的 方向 ), 即 该 点 处 场 矢量 
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的 方向 。 
易 证 :对 于 定 模 矢量 ,有 


d i 
Fr=r r=0 
例如 圆柱 坐标 系 中 
da .ao = 4, +a, =0 


9 
对 于 场 矢量 4(z,y,z),4(o,gsz) 或 4(r,9,9) 的 微分 ,本 书 中 关心 的 是 它们 对 空间 坐标 的 
各 种 偏 导 数 的 特定 组 合 V -A 和 YXA。 
矢 人 性 函数 4(z,y,z) 的 偏 导数 是 其 每 个 分 量 的 偏 导 数 的 矢量 和 。 例 如 
ER 3A 3A aA 


3x 3 to Fr + or gx (A1.4) 
矢 性 函数 的 全 微分 是 其 每 个 分 量 的 全 微分 的 矢量 和 : 
dA =adA, +a,dA, + a.dA, (Al1.5) 
而 
9A ah4。 ,3A, 
dA, = Ee + By dy + Bed 
同 理 可 得 dA, 与 dA,。 
3A, 3aA 3A, 94,， 3A 4。 
于 是 du -ot + 倪 ] ay 
= 闪 dz+ 共 ty+ 全 av (Al1.6) 
A2 重要 的 矢量 恒等式 及 其 证 明 
Vuw)=uVo tv (A2.1) 
VuA)=uV'A+t+A' VY (A2.2) 
入 X(uA)=wuV XA 和 +VuX 息 (A2.3) 
V(A'B)=(AV)IB+(B'VIA+AX(V XB)+BX(V XA) (A2.4) 
V'(A4xB)=B:(V XA)—-A:(V XB) (A2.5) 
VxX(AXB)=AV'B- BV:A+(B:V)A-(A'V)B (A2.6) 
VVu=V& (A2.7) 
YXxVx=0 (A2.8) 
VVxXA=0 (A2.9) 
VXVXA=VV'A-V4 (A2.10) 
adr= 中 4 上 (A2.11) 
。 s 
| ,vx a:d5=pA.d (A2.12) 
s c 
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jv xAdr= ban x AdSs 
| war = $ umdS 


| nx vuds = Fudl 
s < 
(A2.4) 式 和 (A2.6) 式 中 : 


AAV=CaA, + oA, + aA.)’ (a. 也 +@ 元 ta 六) 


A 2 也 也 
=A.a7+A, 5 4 5 
Qu 
= 了 

-4 238 3B 2B 
(4°V)B =A, F371+Ah, EE 5 


=a (4 VB.)+a (4 VB,)+a(4 VB.) 


_ au Qu ，， 
(A'V)u=A +A, aytA. 5 一 入 Vu 


(A2.13) 
(A2.14) 


(A2.15) 


在 以 下 的 证 明 中 ,始终 令 C 表示 任 一 常 和 拓 量 , 故 "C=0,V XC=0。(A2.13) 式 的 证 明 


如 下 ; 
利 


(A2.5), 有 
V'(AXC)=C(V XA)- A(VXC)=C(V XA) 
代 人 (A2.11) 即 获 度 定理 ,并 利用 矢量 混合 积 的 轮换 性 ,有 


Je: (vx Aayar = v4 x Cdr = (4 xC) nds = C: (nxAyds 


交换 点 乘 与 积分 ( 求 和 ) 的 次 序 ,得 
C+] Vx adr = C .中 mx 4dS 
因为 常 矢量 C 是 任意 的 , 故 必须 有 
| Vx 4dr = $n x AdS 
式 (A2.13) 得 证 。 在 (A2.13) 式 中 , 当 cr 一 0, 可 得 旋 度 的 定义 式 ;: 


Pnx 4dS 
VA = lm A 
2 二 


用 类 似 的 方法 ,将 uC 代替 4 代 人 和 散 度 定理 (A2.11) 式 ,可 证 明 (A2.14)。 


在 (A2.14) 式 中 , 当 体 积 rc 一 0, 可 得 梯度 的 定义 式 : 


udSs 
_ 1 ls 
Vu lm ar 


(A2.16) 


(A2.17) 


(A2.15) 的 证 明 思路 是 把 uC 代替 A 代 人 斯 托 克 斯 定理 (A2.12)。 由 (A2.3) 式 ,得 


VxX(uC)=u VY XC+t+VYuxC=Vux€t 


故 [vx cueds = (vaxc) ads=|.C.(nxvuds 


把 上 式 左 端 代 人 (A2.12) 式 得 
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[vx (CuCl.ds = $ uc dl = .ud 
比较 上 两 式 的 右 端 印 得 到 (A2.15) 式 : 
[nx Vuds = 中 sd 


A3 玄 姆 霍 世 定 理 及 其 证 明 


交 姆 者 兹 定理 指出 ,一 个 矢量 场 F 总 可 以 表 为 一 个 无 旋 场 疡 , 和 一 个 无 散场 F. 之 各 : 


F=F,+F,. (A3.1) 
其 中 VXh=0 +» F=-v (A3.2) 
VF=0 «> F.=VxA (A3.3) 


下 面 我 们 将 找 出 4 和 @ 的 表达 式 ,表明 它们 完全 可 由 下 的 散 度 和 旋 度 确定 。 
由 5.7 节 知 无 界 空间 的 格林 消 数 cG= 本 = FT +r 一端 是 泊 松 方程 
VO= -6(r-r’) 
及 无 限 远 条 件 。 把 上 式 两 端 乘 以 F(x") 后 ,在 所 讨论 的 空间 体积 + 中 积分 ,并 利用 (5.7.3) 式 
和 6 函数 的 对 称 性 (5.7.5) 式 ,得 


To) vd = -| Fyacr —r)dr = 一 [EE —r)dr 
由 于 积分 和 V 迁 算 是 分 别 作 用 于 源 点 和 场 点 的 ,可 交换 次 序 , 故 上 式 变 为 
1 vaf Fr}, 
-vr = FC) 


把 Y XV x WV RA 得 


Flr) = 一 Fvv- | ear + 十 yxyx| 了 dr 
由 (A3.1)--(A3.3) 式 , 知 
5 = 二 Y | 琵 2ar (A3.4) 
4= 杰 vx|. dr (A3.5) 


利用 有 关 的 矢量 恒等式 以 及 Y “= -W ,还 可 进一步 推出 它们 各 场 源 的 关系 : 
ve 
= (v … 商 jdc+| 于 9 :Far 
2 .nds+『 VY “Ea (A3.6) 
vw Sr -人 Ee fe 


(ke pe 
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人 YXxXFr) F{r’) 
-=| dr+ 中 ex ndS (A3.7) 


r 


于 是 得 到 


下 . 
F(r) -Vy J 下 ac- dS] 
+ Vx [由 Rdr+ as] (A3.8) 

(A3.8) 式 即 为 亥 姆 霍 兹 定理 的 数学 表达 式 。 它 表明 :体积 + 中 的 矢量 场 F 可 以 用 一 个 标量 场 
少 的 梯度 和 一 个 矢量 场 妃 的 旋 度 之 和 表示 。 此 标量 场 @ 由 下 的 散 度 和 下 在 r 的 边界 面 $ 上 
的 法 向 分 量 完全 确定 ,而 矢量 场 A 由 F 的 旋 度 和 下 在 边界 面 $ 上 的 切 向 分 基 完 全 确定 。 

根据 1.3 节 和 1.4 节 的 论述 ,VF 表示 散 度 源 ( 记 为 cp),Y X 下 表示 涡 旋 源 ( 记 为 J); 而 
一 F'n 是 矢量 场 下 流向 闭合 面 S 之 内 的 通 量 密度 ,因而 相当 于 表面 上 的 “ 散 度 源 ”《 记 为 cs)。 
同样 道理 ,下 xz 相当 于 表面 上 的 “ 涡 旋 源 "( 记 为 J,)。S 可 能 是 真实 的 物理 界 而 ,也 可 能 只 是 
一 个 数学 的 计算 表面 。 它 们 代表 的 可 以 是 真 的 分 布 在 界面 S$ 上 的 源 (例如 表面 电荷 ,表面 电 
流 ), 也 可 能 只 是 5 之 外 的 场 源 在 S 面 上 的 等 效 源 。 

对 于 后 一 种 情形 ,可 作 如 下 解释 :我 们 的 上 述 推导 只 限于 由 闭合 面 $ 所 界定 的 空间 r 之 
内 ,因而 相当 于 是 切除 了 + 之 外 的 矢 线 ,也 就 是 未 直接 计 人 体积 r 之 外 的 源 。 为 了 不 影响 = 
内 原来 的 场 分 布 ,只 有 在 S 面 上 放置 一 些 等 效 的 “ 散 度 源 " 和 " 涡 旋 源 ”, 才 能 维持 + 中 原来 的 
矢 线 分 布 。 所 放置 的 这 些 面 源 是 外 部 空间 的 源 的 反映 。 

由 上 所 述 ,(A3 .8) 式 还 可 写成 如 下 形式 ， 


F(r)=-V [| Ra + ds] 


Ir) Jslr) 
vx [| SRR dS| (A3.9) 


换言之 , 效 姆 夫 兹 定理 还 可 表述 如 下 :体积 r 中 的 一 个 矢量 场 的 无 旋 部 分 由 体积 内 的 散 
度 源 p(r') 和 表面 上 的 “ 散 度 源 "ps(r') 唯 一 确定 ;而 这 个 矢量 场 的 无 散 部 分 由 体积 内 的 涡 旋 源 
J(r" ) 和 表面 上 的 “ 涡 旋 源 "Js(r ) 唯 一 确定 。 

对 于 无 界 空间 ,相当 于 是 r 无 限 膨胀 ,SS。(R 一 吕 ) 的 情形 。 如 果 R 一 w 时 一 0, 则 
(A3.8) 式 中 的 两 个 面积 分 会 消失 ,于 是 由 V .和 VV XF 唯一 确定 。 即 使 是 有 界 空 间 , 由 
于 -Fn 和 下 Xn 不 是 界面 上 的 广义 散 度 和 旋 度 , 便 是 外 部 空间 的 VV"*F 和 VX 下 的 反映 ， 
效 而 无 论 在 有 界 和 无 界 的 情况 下 ,我们 称 "矢量 场 由 它 的 散 度 和 旋 度 上 唯 一 确定 "实质 上 都 是 正 
确 的 。 


A4 贝 赛 尔 函数 


在 圆柱 坐标 下 用 分 离 变 量 法 求解 波动 方程 时 ,会 遇 到 贝 赛 尔 (Bessel) 方 程 : 
1d/ dR _a pe 
EA 所 )R=0 


贝 赛 尔 方程 的 标准 形式 为 
d (z 虹 )+( -R=0 (z=kp) (A4.1) 
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它 的 解 为 
R(r)=AJ,(r)+BN,{(r) 


其 中 J,(7) 为 变量 > 的 阶 第 一 类 贝 赛 尔 函数 , 它 由 以 下 的 无 穷 级 数 来 表示 
< (-D"( 至 Eb 
D(z) = 二 FT (24.2) 


NN, (x+) 为 n 阶 第 二 类 贝 赛 尔 函数 ,也 称 诺 依 曼 函 数 , 它 由 以 下 无 穷 级 数 表 示 : 
N(x) = 2 (y+in 委 J.(z) i153 =m-D! 2) 


mm TI 
ntam 
= (-D* 人 (三 ) 
1 2 
学 nl(n+ m)! 


中 y=0.577 2, 称 为 欧 拉 常数 。 
第 三 类 贝 赛 尔 函 数 指 J,(z) 和 Ne(z) 的 如 下 线性 组 合 ,它们 也 称 为 : 


1 


工 + 工 + 1 
(+ 去 + + 这 +1+ 访 + + ) 


第 一 类 汉 克 尔 函 数 HO (zx)=], (zx) +iN, (x) (A4.3) 

第 二 类 汉 克 尔 阔 数 HO (x)=], (x) -jiN, (x) (A4.4) 
当 工 为 虚 变 量 (也 称 虚 宗 量 ) 即 x =jx 时 的 贝 赛 尔 函数 称 为 修正 贝 赛 尔 函 数 (或 变态 贝 赛 

尔 函 数 ) : 

第 一 类 修正 贝 赛 尔 函数 Cu)= -jiu) (A4.5) 

第 二 类 修正 贝 赛 尔 函 数 Ks (4)=3(-)" HP? -ja) (A4.6) 


三 类 贝 赛 尔 函数 通称 立柱 谐 波 函 数 。 第 一 .二 类 贝 赛 尔 函数 及 修正 贝 赛 尔 函 数 的 曲线 如 图 
Ad4-1 所 示 。 

由 于 贝 赛 尔 函 数 在 物理 和 工程 上 有 重要 用 途 , 除 了 上 述 曲线 ,还 有 专门 的 贝 赛 尔 函数 表 可 
供 查找 各 种 阶 数 (=) 的 贝 赛 尔 函数 值 。 

从 公式 和 曲线 中 可 知 |J,(zJ1<1, 除 了 Jo 人 (0)=1 之 外 , 当 z=0 时 ,对 所 有 的 ma(z=1,2， 
…) 都 有 J,(0) =0; 对 所 有 的 阶 次 n(n =0,1,2,…) 都 有 N,(0) 一 - co。 所 以 在 包含 z=0 的 
区 域 中 的 解 式 都 不 应 含有 N(x)、H, (x)、K, (zx)。 

J, (Xx) 和 N, (zx) 都 有 无 穷 个 实 根 , 表 A4-] 中 列 出 了 Jo(z) 和 于 (zz) 的 头 几 个 根 。 

训 A4-1 Jotzj 与 上 (zl) 的 前 8 个 根 


Jo(z)=0 的 根 Ji(z)=0 的 要 
根 的 序数 了 根 的 序数 工 
1 2.405 1 3.832 
2 5.520 2 7.016 | 
3 8.654 3 10.173 
| 4 ,792 4 13.324 
5 14.931 5 16.471 
6 18.071 6 19.616 
7 21.212 7 22.760 
8 24.352 ] 8 25,004 
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S 
+ T 加 
上 sl, Tf 全 ~ 
| 一 Tr chi 十 才 = 
了 
日 1 四 
= 上] 
局 上 。 
所 | 加 _ 
= 
到 = _ lL 
一 民 
H a 
用 本 轿 六 el 因 > 
人 Z| = 
kc 人 
| 一 Ca = -上 
| 2 十 | az 上 
可 ” 四 门 = 
[i t 
十 - 
” 站 Sa 
村 可 
站 el 四 
LS TN| 
~ 
省 
> oO 
Sm 4 TH Sd + 2 “ 网 忆 加 
-5 6o 55 5 ss s (zn = 
”了 


(e) 


贝 赛 尔 函数 Jr ,Na \In ,Ks 


图 A4-1 
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由 于 员 赛 尔 函 数 很 复杂 ,把 它们 与 熟悉 的 初等 函数 作出 类 比 会 有 助 于 理解 和 应 用 。 当 


很 大 时 ,各 类 贝 赛 尔 函 数 可 用 下 列 的 渐 近 式 表示 ,它们 都 是 初等 函数 ， 


F(z) 志 os(z- 竺 - 营 ) (A4.7) 


2 


N, (zw 总 aa(z- 于 -至 ) (A4.8) 
Ha (A4.9) 


HP Cr) 各 jne (A4. 
Po 一 

I (wu) 3 (z=ju) (A4. 

K, (u) A De (A4. 


下 面 用 Z.(z) 表 示 上 述 的 任 一 类 贝 赛 尔 函数 。Z。 (x+) 具有 如 下 性 质 : 
1. 北 推 公式 


10) 


11) 


12) 


13) 


贝 赛 


14) 


2 (2) Zs (zt) tT ls) (A4. 
利用 该 递 推 公式 , 任 一 阶 贝 赛 尔 函 数 Z,, 都 可 由 它 相 邻 的 前 两 阶 贝 赛 尔 函 数 Z,，、2, 求 出 。 
因此 ,对 于 整数 阶 的 中 赛 尔 函 数 ,只 需 知道 Zu(z) 和 Zi(z) 就 是 以 依次 求 出 后 续 各 阶 的 
尔 函 数值 。 

2. 导数 公式 

2 (7)=2.1(x) -ZZ, (7) (A4. 

Zo (x)= EZ, (zr) -Zr (x) (A4. 
当 刀 =0 时 ,由 (A4.15) 式 可 得 

20(z)= -2 (x) (A4. 

3. 积分 公式 
zc)dz = xzo0Zsi(z)+C (A4. 
fez trae =- zx "2 (rz) tC (A4. 
当 n=0 和 nn=1 时 ,分 别 有 
[#2 (x)dr A (A4. 
[edz =-H(s) tC (A4. 


4. 正 交 性 
各 类 贝 赛 尔 函 数 都 是 正 交 函数 集 。 如 果 o.w 和 as* 为 ” 阶 贝 赛 尔 函 数 的 两 个 根 , 则 


J x2 (ene)D, (aust)dz = 0 (mE Ah) (A4. 
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21) 


a2 (ene)de = [en) 
0 


{A4.22) 


A5 基本 常数 、 量 的 符号 和 单位 


基本 常数 
自由 空间 的 介 电 常数 eo =8.854X10 ?Fim 
自由 空间 的 磁 导 率 po0=4rx10 Him 
自由 空间 中 的 光速 c= 二 2.9979x10 mjs 
oso 
自由 空间 的 本 征 阻抗 n=376.7 VIA 
电子 的 电荷 e=1.602x10 8C 
电子 的 质量 m=9.11xX10 ™kg 
电子 电量 /电子 质量 ( 荷 质 比 ) 1.76x104CIkg 
1 电子 伏特 能 量 leV=1.602x10- "本 
质子 的 质量 m=1.67xX10 ”kg 
重力 加 速度 g=9.807 m/s 
量 的 符号 和 单位 
量 的 名 称 量 的 符号 单 位 单位 符 导 

力 下 牛 [ 顿 ](Newton) N 

力矩 T 咎 [ 顿 ]` 米 Nm 

功 ,能 [ 量 ] W 焦 [ 耳 ](Joule) ] 

功率 Pp 丽 [ 特 ](Wato) 加 

电动 势 e 伏 [ 特 ](Volt) Vv 

电位 - 撕 [ 特 ] v 

电导 率 a 西 [ 门 子 ]/ 米 (Siemenymeter) Sm 

电容 率 , 介 电 党 数 < 法 [ 拉 ]/ 米 (Faredfroeter Fim 

相对 电容 率 ,相对 介 电 常数 e. (无 重 纲 ) 一 

磁 导 率 享 [ 利 j/ 米 (Henryjmeter) Him 

相对 五 导 率 pw (无 量 纲 ) 一 

电场 强度 E 伏 [ 特 ]1 米 Vim 

电 通 量 加 库 [ 仓 ](Coulomb) c 

电位 移 , 电 通 密度 Dp 库 [ 仓 Jj 米 > Cm 

电极 化 率 Xe (无 量 纲 ) 一 

极 化 强度 Pp 库 [ 仓 J/ 米 > Cm 

电 个 极 矩 p 库 [ 仓 ]" 米 Cm 


量 的 名 称 量 的 符号 音 位 单位 符号 。 | 
三 场 强度 本 安 [ 壤 ]/ 米 (Amperejmeter》 Am 
融通 量 m 韦 [ 伯 ](Weben) 用 
. 夏 感 应 强度 ,三 通 村 度 书 [ 伯 ]/ 沙 ?一 特 斯 拉 (Teala) wm | 
磁化 率 记 (无量 纲 ) 一 
三 化 强度 Mm 安 [ 培 ]/ 洲 Am 
起 合板 红 PP 安 [ 培 ], 沙 Alm 
嫩 阻 Re 1 亨 [ 利 ] UH 
磁 动 执 安 [ 培 ] A | 
到 印 丰 矢量 ,能 流 密度 3 页 [ 竺 ]/ 米 ? Wi 
传播 常数 7 1 全 lm 
夫 正 天 数 < 厅 培 / 米 ,分 中江 Nofm, diym 
相 移 常数 , 波 数 a 度 度 / 米 (radiansfmeter) radjm 
波 矢量 ,传播 矢量 下 弧度 | 米 mm 
本 质 阻抗 了 欧 [ 姓 XOhm) n 
折射 率 w (无 最) 二 
估量 窗 度 w 集 [ 耳 J/ Ji 
辐射 强度 TU 而 [ 特 ] 球 面 度 (Wlsteradian) Wi 
部 射电 用 R: 胸 [ 姆 ] n 


方向 性 系数 D 《无量 网 ) 


习题 答案 


习题 1 
1 5 3 
1.1 C=Y35; = 号 -+ -aS 
VV “J 


=“_a+tb 
CC- 3 


2 

4 OAXB)xXC=a2-a,40+a.5; AX(BXC)=a,55- a,44—a.1l 
1.3 @ 是 ; @3V26 

6 cos 0=12/Y 1078; As =1.37 

25 

7 - 沪 

v3 

1.9 DIE|=0.5; E,= -0.212 ! ©®153°38’ 

1.12 Q= -每 re 


0 ; 无 关系 
一 4gz 一 49, + 124, ; Ivul=4v11 


一 
[= 
op 


1.19 人 @ 抛 物 柱 面 ; @Vau= 一 a,+a,2y 

1,20 -2Vi; 是 

1.22 0@0 ; @0 ;是 保守 场 , @= | f(z)dz+ | g(y)dy+ | h(x)de+tC 

1.23 D5 ; @a ，c ; 图 是 无 旋 的 

1.24 VxXA=0; YA4=0; YXB=0; YB=2psin ¢; VYxC=a:(2z-6?) VC=0 


127 Of) OF) -P+ Dn- -3 


习 显 2 
2.1 DOas = a, L -a, 1 
2 IY2 
Goaz = Pp 
2.2 DF=a; Hera 2 DE= +a; Ireoa 
2.3 Qa <A (gr+ 6 (a +b) Ws aWa] 


bq 
.347 . 


= 如 C( 空 用 内 ) 


2.6 ze 

2.7 pf(z)=soEo(aae “+ fhBe *); 正 电荷 

2.8 D4eoEop* /a (0<p<a); 0 (a<p); @0 ，(r>0); 场 源 是 位 于 -一 0 的 电 
偶 极 子 

.10 OD 是 , B= 一 zyz +c; @ 不 是 

0ODBG 是 ，@ 不 是 


.13 Dpm=Peos 9; @ 球 内 = 近 ，E, =- 苍 ， @ 把 DD@ 的 所 有 结果 反 号 


.14 Dpr=-3k， pes(5)= 乳 i 


&(6 a) ek(b’ a’) 
Oo 0 


至 


Pb Nb oD 
— 
二 


,15 只 能 求 出 x>=0 处 下 ;=az2y 一 my3z+ar 下 和 D,=a.6e0y ~ ay9eor + a.l0eo 


2 
2.16 正 

2.17 DOE=5kV/em 

2.18 Dp=6e0r’ /a ; Dps=260; D2a ; Blla/s 


2 
2.19 DE,=0, (pSa), Es=- 全 jaesp+rm (人生 jasne (p>a) 


加 导体 材料 ，ps = 一 2soAcos 9 
2.20 DO=14'; Dprs= +0.728e0 Eo 


2.21 Oom Ea eoEocos 0 


£-eo)a'b , 
OE, = Ee ， Bi- Bot (ES (a,2e0s 0— om 0) 
lim E1 = Eo 
图 在 原 题 8, 、$, 的 表达 式 中 把 。 和 so 换 位 。 
2.22 .=5/3 
2.23 人 @ 和 @ 
-UU Us—U, so Us UO) 
2.24 B= lpg+U, E=- 2 la, ,ps =+™ 四 1 
2.25 7.08x10- “(FY 
1928- -2p ， = 已 = +2&U, 
2.26 DY pop 0， 65= 关 人 U :DOE= 产 Too 0 +t: 
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rir? 


2.27 C=[sf+(4r- 0)eo] 


ra 7 
2.28 增 大 
2.29 名 会 ; @ 不 会 
_b _eU sp _b _8 
2.31 Ta=e， Emn= pi Ga- » Unex = Er 
2.32 B= {2 -1); OC= ss, HE, =4U 
ba\r b-a 6 
4reo 
2.33 C7 I 


2.34 F=0,5.56x10 5(N) 


2.36 人 -2 全 吸 引力) 人 @ 无 关系 


2.38 B=(e, + DU/2e), Q=ele + DLU/0d), E=(e, +DU/(2e4) 
2.39 1.81 X10 ‘kg 
习题 3 
3.1 DJs=a, eaPsin20; 0; @1=+ 训 waP 
3.2 10.5A 
3.3 B=B0z, J= -a.0Do 
3.4 p=al, 
a, Vo aV 


1, cc, ,16 
(二 二 he 


"人 -多 
一 ol 02 


pa=7T TB 
(二 tn 
02 go a 


3.5 五 = 


加 
上 R,(R1+K) 
一 村 Kao 了 RI(Ri + K) 
28 1 , rz R=— 


ac(ri—r1)’ R= zB 


3.6 R 


3.7 R= 十; @Ro= 


3.9 rse35.4s 
3.10 E=a,7.5xi0 re "eo: (V/m) 
E,=a, B9x10e 0 (V/m) 

7 


J=a.7.5x10"e 0 (ALm) 
3.11 0.3315 0 


wl {ll + 上 -一 ) 
3.12 Ra 可 + d-—rz 
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4.13 


4.14 
4.16 


4,17 


Po 天 (as + a,) /4Ara 
qquuo l(b ~ a)/4ab 


B. = (atorVa +67) 
OP=(e:-TDenaBoa  ;， OQps =2n(e, -1)eowBa’L 


2 .32 
Op. -Mew 村) ; d=b 


~ 六 | (Tz ta Vetai 


0 (0<p<a) 
T= a pr (a&pE6) 
0 (B<p) 


bf 
Fa a (pa) 


I I 
pp er (p>a) 


换 为 铜 导线 后 下 不 变 ， 导 线 内 忆 减 小 为 koH ; 


@M=(p,- DH= B90, , J =(p -DYXH=(p, -DR re. 


9997 


ns =p - DH(a)a = Fiat 
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和 4 + 六 关 二 | (为 从 坟 线 管 的 一 端 算 起 的 距离 ) 


5.4 


铁杆 内 H=8x10’ A/m,， B=5000T， M= 2 Am 
。 


= Bo = 一 一 
铁 盘 内 互 = 了 06 二 -159 A/m, B=1T, M=5000 


正 值 

DH,=9.8x10 A/m, 1.6'; 四 Js=6.8x10: Am 
DI,=0, Js=arMsinei 

@@prs= Moos 9 , H; =$M(rea), H, = ES (e200 8+ assin 0) 


(ce= 二 ra 

Ju=0，Jus=ar(4azeosgsin 0+ Bsin bg)， 
pm= -2Az  (r 委 a)，pos= Aa’cos’ G+Beos 8 
L=pyon:LS=1.42x10“H 


了 I 
DA = Min oe) tho nb, aSp6): hs 0,(p>8); 
= Mellin 二 
Or. 2x a 
DL=2.33(8); BL =0.944(H) ， 
M=36(pH) 


wa/w. =9xX10" 


po pl 6b po, to 在 pe 
Wo rt 4r a’ Lgr! 2rlna’ LA™ gr 


1 
pl 


2 2 
/=- 知 和 5a,，F= - 织 ( 负 号 表示 向 着 轩 柱 内 ) 


= 4Uosinh Sy ， 
$= 2 sin x 
3 inh 至 z a 
5 全 THN a 
< 2U 也 LN 
= 之 0 sin Asin ye 洋 
=U, 条 十 2 Cnn) dn basin Bye 
B= EE 二 sin amde -各 sin 25 {rz >0) 
1 E0 开 全 人 nn a a 


B= -A lsin nd esin Ey (rz <0) 
HTZ nnnt sinhi(bp-y)sinh (yey) 
a a a a 


~ 下 “ 
nol nsinh Te™ sinh By sinh SE(b — y) (yy ) 


= Eocos p 人 1+ 乞 ja -Eosin p[1- 本 ju 


Ee) om op 一 | (ra); 


-ee ) J ap -nn (a&r 人 en): 


e+eo\ror 


(和 
E+ go\ror 


) jos np -mr (rr0); 


Tp (n= 1,3,5,°") 


5 B= es (x = 1,3,5,.") 


5,12 0 = ty (rE) sinng ra (n= 1,3,5,.) 
TEI 
2 = 罗 
B= Dd (Es)sinng ra (n= 1,3,5,°) 
一 一 2e222 Eo 2 Zr 
5,13 $= Ce re ea dar )cos 6 《asrsb) 
【el +ez)a2+(el — e2)p” 
0 re (0) 
-> i 2 Ee 
_ Uie ao 
$5.15 DB= 一 下 oreos 8+ 7 十 一 Focos 8 
DP= Ereos 0+ Fe- es 
0 


5.16 = Eorcos 8, El= 豆 3 — Eoa, {ra) 
&; = Eocos 0+ E24’ E, 吉 cos 6 (ra) 
一 2(e a] 
B=0, 1+ 性 Eocos 站 一 as 人 1- 二 已 生花 13 3 )Eosino 


5.0 B=p(1tE) (ra); B= p+ a0) (ra) 
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-9 
l6reod 
5.21 2.88x 0 eV 


5.24 E=—— -3(y. ra,) 


A 4+r'+4r:sin2 
5.25 Br ,pg) -Rn 名 
-4s ? xcosh’ y + (cos xsinh y+ sinh 3 六 
Neg Ysin zcosh y + (cos zsinh y — sinh y)° 


a 2 +2e'sin y+1 
5.27 D(z,y) = Fin e 一 2ersin y+1 


” VR jo + 二 ecten 2 ) 
5.28 Blr,g)= 4ein ) 
® Vritywt+r-2y Ten( 二 -二 oem 闪 


va 
入 2r f(r+ta) 


5.30 G(r) = .UV(0,9) 


a 
4ra( + @ — 2racos Pd 


af (a’ — r’)sin Gd0d 
[fT U(0 ,9) Es So 


”4r {ri+a’ -2raoos 7 

-工人 a_ 工 + 

5 -本店 -1 证 | 
习题 6 

6.1 De= = Ae *In(1+ 什 ); 

lb vy vy d+t+atvy . 

@e -和 [rs Zr js e+ (m d+ osin oa ] 

6.2 i= -1.75wsin wi(l+2c08 wt) (mA) 


6.3 (op DuBo! ; DoabvB, ; DIA: 8.25xX10* V; 1.65xX10 “A 


6.6 1=7.82x10 ®C 


6.7 j= Ucos ont 
jn 一 
a 
6.8 B= a (asin wt + ecwcos wt) 


6.14 8=17.32x= 54.41 (rad/m) 
H= -a.0.133x10 ?cos(10rz)sin(6r X10°t 一 54.41x) 一 
.0.229 x 10™3sin(10xx )eos(6r X10 — 54.41z) 
6.15 8=13.2x=41.6(rad/m) 
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6.17 


6.19 


6.20 


习题 7 
7.1 


E= 一 jar496cos(15rz)e 由 人 + a,565sin(15rr)e re 


kEo ， 
H=a, Bor Geos(wt — kr), k= wy oeo 


D3.17x103; @9.75x10-"; @1.125 ; @ 钢 :VX 理 =5.7X10 E ; 海水 : 
VxH=j(4.506—j4}E 


_ TEo . 
@ps=0, Js=a, poa in ot RX); 
国 = — awev Eosin zsin( wot —kr) 


S(z,t)= a, $f/E psn 2kzsin 2 ，Su =0 ， 没 有 能 量 沿 = 轴 流 动 ; 


Se, D1 =0，S(z,) | enro8 一 二 0 让 量 sin 2ar ，S 的 振幅 最 大 。 


2 2 
S(z,t)=a, sn beos’ Bzcos (wt — BX) + a 条 ee 8 sin(28.z)sin2(owt 一 8.z); 


2 
Sy =a, 人 in Deos pz 


f=100 kHzN, 4=5(m), a=0.4x(NP/m), B=0.4r(rad/m), 
7=0.1x(1+) (0); 
f=100 MHz 时 , 4=0.15(m), a=11.96xr(NP/m), B=13.4x(rad/m), 
4 
= 2 0,), 
"A 
f=100 GH , 4=0.33(mm), a=r(NP/m), 8=6rx10’(rad/im), 
7 0); 
[Ei|=33.3; |E%|=66.7 
0.03m; 1% 
p=2; er=18 
1.16x10-7 W/m 
1 _ tan 及 
| cos 从 er | 
Im(Eo) 2R§ (至 ) 
Re(Eo) 2RS 一 胡 人 
Eo=5.7x10e"*(V/m), , P=10 "W/m 
平行 极 化 ; Eu= 0 ，E, =0.577 ; 垂直 极 化 :Fo= -0.5 ,Ev 一 0.5 


IR| -LOY 1 -2m 
1+ 8+V 1-26tan 6. 


7.18 (1)6, 为 小 于 90°; (2)g。=14.4" 
7.19 (DO=r/4s (2)R=0.35+j0.364, Sw =0.255 
习题 8 
8.5 DA.=2r/k.=3Y2 om, A =2r/B=32 cmi Da=9em, b=6em 
8.6 a 之 6 cm，5 魏 4 cm( 例 如 a=6.5 cm, b=3.5 cm) 
8.7 QO4=16 cm 时 不 能 传输 任何 模式 
4 二 8 cm 时 传输 TEu 模 
=6.5 cm 时 传输 TEi ,TEw ,TEn 模 
@®2.187< /<3.959(GHz) 
8.8 Ya<A<2a 
8.9 DB=158 rad/m, me, =499 0 
@8=349 rad/m, te, =201 0 
@a=89 NP/m, pe, =j443.50, Zs0.01m 


8.10 降低 工作 频率 或 改变 尺寸 可 使 之 重新 谐振 于 TEim 模 
8.11 a&5.34pm 
习题 9 

9.1 954,93 km，0.9549 mm 

9.2 258e 70 

9.3 DE,=0, Es=14.3sin(2xX101) (V/m); 
S=a.0.114cos(2xX10°1) (W/m); Srw=0 
OPrs~0.44W 

9.4 1.1xX10W; 1.1x10 0 

9.5 1.20 

9.7 730;1.64 

9,8 1.48xX10 "W;1.48x10 0 

9.9 2.67A; 130W 

9.10 90° 

9.11 4.574 , 5.444 

2 {AY 
9.12 40eB{ 主 ) (W); 
9.13 a,0.5x10™? W/m 


习题 10 


(tz -41) -E(t1) 


10,2 DAr'= = 
ce 


I + yy) + (rz) 


v 
1 去 
ce 
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5 
10.4 0.83c 
10.5 8.61x10: s 
2 
(1- 鼎 )52 
10.6 Ci a 
(1- 言 ) 
2 
(1- 占 ) 
= 加 (e+ sa ) 
-和 雪 ? 
CC 
10.8 一 和 1 ，A,=A,=0, 
”AM (zw 点 )( + ) 


1 


?= 下 = 
2 
Cam +(1 (+) 


* 336“ 
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